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Beiträge  zur  Theorie  der  Kegelschnitte  und  des 
geraden  Ereiskegels. 


Von 

F.    Ruth 

in  Leoben. 
(Mit  einer  Tafel.) 


1)  In  der  vorliegonden  Abhandlang  sollen  die  Eigenschaften 
der  die  Asymptoten  eines  Kegelschnittes  berührenden 
Kreise  erörtert  werden,  wodurch  wir  einerseits  zu  einer  Definition 
der  Scheitelkreise  als  Einhüllende  gewisser  Geraden  gelangen, 
andererseits  zu  gewissen  Constrnctioneu ,  teils  die  Kegelschnitte 
selbst,  teils  die  Bestimmang  des  Schnittes  derselben  mit  zu  den 
Hanptaxon  parallelen  Geraden  n.  s.  w.  betreffend,  die,  wenngleich 
sie,  was  Einfachheit  anlangt',  durch  manche  der  schon  bekannten 
flbertroffen  werden,  immerhin  als  Beiträge  zur  Vervollständigung  der 
Theorie  der  Hyperbel  und  Ellipse  tou  einigem  Interesse  sein 
dürften.  Die  Hyperbel  besitzt  zwei  reelle,  die  Ellipse  zwei  imaginäre 
Asymptoten,  die  Doppelstrahlen  ihrer  DurchmesserinTolutionen ;  als 
Grenzfall  zwischen  beiden  tritt  die  Parabel  auf,  bei  welcher  die 
beiden  Asymptoten  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  ihrer  Ebene 
zusammenfallen,  daher  man  bei  der  Parabel  von  Kreisen,  die  die 
Asymptoten  berühren,  nicht  sprechen  kann,  und  die  im  Nachfolgen- 
den erhaltenen  und  besprochenen  Resultate  sich  nur  auf  die  Ellipse 
und  Hyperbel  beziehen. 

Wir  gelangen  zuerst  ganz  allgemein  durch  Betrachtung  einer 
gemischten  Kegelschnittschaar,  bestimmt  durch  zwei  Punkte  und 
zwei  Tangenten  (jener  Schaar,  die  sich  selbst  dual  ist),   zu   einem 

Areh.  der  Math.  v.  Vhjs,    2.  Reihe,  T.  VIIL  1 
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Satze,  durch  dessen  Spocialisirang  sich  die  fraglichen  Eigenschaften 
ergeben;  denn  die  Kreise  einer 'Ebene  gehen  alle  darch  dieselben 
zwei  nnendlich  fernen  imaginären  Punkte,  und  jene  davon,  welche 
zwei  gegebene  Gerade  berühren,  leiden  eine  specielle  Art  einer 
solchen  Kegelschnittschaar.  Wir  werden  dann  aber  noch  einen  an- 
dern directcn  und  elementaren  Weg  der  Ableitung  einschlagen,  der 
nur  die  Kenntniss  gewisser  einfacher  Relationen  zweier  Kreise  vor- 
aussetzt,  und  schliesslich  einige  Uebertragungen  in  den  Raum  machen. 

2)  Bekanntlich  sondern  sich  die  Kegelschnitte  durch  zwei  feste 
Punkte  2  und  II  auf  s  (Fig.  1.)  berührend  an  zwei  Gerade  t  und  t^ 
durch  S,  derart  in  zwei  Gruppen,  dass  die  Polaren  von  S  (Be- 
rührungssehnen mit  t  und  t^)  durch  einen  von  2  feston  Punkten  I^ 
oder  Q  gehen  ^),  die  so  auf  der  Geraden  s  liegen,  dass  sie  sowol  I 
und  //,  als  auch  t  und  t^  harmonisch  trennen ;  die  Pole  der  gemein- 
samen Secante  ß  liegen  auf  einer  von  zwei  Geraden  p  oder  9,  die 
durch  S  gehen  und  ebenfalls  /  und  //,  und  t  und  (^  harmonisch 
trennen,  also  durch  P  und  Q  gehen. 

Betrachten  wir  jctjst  die  eine  Gruppe  der  Kegelschnitte  des  Sj- 
stemes,  z.  B.  die,  für  welche  die  Polaren  von  $  durch  P  gehen,  und 
bezeichnen  wir  einen  beliebigen  Kegelschnitt  dieser  Gruppe  mit  Pi'. 

„Legt  man  einen  Kegelschnitt  f  beliebig ,  der  SI  und  SU  in 
„den  Punkten  /  und  II  berührt ,  und  legt  man  an  diesen  und  jeden 
„Kegelschnitt  P«*  der  Gruppe  P  die  gemeinsamen  Tangenten,  so 
„liegen  die  auf  den  Pr  befindlichen  Berührungspunkte  1,  2,  3,  4 
„derselben  alle  auf  einem  neuen  Kegelschnitte  J^*^  welcher  t  und  ^ 
„in  den  auf  s  gelegenen  Punkten  T  und  T^  berührt,  und  den  Kegel- 
„schnitt  K*  in  den  auf  p  gelegenen  Punkten  doppelt  berührt.'^ 

„Wählt  man  umgekehrt  einen  Kegelschnitt  ^*'  beliebig,  der 
„jedoch  die  gegebenen  Geraden  t  und  <i  in  den  auf  s  gelegenen 
„Punkten  T  und  2\  berührt,  so  schneidet  dieser  die  Kegelschnitte 
„Ptf*  der  Gruppe  P  in  Punkten  derart,  dass  die  Tangenten  in  diesen 
„an  die  Kegelschnitte  P^  einen  neuen  Kegelschnitt  K^  umhüllen, 
„welcher  iC*'  in  den  auf  p  gelegeneu  Punkten  doppelt  und  die  Ge- 
„raden  SI  und  SU  in  den  Punkten  /  und  //  resp.  berührt" 

Zum  Beweise  des  Vorstehenden  betrachten  wir  in  Fig.  1.  K* 
und  Ptf',  zwei  Kegelschnitte  mit  den  auf  s  und  «1  gelegenen  gemein- 
samen Punkten  /,  ZT,  ///  und  IV,  welche  C  und  C|  als  gemeinsame 
auf  p  befindliche  Gontingenzpunkte  besitzen.    Sind  /S  und  £  die  Pole 


1)  Siehe  Schröter:  Theorie  der  Kegelschnitte.      S  te  Aufl.  p.  3^1  ond 
H.  Pf  äff,  Nenere  Geometrie  II.  Thl.  p.  176.  u.  s    f. 
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von  s  bezüglich  K*  and  P^*,  so  bilden  die  von  I  nach  C,  Cj,  iS  und 
£  gezogenen  Geraden  vier  harmonigche  Strahlen,  da  ja  18  und  l£ 
die  DoppelBtrahlen  der  in  /  durch  die  Kegelschnitte  der  Schaar  K*P(^ 
bestimmten  Involution  sind,  in  der  IC  und  7C,  ein  Paar  bilden.  8, 
£  and  CC,  sind  somit  zwei  Paare  harmonisch  conjugirter  Punkte 
aaf  p  und  ihre  Polaren  as  ec^  bezflglich  Pt<  werden  4  harmonische 
Strahlen  durch  P  bilden,  {a  die  Polare  von  8^  s  die  Polare  von  £ 
bez.  Pfl. 

Dasselbe  findet  bezflglich  S^  und  JS^  den  Polen  von  «j  hinsicht- 
lich K*  and  P«'  and  Polaren  in  Bezug  auf  Pi*  statt,  so  dass  a^  s^ 
ccg  wieder  4  harmonische  Strahlen  durch  P  bilden. 

A*'  and  Pi*  haben  gemeinsame  Tangenten  und  die  Berührungs- 
pankte  1,  2,  3,  4  auf  P«'  liegen  auf  «  und  e^  und  geben  diese  be- 
kanntlich dasselbe  Poldreieck  POR  wie  die  Punkte  /,  //,  ///  und 
IV.  Legen  wir  jetzt  aus  8  die  Tangenten  t  und  t^  an  Pi'  und  bringen 
wir  sie  zum  Schnitt  mit  s  und  ebenso  aus  8^  die  Tangenten  v  und  T| 
and  bringen  sie  zum  Schnitt  mis  «i,  so  erhalten  wir  4  auf  «  und  ß^ 
(und  i  /,  und  t  und  t,  resp.)  gelegene  Punkte,  die  ebenfalls  POR 
als  Poldreieck  haben ,  wie  sich  leicht  ergibt  ^).  Diese  4  Punkte 
mflssen  nun  einem  bekannten  Satze  zufolge  mit  den  Punkten  1,  2, 
3,  4  auf  einem  and  demselben  Kegelschnitte  liegen  —  K**.  — 

Da  aber  frflher  gezeigt  wurde,  dass  («<j<;C|)  —  —  1,  so  sind  t 
und  ti  Tangenten  in  den  Punkten  T  und  2|  an  JST**,  denn  i^*^  ist 
der  ausser  P?  noch  durch  1,  2, 3, 4  gehende  Kegelschnitt  der  t  berflhrt, 
and  mnss  der  Berflhrungspunkt  von  jenem  mit  P^  durch  c  und  c^ 
harmonisch  getrennt  sein,  was  mit  T  wegen  (scccj)  ^  —  1  der 
FaU  ist 

Aehnliches  lässt  sich  fQr  t  und  t^  sagen.  Zur  weiteren  Be- 
stimmang  von  K*^  suchen  wir  die  Schnittpunkte  dieses  Kegel- 
schnittes mit  p\  dsL  8  und  s  sowol  als  auch  8i  und  s^  Pol  und 
Polare  nicht  nur  in  Bezug  auf  i^^  sondern  auch  hinsichtlich  K*^ 
sindy  so  berühren  sich  K"**  und  K*  in  den  auf  p  gelegenen  Punkten 
A  and  A^  doppelt,  K^  und  K*^  sind  also  doppelt  berührende  Kegel- 
schnitte mit  P  und  p  als  gemeinsamem  Pol  und  Polare. 


i)  Legt  man  ans  2  Punkten  einer  Seite  des  gemeinBamen  Poldreiecks 
eine«  Kegelschnittbflschels  die  von  den  Ecken  des  Poldreiecka  harmonisch  ge- 
trennt werden,  Tangenten  an  irgend  einen  Kegelschnitt  des  Büschels,  so  treffen 
diese  die  durch  die  dritte  Ecke  des  Poldrcicrks  gehenden  gemoinsnmen  Se- 
canten  Eweimul  in  4  Tunkten,  die  dasselbe  l^oldreievk,  das  des  Bflsehels  geben. 
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Wenn  wir  jetzt  K^  ungeändert  lassen  and  den  Kegelschnitt  ^t* 
derart  ändern,  dass  er  jederzeit  dnrch  die  zwei  festen  Punkte  I  und 
U  geht  nnd  die  ebenfalls  festen  Geraden  t  and  t^  berührt  (so  dass 
die  Berahrungssehne  durch  P  geht)  und  an  jeden  dieser  Kegel- 
schnitte Pi'  und  an  K^  die  gemeinsamen  Tangenten  legen,  so  liegen 
jedesmal  die  auf  Pf  befindlichen  Berührungspunkte  mit  7*7,  T^Ti^ 
AA^  A^Ai  u.  8.  w.  auf  demselben  Kegelschnitte,  der  durch  die  so- 
eben aufgezählten  Bestimmungsstficke  schon  bestimmt  und  mit  dem 
Kegelschnitte  £*'  identisch  ist,  wodurch  der  angefahrte  Satz  be- 
wiesen erscheint. 

Es  ist  wol  nicht  notwendig,  den  Beweis  besonders  zu  fähren 
für  den  Fall ,  dass  die  festen  Punkte  /  und  U  oder  die  Geraden  t 
und  ^,  oder  beide  Paare  Bestimmungselemente  der  Schaar  imaginär 
sind,  ebenso  darf  hier  von  dem  Beweise  des  zweiten  Teiles,  wo  K*^ 
gewählt  wird,  Umgang  genommen  werden. 

3)  An  das  Vorhergehende  lassen  sich  noch  unmittelbar  fol- 
gende ergänzende  Bemerkungen  anreihen: 

a)  Auf  K*^  liegen  noch  jederzeit  die  Schnittpunkte  der  zweiten 
durch  P  gehenden  K^  und  P«'  gemeinsamen  Secante  «^  mit 
den  Tangenten  an  P»^  aus  dem  Pole  ^|  der  Secante  9^  in 
Bezug  auf  K^ ;  diese  Tangenten  an  Pf  sind  zugleich  auch 
Tangenten  an  K*K 

b)  Da  es  noch  einen  zweiten  Kegelschnitt  Pf*  gibt,  der  mit 
Pf  ausser  /,  U  noch  dieselbe  zweite  Secante  «^  mit  K^ 
gemeinsam  hat,  so  erscheint  A*>  auch  als  die  einhül- 
lende Curve  der  ausser  t  und  t^  noch  vorhande- 
nen gemeinsamen  Taugenten  der  Kegelschnitts- 
paare Pf  und  P,*'.der  Gruppe  P,  die  sich  auf  Ä"*  ausser 
in  /  und  U  noch  in  denselben  zwei  Punkten  schneiden; 
auf  der  zweiten  noch  gemeinsamen  Secante  «^  liegen  auch 
die  Punkte  von  -ff**. 

Zur  näheren  Orientirnng  über  die  Paare  Pf  und  P«*'  dient  die 
leicht  zu  erweisende  Bemerkung ,  dass  ihre  Berührungspunkte  auf  t 
(also  auch  auf  t^)  Paare  einer  Involution  bilden,  deren  Doppelpunkte 
auf  Ä**  liegen. 

Die  in  a)  und  b)  angeführten  Ergänzungen  lassen  sich  auch 
leicht  bezüglich  der  Fassung  des  zweiten  Teiles  des  Satzes  forma- 
liren,  was  aber  hier  nicht  weiter  verfolgt  werden  soll. 

4)  Bevor  wir  auf  einige  Specialisirungen  übergehen ,  wollen  wir 
noch  die  zweite  Gruppe  des  Systcmes  der  Kegelschnitte  (/,  11^  t,  t^) 
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m  den  Bereich  unserer  Betrachtungen  ziehen.  Es  ergibt  sich  fOr 
<iiese  Gnippe,  welche  Q  nnd  q  als  Gonvergenzpunkt  der  Polaren 
mn  S  resp.  als  Ort  der  Pole  von  s  bezflglich  der  Qt\  wie  wir  einen 
B^cisentanten  dieser  Gmppe  bezeichnen  wollen,  haben,  dass,  wenn 
vir  A'^  Ton  früher  festhalten,  nnd  an  Z^  nnd  jeden  Kegelschnitt 
Ol*  die  gemeinsamen  Tangenten  legen,  die  anf  Qt^  befindlichen  Be- 
rthrangspnnkte  anf  einem  nenen  Kegelschnitte,  Kq*  wollen  wir  ihn  be- 
zadinen,  liegen  der  ebenfalls  i  nnd  ^^  in  den  Punkten  2*  nnd  7\ 
b^thrtnndJT^  in  den  anf  9  gelegenen  Punkten  doppelt  berührt.  Be- 
tnebtet man  also  beide  Gruppen  Pi*  und  Qi^  der  Kegelschnitte  des 
^Sternes,  ao  folgen  far  jeden  beliebig  gewählten  Kegelschnitt  JT'  in 
der  angegebenen  Weise  zwei  Kegelschnitte  Kp^  und  JT^',  die  sich  in 
rund  T^  doppelt  berahren,  und  deren  jeder  K*  doppelt  berührt 
mterer  mit  |9,  letzterer  mit  q  als  Berührnngssehne. 

Wenn  wir  hingegen  K*^  festhalten,  nnd  diesen  Kegelschnitt  mit 
den  K^elachnitten  Qt^  der  zweiten  Ornppe  zum  Schnitt  bringen,  in 
den  Schnittpunkten  an  diese  Kegelschnitte  die  Tangenten  legen,  so 
«mhtUen  diese  einen  neuen  Kegelschnitt  JT^',  welcher  ^/ und  SU 
ia  /nnd  II  berührt,  und  K^^  doppelt  berührt  mit  q  als  Berührungs* 
sehne.  Kp*  für  die  Gruppe  0^^  nnd  der  demselben  Kegelschnitt  K*^ 
zukommende  Kegelschnitt  ftlr  die  Gruppe  Qt^  berühren  sich  doppelt 
in  den  Paukten  I  and  IT  mit  81  nnd  SU  als  Tangenten  in  diesen, 
BDd  jeder  berührt  K**  doppelt,  ersterer  in  den  Schnit^nnkten  mit 
Pj  letzterer  in  jenen  mit  q. 

Wir  erhalten  also  aus  beiden  Gruppen  von  Kegelschnitten  Fi* 
and  V  denselben  Kegelschnitt  Jr*^  wenn  wir  die  erste  Gruppe  mit 
Kf*^  die  zweite  Gmppe  mit  Kq*  in  der  angegebenen  Weise  in  Bo- 
dehong  bringen  n.  s.  w. 

Die  in  3)  gemachten  Zusätze  lassen  sich  ohne  besondere 
Schwierigkeiten  anch  für  den  Fall  dass  wir  die  zweite  Gruppe  von 
Kegdsehnitten  benutzen  ausdrücken,  was  jedoch  für  den  aligemeinen 
FaU  hier  nicht  geschehen  soll;  nur  mit  Bezug  anf  die  in  den  spä- 
teren Anafllhmngen  folgenden  Specialisirungen  sei  hierauf  anfmerk- 
lam  gemacht. 

5)  Gehen  wir  auf  die  Specialisirungen  dieses  allgemeinen  Satzes 
und  seiner  Zusätze  über,  so  ergibt  sich: 

a)  Ein  System  von  Kegelschnitten  durch  2  feste  Punkte, 
welches  einen  gemeinsamen  Brennpunkt  besitzt,  werde  mit 
einem  Kegelschnitte  geschnitten,  der  denselben  Brennpunkt 
und  die  Verbindungslinie  der  festen  Punkte  zur  zuge- 
hörigen Leitlinie  hat. 
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Legt  man  in  den  Schnittpunkten  an  die  Kegelschnitte  des  Sy- 
stemes  die  Tangenten,  so  nmhollen  diese  einen  von  zwei  Kegel- 
schnitten, die  sich  in  den  festen  Punkten  hertthren,  in  diesen  die 
Yerhindungslinien  mit  dem  gemeinsamen  Brennpunkt  zu  Tangenten 
haben,  und  welche  den  angenommenen  Kegelschnitt  doppelt  be- 
rfthren,  und: 

b)  Hat  man  ein  System  von  Kegelschnitten  durch  2  feste 
Punkte,  welches  einen  Brennpunkt'  gemeinsam  hat,  und  legt 
man  an  diese  und  an  einen  Kegelschnitt  der  die  Verbin- 
dungslinien des  gemeinsamen  Brennpunktes  mit  den  beiden 
festen  Punkten  in  diesen  berührt  die  gemeinsamen  Tan- 
genten, so  liegen  die  Berührungspunkte  (ausser  auf  dem 
angenommenen)  auf  einem  von  zwei  neuen  Kegelschnitten, 
der  ebenfalls  den  gemeinsamen  Brennpunkt  zum  Brenn- 
punkt hat,  und  dessen  zu  diesem  gehörige  Leitlinie  die 
Verbindungslinie  der  beiden  festen  Punkte  ist 

Sind  die  beiden  festen  gemeinsamen  Punkte  unendlich  fem,  so 
erhält  man: 

c)  Bringt  man  ein  System  von  ähnlichen  und  ähnlich  gelege- 
nen Kegelschnitten  mit  einem  gemeinsamen  Brennpunkt 
mit  einem  mit  dem  Brennpunkt  concentrischen  Kreise 
zum  Schnitt,  und  legt  in  den  Schnittpunkten  desselben  mit 
den  Kegelschnitten  an  diese  die  Tangenten,  so  umhftllen 
diese  einen  von  zwei  Kegelschnitten,  welche  den  Kreis 
doppelt  bertLhren,  und  die  Verbindungslinien  des  gemein- 
samen Brennpunktes  mit  den  festen  oo  fernen  Punkten  zu 
Asymptoten  (reell  o.  imag.)  haben. 


oder: 


d)  Legt  man  an  ein  System  von  ähnlichen  und  ähnlich  ge- 
legenen Kegelschnitten  mit  einem  gemeinsamen  Brennpunkte 
und  einen  beliebigen  andern  Kegelschnitt ,  der  die  Ver- 
bindungslinien des  gemeinsamen  Brennpunktes  mit  den  allen 
Kegelschnitten  gemeinsamen  Punkten  zu  Asymptoten  hat, 
die  geroeinsamen  Tangenten,  so  liegen  die  Berührungs- 
punkte derselben  auf  einem  von  zwei  Kreisen,  die  mit 
dem  gemeinsamen  Brennpunkt  concentrisch  sind^). 


1)  Diese  sind  die  beiden  Scheitelkreise  des  angenommenen  Kegelschnittes. 
Im  Falle  Ähnlicher  Ellipsen  wird  der  über  der  grossen  Axo  mit  Hilfe  der  reellen 
Ellifsen,  der  fibcr  der  klc/ntn  Axe  mit  Eilfc  der  imaginären  Grnppe  crhiilten. 
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Als  Orenzfall  lassen  wir  die  beiden  oo  fernen  Punkte  in  einen 
znaammenfaUen,  wodorch  wir  ein  System  von  coaxialen  confocalen 
Parabeln  erhalten,  ein  specieller  Fall  einer  Kegelschnittschaar.  Es 
ergibt  sich  hier: 

e)  Ein  mit  einem  beliebigen  Radius  nm  den  Brennpunkt  als 
Mittelpunkt  beschriebener  Kreis  schneidet  die  Parabeln  in 
Punkten  so,  dass  die  Tangenten  in  diesen  durch  2  feste 
Punkte  gehen,  die  Endpunkte  des  auf  der  gemeinsamen 
Parabelaze  goldenen  Ereisdurchmessers,  und  umgekehrt: 

f )  Legt  man  aus  einem  Punkte  der  gemeinsamen  Axe  eines 
Systemes  von  confocalen  coaxialen  Parabeln  die  Tangen- 
ten, so  liegen  die  Berflhrungspunkte  auf  einem  Kreise  der 
durch  diesen  Punkt  geht,  und  dessen  Mittelpunkt  der  ge- 
meinsame Brennpunkt  der  Parabeln  ist. 

Der  Kreis  ist  derselbe  für  die  Berührungspunkte  der  Tangenten 
ans  dem  zweiten  Endpunkte  des  auf  der  gemeinsamen  Parabelaxe 
gelegenen  Durchmessers '). 

Dieses  Ergebniss  ist  fibrigens  auch  direct  elementar  und  leicht 
nachweisbar,  mit  Hilfe  der  bekannten  Parabeleigenschaften.  Ist 
n&mlich  Fig.  2.  k  die  Leitlinie  einer  beliebigen  Parabel  des  Syste- 
mes, so  liegt  in  der  Mitte  zwischen  dieser  und  dem  Brennpunkt  F 
der  Scheitel  Si  der  Parabel.  Die  Schnittpunkte  der  Parabel  mit  dem 
Kreise  vom  Halbmesser  r  ergeben  sich  auf  einer  Parallelen  zu  k  im 
AbStande  r  von  dieser  und  der  Schnittpunkt  der  Tangenten  in  diesen 
Punkten  mit  der  Axe 'wird  erhalten,  wenn  man  den  Abstand  des 
Scheitels  &  von  der  Sehne  auf  die  entgegengesetzte  Seite  abträgt, 
wodurch,  wie  zu  sehen ,  der  Durchmesserendpunkt  erhalten  wird 
u.  s.  w. 

6)  Von  den  zahlreichen  noch  denkbaren  Specialisirungen,  deren 
der  ^allgemeine  Satz  fähig  ist,  soll  nun  noch  eine,  allerdings  die 
wichtigste,  erörtert  werden.  Wir  nehmen  an,  die  beiden  festen 
Punkte  I  und  ZI  seien  die  unendlich  fernen  imaginären 
Kreispunkte  der  Ebene,  die  Kegelschnitte  des  Systemes  also  ver- 
treten durch  die  zwei  Gruppen  von  Kreisen,  welche  zwei  gegebene 
(reelle  oder  imaginäre)  Gerade  berflhren,  deren  Mittelpunkte  daher 


1)  SpeciaUall  Ton:  Legt  man  aus  einem  Fankte  der  gemeinsamen  Haupt- 
axe  einef  Syitemea  confocaler  BUipeen  Tangenten  an  dieae,  so  ist  der  Ort 
der  Berflhmngspnnkte  ein  Kreis.  Siehe  Fiedler,  Anal.  Geometrie  der  Kegel- 
schnitte»   4te  Anfl.     pag.  982. 
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auf  einer  von  zwei  Geraden  a  and  b  liegen,  die,  da  sie  conjagirt  in 
Bezug  auf  die  unendlich  fernen  Ereispunkte  sind,  senkrecht  zu  ein- 
ander und  weil  sie  auch  durch  die  gegebenen  Geraden  harmonisch 
getrennt  werden,  die  Halbirungslinien  der  Winkel  dieser  sind  (oder 
die  Axen  des  die  Geraden  ersetzenden  Strahlensystems). 

Die  in  der  allgemeinen  Betrachtung  mit  P  und  Q  bezeichneten 
Punkte  sind  in  diesem  Falle  die  unendlich  fernen  Punkte  von  a  und 
6,  und  der  Kegelschnitt  K^  der  allgemeinen  Betrachtung  ist  ein  mit 
dem  Schnittpunkt  der  gegebenen  Geradon  concentrischer  Kreis,  den 
wir  mit  A*  oder  ß^  bezeichnen  wollen.  Der  Kegelschnitt  K**  ist 
dann  ein  Kegelschnitt,  der  die  gegebenen  Geraden  zu  Asymptoten 
hat,  wenn  diese  reell,  eine  Hyperbel,  wenn  imaginär,  eine  Ellipse 
A*  resp.  B^  zu  Scheitelkreisen  hat,  da  a  und  b  die  Axen  des- 
selben sind,  und  in  den  Endpunkten  dieser  die  doppelte  Berührung 
von  K^  und  Ä*»  erfolgt. 

Nach  Yoransschickung  dieses  erhalten  wir  nun: 

„Ellipse  und  Hyperbel  ergeben  sich  auch  als  Ort  der  Berüh- 
„rungspunkte  der  gemeinsamen  Tangenten  an  einen  Scheitelkreis, 
„und  die  Kreise,  welche  die  Asymptoten  berühren,  und  deren  Mittel- 
„punkte  auf  der  Axe  liegen,  über  welcher  der  Scheitelkreis  beschrieben 
„wurde." 

Man  erhält  daher  durch  Benutzung  beider  Scheitelkreise ,  sowie 
beider  Systeme  der  Kreise,  die  die  Aymptoien  berühren,  in  zwei- 
facher Weise  die  Kegelschnitte  in  der  angegebenen  Art,  und: 

„Die  Scheitelkreise  der  Kegelschnitte  sind  die  Einhüllenden  der 
„Tangenten  an  die,  die  Asymptoten  derselben  berührenden  Kreise  in 
„ihren  Schnittpunkten  mit  dem  Kegelschnitte.^' 

Der  letztere  Satz  lässt  auch  folgende  Fassung  zu: 

„Die  Tangenten  an  die,  die  Aymptoten  eines  Kegelschnittes  be- 
„rührenden  Kreise  in  ihren  Schnittpunkten  mit  dem  Kegelschnitte 
„haben  constante  Entfernung  vom  Centrum  des  Kegelschnittes  und 
„ist  diese  Entfernung  gleich  der  Grösse  der  einen  oder  andern  Halb- 
„axe,  je  nach  der  La^e  des  Mittelpunktes  des  Kreises  auf  der  einen 
„oder  andern  Axe." 

Ferner  ergibt  sich  analog  den  in  3)  gegebenen  Zusätzen  und 
der  in  4)  gemachten  Schlussbemerkung: 
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a)  Jeder  die  Asymptoten  bertlhrende  Kreis  schneidet  den  ent- 
sprechenden Scheitelkreis  noch  in  2  Punkten  einer  Secante. 
Sucht  man  den  Pol  derselben  in  Bezug  auf  den  Scheitel- 
kreis (er  ist  auch  der  Pol  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt) 
und  -legt  aus  diesem  die  Tangenten  an  den  Kreis ,  so  be- 
rühren diese  auch  den  Kegelschnitt,  und  liegen  die  Be- 
rungspnnkte  auf  jener  Secante. 

Und: 

b)  Ellipse  und  Hyperbel  ergeben  sich  auch  als  Einhüllende 
der  noch  möglichen  gemeinsamen  Tangenten  der  die 
Asymptoten  berührenden  Kreispaare,  welche  sich  in  den- 
selben zwei  Punkten  des  Scheitelkreises  schneiden,  deren 
Berührungspunkte  mit  den  Asymptoten  auf  diesen  eine  In- 
volution bilden,  für  welche  die  Doppelpunkte  auf  dem  dem 
Kreissysteme  entsprechenden  Scheitelkreise  liegen. 

Die  Mittelpunkte  der  Kreise ,  welche  in  jenen  Punkten ,  wo  der 
Scheitelkreis  die  Asymptoten  schneidet,  berühren,  geben  (wie  be- 
kannt) die  Brennpunkte  des  Kegelschnittes;  denn  hier  fallen  beide 
Kreise  des  Paares  zusammen,  ihre  mit  dem  Scheitelkreis  gemeinsame 
Secante  ist  die  Gerade ,  welche  die  auf  den  beiden  Asymptoten  ge- 
legenen Doppelpunkte  verbindet;  aus  dem  Pole  dieser  Goraden,  d.  i. 
dem  Mittelpunkte  der  beiden  zusammen  fallenden  Kreise  hat  man 
an  diese  die  Tangenten  zu  legen,  die  nach  den  unendlich  fernen 
imaginSren  Kreispunkten  der  Ebene  gehen,  und  weil  diese  auch  den 
Kegelschnitt  berühren,  so  ist  dieser  Punkt  Brennpunkt  für  den 
Kegelschnitt. 

Wir  begnügen  uns  mit  der  Anführung  dieser  Sätze  und  be- 
merken, dass  auch  die  andern  Fassungen  des  allgemeinen  Satzes 
sich  leicht  weiter  ausführen  lassen.  Aus  dem  über  die  Ellipse  und 
Hyperbel  Gesagten  ergeben  sich  nun  leicht  Constructionen ,  die  wir 
aber  erst  später  zusammenhangend  behandeln  wollen,  nachdem  wir 
die  S&tzo  noch  auf  einem  andern  directen  Wege  uns  zurecht  gelegt 
haben,  weil  daraus  sich  noch  einiges  Bemerkenswerte  und  für  die 
Constructionen  Brauchbare  ergibt 

7)  Dass  die  Berührungspunkte  der  gemeinsamen  Tangenten 
eines  festen  Kreises  und  der  Kreise,  die  zwei  feste  durch  das  Cen- 
tmm  des  gegebenen  Kreises  gehende  Gerade  berühren  (im  System 
betrachtet)  einen  Kegelschnitt  geben,  der  den  festen  Kreis  als  Schei- 
telkreis, die  Geraden  zu  Asymptoten  hat,  können  wir  einfach  und 
direct  nachweisen,  indem  wir  von  gewissen  Beziehungen  zwischen 
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zwei  Kreisen  aasgeben ,  die  wir  im  Nacbstehenden  anftthren,   und 
soweit  sie  nicht  allgemein  bekannt  sind,  auch  beweisen  wollen. 

a)  Sind  Fig.  3.  JTj  and  K^  zwei  Kreise,  and  legen  wir  aas 
dem  Mittelpunkt  Oj  von  K^  an  K^  and  aus  O^  an  K^  die 
Tangenten,  so  schneiden  diese  Tangenten  aas  dem  Kreise, 
dnrch  deren  Mittelpunkt  sie  gehen,  gleich  grosse  Sehnen 
aas,  d.  h.  es  ist 

2«!  =  2«s 

Aus  Fig.  3.  ist  nämlich 

*i  :  r,  —  r^  .  «  ) 
*,  :  rg  —  r^  :  «  ) 

also 

2«!  —  2#, 

ß)  Die  Grösse  dieser  Sehnen  ist  auch  gleich  der  Länge  der 
Tangente  an  den  betreffenden  Kreis  senkrecht  zur  gemein- 
samen Centralen  zwischen  jenen  Geraden,  die  von  dem 
Mittelpunkte  des  einen  Kreises  nach  den  Endpunkten  des 
zur  Centralen  senkrechten  Durchmessers  dos  zweiten  Kreises 
gehen.    Es  ist  nämlich  Fig.  4 

} «»  -  »1    -  -h «1  -  ^i 

Diese  in  ß)  gemachte  Bemerkung  ist  insofern  von  Belang,  als 
in  jenen  Fällen ,  wo  von  dem  Centrum  des  einen  Kreises  (wie  in 
Fig.  4 )  an  den  zweiten  Kreis  keine  reellen  Tangenten  gelegt  werden 
können,  hiedarch  ein  Ersatz  für  die  durch  die  Tangenten  sonst  aus 
dem  Kreise  geschnittene  Sehne  gegeben  ist. 

y)  Legt  man  Fig.  3.  an  die  beiden  Kreise  K^  und  Ef  die 
möglichen  gemeinsamen  Tangenten,  so  sind  die  Berührungs- 
sebnen,  die  senkrecht  zu  der  gemeinsamen  Centrale  stehen, 
von  der  gemeinsamen  Cordalen  paarweise  gleich  weit  ab- 
stehend, d.  h.  sie  bilden  Zonen  von  gleicher  Breite').  Fflr 
unsere  Zwecke  ist  wichtig  zu  zeigen,  dass  diese  Zo- 
nenbreite gleich  2#i  =  2tj  SS  ...  ist 


1)  Steiner,    Ueber   einige  neue  BcBtimmangsarten  etc.    —    Steioer'sche 
Werke  Bd.  IL  p.  450;  Ttrgl.  anch  Fiedler,  Cyclographie  p.  90. 
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Ans  Fig.  3.  ergibt  sich  leicht: 


f» 

e  ' 

n  ■■ 

V 

l8tO,J-p, 

80 

folgt: 

oder 

P 

:e—p 

=  r.: 

^% 

and  damit: 

v- 

'2 

II "~"  in  ssr  — —  .^  9^  s:  s^  ••  Tj  ■•   •  •  • 

n— m  ist  n&mlich  die  halbe  Zonenbreite,  denn  die  Polare 
des  Mittelpunktes  O^  von  JT,  in  Bezug  auf  K^  fiült  aus 
leicht  zu  ersehenden  Orflnden  in  die  Mitte  zwischen  den 
Polaren  der  beiden  Aehnlichkeitspunkte  der  Kreise. 

Dass  diese  Belation  auch  richtig  ist,  wenn  die  beiden  reell 
vorausgesetzten  Kreise  nicht  4  reelle  gemeinsame  Tangenten  zu* 
lassen,  ist  leicht  zu  ersehen.  Fflr  den  Fall,  dass  beide  Kreise  ima- 
ginär sind,  wird  im  wesentlichen  nichts  verändert,  und  der  Fall,  wo 
einer  der  Kreise  imaginär,  der  zweite  reell  ist,  hat  für  unsere  Be- 
trachtungen, die  wir  hier  verfolgen ,  ;keinen  Belang  und  kann  über- 
gangen werden. 

S)  Im  Falle,  dass  von  dem  Mittelpunkte  des  einen  Kreises  an 
den  zweiten  reelle  Tangenten  gelegt  werden  können,  ist 
noch  zu  bemerken,  dass  die  Zonenbreite  auf  einer  solchen 
Tangente  gemessen  werden  kann,  und  dass  sie  da  gleich 
ist  dem  Stück  der  Tangente  an  JT,  senkrecht  zur  Cen- 
tralen, welches  durch  die  aus  O^  an  K^  gehenden  Tan- 
genten begrenzt  wird;  es  ist  nämlich  in  Fig.  3.: 

< :  «s  "-  r| :  t0 

wo  vi>  den  Abstand  des  Punktes  O,  von  9^  bedeutet.  Es 
ist  aber  auch 

woraus  h^t  folgt;  es  ist  daher  b  gleich  der  halben,  längs 
einer  aus  dem  Mittelpunkte  von  O,  an  JTj  gezogenen  Tan- 
gente gemessenen  Zonenbreite  der  Berührungspunkte  der 
gemeinsamen  Tangenten  der  beiden  Kreise. 

8)  Betrachten  wir  jetzt  zwei  feste  und  zwar  zunächst  reelle 
Gerade  tj  und  <,  Fig.  5.,  die  durch  den  Mittelpunkt  8  eines  Kreises 
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A*  gehen,  und  alle  die  Kreise,  die  diese  Geraden  berühren  and  ihre 
Mittelpunkte  auf  der  Geraden  a  haben.  In  diesem  Falle  ist  s  oder 
DG  ==-  \DD  für  alle  Kreise  des  Systemes  constant,  und  die  Berühr 
rungspunkte  der  gemeinsamen  Tangenten  an  A*  und  jeden  Kreis 
des  Systemes  bilden  auf  jedem  der  letzteren  Zonen  von  constanter 
Breite  »  2«. 

Betrachten  wir  t^t^  als  die  Projectionen  der  Umrisserzeugenden 
eines  schiefen  Kreiskogels,  S  als  die  Projection  der  Spitze,  so  sind  die 
Kreise  des  Systemes  aufzufassen  als  die  Projectionen  von  zur  Basis 
parallelen  Schnitten.  Eine  Ebene  parallel  der  die  Contourerzeugenden 
verbindenden  Ebene  schneidet  den  Kegel  nach  einem  Kegelschnitte, 
dessen  Projection  die  Contourgeraden  zu  Asymptoten  hat. 

Man  findet  nun  Punkte  der  Projection  des  Schnittes,  indem 
man  die  zur  Basis  parallelen  Ebenen  mit  der  schneidenden  Ebene 
zum  Schnitt  bringt,  und  die  Projectionen  bestimmt.  Diese  Schnitt- 
linien projiciren  sich  als  Parallelen  zu  den  Berührungssehnen  der 
Kreise  mit  t^  und  tf  und  zwar  in  gleichen  Abst&nden  und  nach  der- 
selben Seite  von  diesen  genommen. 

Trägt  man  also  von  den  Berührungspunkten  auf  ig  nach  einer 
Seite  ein  constantcs  Stück  b  (oder  parallel  zu  a  das  Stück  DG  —  s) 
auf,  legt  die  Senkrechten  zu  a,  so  erhält  man  in  den  Schnittpunkten 
dieser  mit  den  entsprechenden  Kreisen  die  Punkte  der  Hyperbel, 
für  welche  b  «  AB  die  absolute  Grösse  der  Nebenaxe  ist. 

Dass  b  die  Grösse  der  Nebenaxe  ist,  ist  zu  ersehen,  indem  man 
sich  auch  jenen  Kreis  Ka  Fig.  5.  parallel  der  Basisebene  gezeichnet 
denkt,  der  von  der  ihm  zukommenden  Schnittlinie  mit  der  schnei- 
denden Ebene  berührt  wird,  wo  dann  BN  »  BA^  und  A  der  Scheitel 
wird.  Trägt  man  dieselbe  Grösse  b  (oder  s  resp.)  nach  entgegen- 
gesetzter Richtung  auf,  so  erhält  man  wieder  eine  Hyperbel,  die  mit 
der  frühern  dieselbe  Nebenaxe  (mit  Hilfe  des  Kreises  Ka  leicht  zu 
sehen)  und  Asymptoten  hat,  also  mit  ihr  identisch  ist  Es  ist  daher 
gezeigt,  dass  tatsächlich  der  Ort  der  Berührungspunkte  der  gemein- 
samen Tangenten  an  A^  und  die  Kreise,  welche  die  Geraden  t^  und 
<s  berühren  und  ihre  Mittelpunkte  auf  a  haben,  eine  Hyperbel  von 
den  früher  angegebenen  Eigenschaften  ist  ^). 

Auch  aus  der  bekannten  Eigenschaft  der  Hyperbel,  dass,  siehe 
Fig.  6. 


l)  Ganz  analog  Iftast   sich  für  den  Fall  der  Ellipsen,  wo  die   Geraden 
imaginär  sind,  der  Beweis  fähren. 
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18t,  ist  sofort  mit  Berücksichtigung  des  in  7),  8)  Gesagten  der  Nach- 
weis, dass  der  Ort  der  Berührungspunkte  diese  Hyperbel  sein  muss, 
zu  erbringen. 

9}  Ans  dem  aus  dem  allgemeinen  Satze  Gefolgerten  und  aus 
dem  in  7)  und  8)  Erörterten  ergeben  sich  nun  einige  Gonstructionen 
fOr  die  Hyperbel,  die  wir,  wenn  sie  auch  in  Betreff  der  Einfachheit 
nicht  gerade  hervorragend  sind,  doch  zur  Erläuterung  der  gewon- 
nenen Sätze  und  Eigenschaften,  als  Beitrüge  zur  Theorie  der  Hy- 
perbel hier  anführen  wollen. 

a)  Eine  punktweise  Construction  der  Hyperbel  (und  der  El- 
lipse) ergibt  sich,  siehe  Fig.  5.  aus  der  in  6)  angegebenen 
Definition  (die  in  8)  neuerdings  bewiesen  wurde),  die  keiner 
weitem  Erläuterung  mehr  bedarf. 

b)  Man  bringt,  wie  aus  dem  in  8)  gegebenen  Beweise  hervor- 
geht, di#  Kreise,  welche  eine  Gerade  berühren  (Fig.  7.) 
und  ihre  Mittelpunkte  auf  einer  zweiten  Geraden  haben, 
mit  den  zur  letzteren  Senkrechten  zum  Schnitte,  welche 
Senkrechten  von  den  Berührungspunkten  der  Kreise  und 
der  ersten  Geraden  constanten  Abstand  haben  und  zwar 
nach  beiden  Seiten. 

c)  Ist  Fig.  8  von  einer  Hyperbel  die  Hauptaze  und  ein  Punkt 
gegeben,  so  lassen  sich  die  Asymptoten  der  Hyperbel 
dadurch  finden,  dass  man  aus  dem  gegebenen  Punkte  Pan 
den  über  der  Hauptaxe  als  Durchmesser  beschriebenen 
Kreis  A*  eine  Tangente  t  legt,  zu  dieser  PM  senkrecht 
errichtet  und  mit  M  auf  der  Axe  a  als  Mittelpunkt  den 
Kreis  durch  P  legt.  Die  Tangenten  ans  dem  Mittelpunkt 
der  Hyperbel  an  diesen  Kreis  sind  die  gesuchten  Asymp- 
toten. 

Aus  P  geht  noch  eine  zweite  Tangente  an  A*^  und  diese 
ebenso  verwendet,  liefert  einen  zweiten  Kreis,  und  die  ge- 
meinsamen Tangenten  an  diesen  und  den  Frühern  geben 
ebenfells  die  Asymptoten. 

d)  Ist  (Fig.  12.)  die  Grösse  und  Lage  der  Nebenaxe  gegeben 
und  ein  Punkt  P  einer  Hyperbel,  so  kann  man  auf  Grund 
der  erörterten  Eigenschaften  die  Asymptoten  finden,  indem 
man  OT  senkrecht  auf  OP  macht,  wo  P7*  die  Potenz 
von   P  bezüglich   des  imaginären    Schcitelkrcises    B^  ist. 
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Zieht  maa  durch  P  die  p^  ||  a  und  sucht  Pj  deu  Pol  Yon 
jPi  bezQglich  B^  (er  ist  auch  der  Pol  von  F^  bezüglich  der 
Hyperbel) ,  so  ist  P^P  die  Tangente  t  an  die  Hyperbel  im 
Punkte  P.    Trägt  man  auf  t  die  Strecken 

PTi  =:PT^  =  PT 

ab,  und  zeichnet  einen  der  Kreise,  die  ihren  Mittelpunkt 
auf  b  haben,  und  t  in  2\  oder  T^  berühren,  so  geben  die 
Asymptoten  berührend  an  diesen  aus  O,  (oder  man  zeichnet 
beide  Kreise  und  die  gemeinsamen  Tangenten  an  diese). 

f )  Für  die  in  c)  und  d)  gegebene  Aufgabe:  Gegeben  eine  Aze 
und  ein  Punkt  einer  Hyperbel,  die  Asymptoten  zu  con- 
struiren  —  kann  man  die  Construction  einfacher  durchführen 
auf  Grund  folgender  Betrachtungen. 

In  Fig.  12».  ist: 

A  O^BD  ähnlich  O^O^F 


woraus: 


oder,  wenn  man 

macht: 

d.  h.,  dass 


r^  :  «  —  Ä/>  :  O^F 

BC=  O^F'^  AB 

Ojßi  0^0^  =  BDiBC 

BCIEO^    wird. 


Da  aber,  wenn  O^E  und  Ä*  unverändert  bleiben,  die 
Punkte  By  wie  wir  gezeigt  haben,  auf  einer  Hyperbel  lie- 
gen, so  finden  wir  für  die  Hyperbel: 

Das  Stück  auf  einer  Parallelen  zu  einer  Asymptote 
zwischen  der  reellen  Aze  und  dem  Punkt  der  Hyperbel 
ist  gleich  der  Länge  der  Tangente  aus  dem  Punkte  an  den 
Scheitelkreis  über  der  reellen  Aze. 

Man  erhält  daher  die  Asymptoteurichtungen  ^) ,  indem 
man  Fig.  12^.  aus  P  eine  Tangente  PV  an  den  Scheitel* 
kreis  legt,  PT  =  P7,  »  PV  macht,  wo  dann  zufolge  des 
Vorbemerkten  PT  und  PT^  die  Asymptotenrichtungen 
sind;  aus  O  die  Parallelen  hiezu  gezogen,  gibt  die  Asymp- 
toten selbst. 


Siehe  NooTelles  Annales  1875,  p.  SSO.  wo  diese  Constniction  Ton  L.-A. 
LeTat  angegeben  wird.  Uebrigcns  gilt  die  Constrnction  Ternllgcnieinert  anch  für 
den  zweiten,  imaginftren  Scheitclkreis,  indem  man  allgemeiner  statt  der  Lftnge 
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g)  Soll  der  Schnitt  einer  zu  a  senkrechten  Geraden  g  mit  der 
durch  A^  and  die  Asymptoten  gegebenen  Hyperbel  be- 
stimmt werden,  so  trägt  man  Fig.  9.  vom  Schnitte  der  g 


der  Tangente  des  Hjperbelpnnktes  an  einen  Scbeitelkreis  die  Qoadratwnnel 
aoa  der  absoluten  Potcns  des  Punktes  in  Beeng  auf  den  Kreis  einführt  Durch 
eine  einfache  Rechnung,  die  hier  weggelassen  werden  kann,  findet  man  n&m- 
lieh  (siehe  Fig.  12^.),  wenn  PTS  und  PT^Si  zu  den  beiden  Asymptoten  der 
Hjperhel  durch  den  Hjperbelpunkt  parallel  gezogen  werden, 

PTz=PT^  =  PV 
wenn  V  der  Berlkhrungspnnkt  einer  der  beiden  ans  P  an  den  Scbeitelkreis 
gehenden  Tangenten  ist  (ist  bereits  oben  in  f)  bewiesen  worden),  und  wenn 
OZ  senkrecht  auf  OP^  und  Z  auf  dem  Scheitelkreis  B*  liegt,  OZ  also  gleich 
der  absoluten  GrOsse  der  Nebenaxe  ist,  so  ist  LP*  die  Potenz  von  P  in  Be- 
zog anf  den  imnginftren  Scbeitelkreis  Aber  der  Nebenaze,  und  es  ist 

PZ=PS  =  PS, 
Man  findet  daher  ans    der  Nebcnaxe,    und  einem  Punkte  P  der  Hyperbel  die 
Asymptote,  indem  man  Fig.  12«.  OZ  senkrecht  auf  PO  legt  und 

PS  =  PS,  =  PZ 
macht,  wodurch  man  in  PS  und  PS,  die  Asymptotepriehtungen  erhält. 

Man  hat  hiednrch; 

Aof  jeder  au  einer  Asymptote  durch  einen  Hyperbelpunkt  gezogenen  Pa- 
rallelen wird  durch  diesen  und  die  eine  Axe  eine  Strecke  abgeschnitten  gleich 
der  Qaadratwnrzcl  ans  der  Potenz  des  Punktes  in  Bezug  anf  den  über  diese 
Axe  beschriebenen  Scbeitelkreis.     Daher: 

Auf  jeder  durch  einen  Hyperbvlpunkt  zu  einer  Asymptote  gezogenen  Pa- 
rallelen schneiden  die  beiden  Axen  eine  Strecke  ab  gleich  der  Differenz  (oder 
Samnse)  der  Wurzeln  ans  den  Potenzen  des  Punktes  bezüglich  der  beiden 
Scheitelkreise,  und  dieselbe  Strecke  wird  durch  die  Parallelen  aus  dem  Punkte 
der  Hyperbel  zu  den  beiden  Axen  anf  jeder  Asymptote  bestimmt  n.  s.  w. 

Man  kann  die  in  den  Figuren  12«.  und  12d.  zur  Bestimmung  der  Asymp- 
totenrichfnngen  verwendeten  Punkte  TT,  nnd  S  und  S,  noch  anders  finden, 
indem  sich  durch  eine  leichte  Rechnung  ergibt,  dass  Q  nnd  R  Fig.  121»  die 
Foaspnnkte  der  ans  P  zu  den  Axen  gciUIlten  Senkrechten  sind,  und  wenn  man 
aus  Q  die  eine  Tangente  Q(7  an  den  Scbeitelkreis  A^  legt, 

QO=Qr=  QT, 
ist.     Bestimmt  man  von  R  in  Bezog  anf  den  imaginären  Scheitelkreis  B*  die 

die  Potenz  Ä?F*,  so  ist 

RW=zRS=,RS^ 

wie  sieh  leicht  ergibt.  Mit  Hilfe  dieser  Bemerkung  sind  in  den  Figuren  12«. 
nnd  12^.  ebenfalls  die  Punkte  SS^  nnd  TT,,  welche  mit  P  verbunden  die 
Asymptotenricbtnngen  geben ,  bestimmt  worden,  nnd  bedarf  dieses  keiner  wei- 
teren Erörterung. 
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und  i  anf  letzterer  b  nach  einer  oder  der  andern  Seite 
auf  (oder  «  anf  a  von  g  weg  und  zieht  die  Parallelen  zu 
g  his  diese  t  schneiden).  Dann  ist  nur  nötig,  einen  der 
beiden  Kreise  zu  construiren,  welcher  t  in  einem  der  so 
erhaltenen  Punkte  berührt  und  seinen  Mittelpunkt  auf  a 
hat,  welcher  dapn  g  in  den  gesuchten  Punkten  /und  J7 
schneidet 

h)  Man  kann  stets  vier  Punkte,  einer  wie  oben  gegebenen 
Hyperbel  zugleich  finden,  wenn  man  2  parallele  Gerade  g 
und  g'  Fig.  9.  senkrecht  zu  a  zieht,  deren  senkrechter 
Abstand  —  2«,  oder  deren  Abstand  auf  einer  Asymptote 
gemessen  «-  26  ist.  Der  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  auf  a 
Hegt,  und  der  die  Asymptote  im  Mittelpunkt  der  durch  g 
und  g'  begrenzten  Strecke  berührt,  gibt  zufolge  des  Frü- 
heren die  gesuchten  Punkte  der  Hyperbel  auf  g  und  g'. 
(Hiervon  können  auch  2,  oder  alle  4  imaginär  worden). 

i)  Entsprechend  den  in  6)  gegebenen  Zusätzen  kann  man  den 
Schnitt  einer  zu  a  senkrechten  Geraden  g  mit  der  Hyperbel 
auch  finden  unter  gleichzeitiger  Bestimmung  der  Tangenten 
in  diesen  Punkten.  In  Fig.  10.  sucht  man  zu  g  den  Pol 
O  bezüglich  Ä^^  legt  JT  tangirend  an  A^  und  macht 

JTi  —  JT 

Legt  man  an  den  mit  MT^  beschriebenen  Kreis  ans  G 
die  Tangenten  e^  und  ^,  so  hat  man  in  den  Schnittpunkten 
/  und  U  dieser  mit  'g  die  Punkte  der  Hyperbel  gefunden, 
und  tj^  und  ^  sind  die  Tangenten  in  ihnen. 

Oder,  wie  in  Fig.  11.,  man  macht 

JTi  «  JTf  «  JT 

beschreibt  die  zwei  Kreise  mit  M^  T^  und  M^  T^  als  Halb- 
messer, und  legt  die  noch  möglichen  gemeinsamen  Tan- 
genten an  diese  Kreise,  und  die  Aufgabe  ist  gelöst,  wobei 
hier  die  Construction  des  Poles   Q  der  Geraden  g  entfällt 

k)  Ist  eine  Gerade  y  parallel  zur  Hauptaxe  gegeben,  und 
ihr  Schnitt  mit  der  durch  B^  und  die  Asymptoten  gegebe- 
nen Hyperbel  zu  finden,  so  kann  unter  gleichzeitiger  Er- 
mittlung der  Tangenten  in  den  Schnittpunkten  diese  Auf- 
gabe gelöst  werden,  indem  wie  in  Fig.  10.  OF  senkrecht 
auf  OK  gemacht  wird,  und 

K\\  =  AT,  —  KV 
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aufgetragen  wird;  au  die  2  Kreise,  welche  die  Asymptote 
in  Vi  resp.  V^  berühren,  und  ihre  Centren  auf  b  haben, 
sind  die  gemeinsamen  Tangenten  zu  legen,  die  auch  die 
Hyperbel  berühren;  und]  deren  Berührungspunkte  auf  y 
liegen.  (Oder,  man  zeichnet  nur  einen  der  Kreise,  und  an 
diesen  aus  dem  Pole  von  y  bezüglich  B^  die  Tangenten). 

10)  Der  Uebergang  von  zwei  reellen  Geraden  auf  zwei  ima^ 
ginftre  wird  gegeben  durch  eine  Gerade  und  einen  auf  ihr  befind- 
lichen Punkt,  als  Berührungspunkt  für  die  Kreise  des  Systemes. 
Hiednreh  erhält  man  ein  System  von  Kreisen,  die  sich  in  einem 
Punkte  berühren,  und  findet  hiefür,  dass  die  Berührungspunkte  der 
gemeinsamen  Tangenten  an  einen  beliebigen  mit  dem  gemeinsamen 
Bertlhrungspnnkte  concentrischen  Kreis  und  die  Kreise  des  Systemes 
auf  2  zur  Centralen  senkrechten  den  angenommenen  Kreis  berühren- 
den Geraden  liegen,  und  umgekehrt,  schneidet  man  ein  System  von 
Kreisen,  die  sich  in  einem  Punkte  berühren,  durch  2  zur  Tangente 
im  gemeinsamen  Berührungspunkte  in  gleichen  Abständen  von  dieser 
parallelen  Geraden,  so  umhüllen  die  Tangenten  an  die  Kreise  in  den 
Schnittpunkten  mit  den  Geraden  jenen  Kreis,  welcher  über  der 
von  den  parallelen  Geraden  auf  der  gemeinsamen  Centralen  abge- 
schnittenen Strecke  als  Durchmesser  beschrieben  wird.  (Dieses  £r- 
gebniss  gilt  offenbar  auch  für  eine  solche  Gerade  allein). 

In  Fig.  13.  ist  dargetan,  wie  sich  dieses  Resultat  auch  direct 
höchst  einfach  zeigen  lässt.    Es  ist  nämlich 

^O^ÄC^  O^BF 
und  wegen 

O^B  =  O^A 
folgt  auch 

A  BDC  ^  AEF 
80  das8  also 

BD^  AE^r 

ist,  und  da  sich  dasselbe  für  jeden  Kreis  des  Systemes  ergibt,  ^ist 
erBichÜich,  dass  der  Abstand  BD  des  Berührungspunktes  B  von  der 
gemeinsamen  Tangente  in  A  constant  und  gleich  r  ist.  Ist  die  Ge- 
rade gegeben,  so  ergibt  sich  ebenso  ans 

A2>—  AE 

dass  jedesmal  AE  constant  ist,  also  die  Tangenten  an  die  Kreise  in 
den  Punkten  der  Geraden  den  Kreis  vom  Halbmesser  BD  oder  AE 
umhüllen. 


Ar«k.  d,  Mftth.  v.  Phya.    2.  S«ibe.  T.  VIU. 
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11)  Sind  die  beiden  Geraden  imaginär,  so  erhalten  wir  als  Ort 
der  BerQhrangspunkte  der  gemeinsamen  Tangenten  an  die  Kreise 
des  einen  Systemes  (welche  ihre  Mittelpunkte  aaf  der  einen  der  bei- 
den Axen  des  elliptischen  Strahlensysteraes  haben,  dessen  imaginäre 
Doppelstrahlen  die  gegebenen  Geraden  sind)  und  an  einen  mit  dem 
Schnittpunkt  der  Geraden  concentrischen  Kreis  B^  eine  Ellipse,  wie 
sich  ans  dem  allgemeinen  Satze  ergibt,  wie  wir  aber  auch  analog,  wie 
in  8)  mit  Hilfe  des  Kegels  dartun  könnten,  was  aber  hier  nicht 
weiter  ausgeführt  werden  soll. 

Auch  die  Ellipse  kann  als  Ort  der  Berührungspunkte  der  ge- 
meinsamen Tangenten  an  den  zweiten  Scheitelkreis  (über  der  grossen 
Axe)  und  die  Kreise  des  zweiten  Systemes,  welch  letztere  imagi- 
när^) sind,  definirt  werden,  und  umgekehrt  ergibt  sich  jeder  der 
Scheitelkreise  als  Einhüllende  der  Tangenten,  B^  als  jener  an  die 
Kreise  des  reellen  Systemes  in  den  Schnittpunkten  der  Ellipse,  A^ 
als  Einhüllende  der  (imaginären)  Tangenten  in  den  (ebenfalls  ima- 
ginären) Schnittpunkten  des  Systemes  der  imaginären  Kreise  mit  der 
Ellipse  an  diese  Kreise. 

Die  constructiTO  Verwertung  der  genannten  Eigenschaften  und 
der  weiter  ans  dem  Allgemeinen  für  diesen  Fall  noch  herauszulesen- 
den ist  für  die  Ellipse  von  noch  geringerer  Bedeutung  als  für  die 
Hyperbel,  und  kann  aus  dem  Vorausgehenden  leicht  selbst  gefolgert 
werden,  daher  sie  hier  übergangen  werden  soll.  Jedoch  soll  hier  noch 
einiges  bemerkt  worden,  was  zur  raschen  und  einfachen  Verzeich- 
nung der  die  Asymptoten  der  Ellipse  berührenden  Kreise  führt 

Alle  Kreise  0^0^  ...  Fig.  14.  mit  r^r^  ...  als  Halbmesser  haben 
S  als  gemeinsamen  Aehnlichkeitspunkt  und  berühren,  wenn  der 
Winkel  9>,  den  die  Gerade  l  mit  h  einschliesst,  grösser  als  45^  ist, 
dieselben  2  durch  S  gehenden  imaginären  Geraden.  Die  Senkrechte 
a  in  iS  zu  6  tri£ft  die  Kreise  in  Punkten  derart,  dass  der  Winkel  ^, 
unter  welchem  die  nach  diesen  Punkten  gehenden  Radien  zu  6  ge- 
neigt sind ,  constant  ist  Die  Grösse  der  auf  a  gelegenen  halben 
Sehnen  ist,  nebenbei  bemerkt,  gleich  der  Kathete  eines  rechtwink- 
ligen Dreiecks,  dessen  Hypotenuse  der  jeweiligen  Quadrantensehne 


I)  Da88  die  Kreise  des  zweiten  Systemes  imaginär  sein  müssen,  ergibt 
sieb,  indem  wir  aus  einem  Punkte  eines  Strahles  x  eine  Senkrechte  «  xnr  Axe 
6  and  eine  senkrechte  Gerade  q  zur  Axe  a  legen ;  x  und  der  conjugirte  Strahl 
X,  hilden  mit  s  ein  Dreieck  und  ebenso  mit  a,  Ist  das  eine  stumpfwinklig, 
so  muss  das  andere  spitzwinklig  sein,  und  w&hrend  für  das  erstere  ein  Polar- 
kreis mit  reellem  Radius  sich  ergibt,  folgt  dann  für  das  zweite  ein  solcher  mit 
imaginärem  Radius. 
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nd  dessen  andere  Kathete  dem  jeweiligen  l  gleich  ist.  Durch 
Pi^t  ...  gehen  die  Polaren  Ton  8  bezfl^ich  der  Kreise,  und  von  diesen 
kitte  man  zn  beiden  Seiten  das  constante  Stack  «  (siehe  7  ^,  y)) 
ahntragen  und  die  zn  l  daselbst  senkrechten  Geraden  mit  den  ent- 
^rechenden  Kreisen  znm  Schnitt  zn  bringen,  wodurch  punktweise 
lue  in  Eede  stehende  Ellipse  erhalten  warde. 

Das  constante  Stück  «  ist  bei  angenommenem  l  o£fenbar  nur 
aehr  von  der  Annahme  des  Kreises  B^  abhängig,  gleich  dem  Stttck 
^  zu  h  senkrechten  Tangente  an  B^,  welches  zwischen  h  und  l 
ße«t(7)  ft  r)). 

Zar  ToUstftndigen  Bestimmung  der  imaginären  Asymptoten  suchen 
wir  den  conjngirten  Strahl  l^  zu  l  in  der  Involution,  indem  wir  z.  B. 
F1^.  15.  zn  l  bezüglich  eines  Kreises  den  Pol  suchen  und  mit  S 
verbinden. 

Wir  suchen  den  Pol  für  den  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  B  ist, 
Bi^  haben  aus  B  die  Normale  zu  /  zu  legen,  diese  mit  der  zu  b 
psrsllelen  Tangente  an  diesen  Kreis  zu  schneiden  und  erhalten  den 
Y(A  von  l. 

In  Fig.  15.  ist 


Bad 
daher 


ßCiCD  ^  BS;  BC 

^     b  :  $ 

EFiCD^b  :  9 


d.  h.  2  und  die  conjugirte  Gerade  Zj  schneiden  aus  der  zu  b  paral- 
lelen Tangente  an  B*  das  constante  Stück  s  ab,  ein  anderes  Mittel 
vm  l^  za  finden '). 

Das«  JE  ein  Punkt  der  Ellipse  ist,  ist  sofort  zu  sehen,  wenn 
man  einen  jener  2  Kreise  des  Sjstemes  zeichnet,  die  denselben  Ra- 
dius wie  B*  haben.  Man  findet  daher  l  im  Falle  dass  die  Ellipse 
goeichnet  vorliegt,  indem  man  die  zur  Axe  b  parallelen  Tangenten 
so  B*  mit  der  Ellipse  schneidet,  und  einen  der  Schnittpunkte  mit 
dem  Mittelpunkte  verbindet. 


1)  Ist  die  loTolution  durch  die  Axen  und  ein  beliebiges  Paar  xx^  ge- 
geben, so  ist  es  leicht,  die  Gerade  l  xa  fiaden  (oder  X  die  symmetrische,  in 
Besvg  auf  die  Axen),  indem  man  fttr  xx^  und  einer  su  6  senkrechten  Go- 
nden  s  den  Polarkreis  ansmittelt,  nnd  die  Endpunkte  des  %n  b  senkrechten 
Darcbmcssers  desselben  mit  dem  Funkte  S  verbindet. 

2* 
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Es  folgt  damit  auch 
und 

Da  aber 

a 
ist,  wobei  a  die  balbe  grosse  Axe,  e  die  halbe  £xcentricität  der  El- 
lipse bedeutet,  so  ist 

e 
und  hieraus  auch 

a  b 

wodurch  wieder  ein  einfaches  Mittel  gegeben  ist,  die  Gerade  l  zu 
zeichnen,  wenn  die  Ellipse  durch  die  Halbaxen  gegeben  ist;  man 
trägt  Fig.  16.  auf  der  Scheiteltangente  in  A  die  halbe  Excentricität 
«»  OF^AH  auf,  oder  man  macht  OF*  —  OF  und  zieht  l  parallel 
mit  AF'. 

Gehen  wir  auf  die  imagin&ren  Kreise  über,  welche  die  Asymp- 
toten der  Ellipse  bertthren,  so  sind,  wenn  s  die  Polare  von  S  be- 
züglich eines  Kreises  des  reellen  Systemes,  und  c  die  Polare  bezüg- 
lich eines  der  imaginären  Kreise  ist,  und  «  und  c  sich  in  demselben 
Punkte  von  l  treffen,  Fig.  17.  H  und  H^  die  Höhenschnittpunkte 
der  Dreiecke  911^  und  cll^\  für  das  letztere  ist  der  Halbmesser  q  des 
Polarkreises  imaginär  und  die  absolute  Grösse  desselben  MHi, 
Wegen 

sind  die  rechtwinkligen  Dreiecke  BTVH  und  ZMS  ähnlich,  und  in 
Folge  dessen  SM  \  BN  oder  SM  senkrecht  auf  HN^  d.  h.  Wkl.  « 
ist  »90^  —  t|s  Also  constant  Die  Bedeutung  von  t  ist  die,  dass  uns 
die  Gerade  sofort  die  absolute  Grösse  der  Halbmesser  der  imaginären 
Kreise  liefert  auf  den  zu  a  Senkrechten  zwischen  a  und  t. 


Es  ist  demnach 


tga  =  ctg9-.^ 


d.  h.  i  geht  (Fig.  16.)  durch  O  parallel  mit  BF^  oder  man  erhält 
auch  t  (oder  die  zn  den  Axen  symmetrisch  gelegene  Gerade  /,  wel- 
cher dieselbe  Bedeutung  zukommt),  indem  man  in  F  die  Senkrechte 
zu  a  mit  A^  zum  Schnitt  bringt  und  den  Schnitt  mit  O  verbindet, 
oder  den  Schnittpunkt  der  zu  a  parallelen  Tangente  mit  O  ver- 
bindet. 
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Wegen 
Fig.  17.,  folgt 

d.  h.  man  kann  i  auch  erhaltett,  indem  man  auf  der  Scbeiteltangente 
in'ii  an  ii*  das  constante  Stück  »  ^  AK  (Fig.  16).  aufträgt,  und  den 
£ndpnnkt  mit  O  yerbindet 

Die  Ableitung  der  Relationen  fOr  die  Lage  von  i  galt  ganz  all- 
gemein fttr  irgend  eine  beliebige  Lage  von  »  resp.  a,  Ist  s  wie  in 
Fig.  17.  zusammenfallend  mit  der  Tangente  an  B\  so  folgt 

5i^»&tgo»e 

d.  h.  der  Kreis  des  reellen  Systemes,  dessen  Mittelpunkt  mit  einem 
der  Endpunkte  der  kleinen  Axe  zusammenf&Ut,  geht  durch  die 
Brennpunkte  der  Ellipse.    Macht  man  hingegen 

ÄD  -  *  -  — 

e 

80  wird 

SAiSN'^biM 

ab 
SA:e=  —:  b 

e 

und  damit    SA  ^  a    d.  h. : 

Man  erhftit  den  Mittelpunkt  eines  Kreises  des  reellen  Systemes 
der  durch  die  Endpunkte  der  grossen  Axe  geht,  wenn  man  aus  einem 
der  auf  a  gelegenen  Punkte  von  B*  die  Senkrechte  zu  l^  legt  Die 
Grösse  des  Halbmessers  des  Kreises  ist  die  Ordinate  im  Mittelpunkte, 
bis  l  natürUch. 

Diese  und  noch  andere  Belationen  ermöglichen  es  leicht,  die 
Geraden  l  und  ^,  sowie  »  anzugeben,  welche  geeignet  sind,  beliebig 
viele  Kreise  einfach  zu  legen  (reell  oder  imaginftr),  welche  die  Asymp* 
toten  einer  gegebenen  Ellipse  berühren.  Von  der  Wahl  der  l  resp. 
»  hängt  aber  offenbar  auch  die  Form  der  Ellipse  ab.  Die  ange- 
gebenen Relationen  gestatten  auch  den  Schnitt  der  zu  b  parallelen 
Tangenten  an  B*  mit  der  Ellipse  auf  leichte  Art  zu  finden,  wenn 
diese  durch  die  Axen  (eventuell  Excentricität)  gegeben  ist.  Auf  die, 
den  bei  der  Hyperbel  gegebenen,  analogen  Gonstructionen  der  Schnitte 
einer  zu  einer  Axe  parallelen  Geraden  etc.  wollen  wir  hier  nicht 
weiter  eingehen. 

12)  Machen  wir  jetzt  die  Uebertragung  von  einigen  der  ge- 
wonnenen Ergebnisse  auf  den  Raum. 
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Sind  t^t^  Fig.  5.  die  in  der  Ebene  der  Zeichnung  gelegenen  Er- 
zengenden eines  Rotationskegels,  a  die  Axe  und  S  die  Spitze,  so 
stellen  uns  E^^  E^,  E^  , ,  .  die  Hauptaxen  (grosse  Axe  der  Ellipse  ^) 
oder  die  reelle  Axe  im  Falle  der  Hyperbel)  von  Schnitten  des  Ro- 
tationskegels vor,  deren  Ebenen  senkrecht  zur  Zeichnungsfläche 
stehen,  und  die  dieselbe  Entfernung  a  von  der  Spitze  des  Rotations- 
kegels besitzen.  Die  Berührungspunkte  dieser  Geraden  mit  den 
Kreisen  des  t^  und  t^  berührenden  Systemes  sind  aber  nach  einem 
bekannten  Satze  ^)  die  Brennpunkte  der  oben  genannten  Schnitte  und 
liegen,  wie  wir  ausführlich  dargetan  haben,  auf  der  bestimmten  Hy- 
perbel, die  A^  zum  Scheitelkreis  über  der  reellen  Axe  und  t^  und  t, 
zu  Asymptoten  hat.  Die  Brennpunkte  aller  zu  einer  Hauptebene 
senkrechten  Schnitte  dieses  Rotationskegels,  die  denselben  Abstand 
vom  Scheitel  haben,  liegen  auf  jener  Hyperbel.    Man  erhält: 

„Der  Ort  der  reellen  Brennpunkte  aller  ebenen  Schnitte  eines 
„Rotationskegels,  die  dieselbe  mit  dem  Kegel  concentrische  Kugel 
„berühren,  ist  ein  zweischaliges  Rotations-Hyperboloid,  welches  den 
„gegebenen  Kegel  als  Asymptotenkegel  hat  und  die  Kugel  in  den  auf 
„ihr  gelegenen  Punkten  der  Rotationsaxe  berührt." 

Den  Parameter  irgend  eines  Schnittes,  z.  B.  für  E^  Fig.  15.) 
finden  wir  als  VqFj.FjQ',  welcher  Wert  aber  einer  bekannten 
Hyperbeleigenschaft  zu  Folge  gleich  2h  ist,  d.  h.  alle  diese  Schnitte 
haben  gleich  grosse  Parameter. 

Uebrigens  kann  man  die  Richtigkeit  des  soeben  Gesagten  auch 
aus  Fig.  6.  ableiten.  2P]Po  ist  der  Parameter  eines  Schnittes  des 
Rotationskegels,  für  welchen  Schnitt  P^  ein  Brennpunkt  ist  Po^^i 
ist  aber  gleich  dem  Abstände  der  zur  Zeichnungsebene  parallelen 
Ebene,  die  den  Kegel  nach  einer  Hyperbel  schneidet,  deren  ortho- 
gonale Projection  auf  die  Zeichnungsfläche  die  Hyperbel  der  Punkte 
PiPs  •  •  •  ^st,  von  der  Zeichnungsfläche,  und  ist  dieser  Abstand 
Po^i)  ^eil  der  Kegel  ein  Rotationskegel  ist,  gleich  5,  d.  i.  gleich  der 
halben  Xänge  der  Scheiteltangente  der  Hyperbel  zwischen  den  Asymp- 
toten; jeder  Schnitt,  der  einen  Punkt  dieser  Hyperbel  zum  Brenn- 
punkt hat,  hat  2PqP^  als  Grösse  des  Parameters,  und  somit  haben 
wir  auch  die  Richtigkeit  eines  von  Jacob  Bernoulli*)  angegebe- 
nen Satzes  dargetan: 

1)  Siehe  Gngler,  Theorie  der  KreisprojectioDen. 

2)  Yergl.  Chasles,  Geschichte  der  Geometrie,  deatscb  y.  Sohnke, 
pag.  289. 

3)  Vergl.  Chasles,  Geschichte  der  Geometrie,  deutsch  v.  Sohnke, 
pag.  16. 
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„Der  Parameter  eines  ebenen  Schnittes  eines  Rotationskegels 
f^st  gleich  dem  Durchmesser  jenes  Kreisschnittes  desselben,  welcher 
„Ton  der  Kegelspitze  ebensoweit  absteht  wie  die  schneidende  Ebene/^ 

Als  Folge  des  Satzes  von  Bernoolli  hat  man  dann  auch: 

Alle  Ebenen,  die  dieselbe  mit  einem  geraden  Kreiskegel  con- 
centriscbe  Kngel  berühren,  schneiden  diesen  nach  Kegelschnitten  mit 
gleichen  Parametern  —  and  damit  und  im  Zusammenhange  mit  dem 
Yorigen: 

„Der  Ort  der  reellen  Brennpunkte  aller  ebenen  Schnitte  eines 
JRotationskegels,  die  gleiche  Parameter  haben,  ist  ein  zweischaliges 
„Rotationshyperboloid,  das  den  Rotationskegel  zum  Asymptoten- 
„kegel  hat  i)/' 

Dieser  zuletzt  ausgesprochene  Satz  gilt  allgemein  für  Rotations- 
flächen zweiten  Grades  in  folgender  Form: 

„Der  Ort  der  reellen  Brennpunkte  sämtlicher  ebenen  Schnitte 
„einer  Rotationsfläche  zweiten  Grades,  die  gleiche  Parameter  haben, 
„ist  eine  mit  der  gegebenen  concentrische,  ähnlich  und  ähnlich  ge- 
„legene  Rotationsfläche  zweiten  Grades/^ 

Es  lässt  sich  das  soeben  Gesagte  auch  durch  folgende  Betrach- 
tangen beweisen. 

Wenn  wir  in  dem  Abstände  p  gleich  dem  halben  Parameter 
Ton  einer  Meridianebene  eine  parallele  zu  dieser  legen,  so  schneidet 
diese  die  Rotationsfläche  nach  einem  mit  dem  Meridiane  ähnlichen 
K^^lschnitte,  dessen  orthogonale  Projection  auf  diese  Meridianebene 
eine  mit  der  Meridiancurve  ähnliche,  ähnlich  and  concentrich  ge- 
legene Gurve  ist  Ein  Schnitt  senkrecht  zu  dieser  Meridianebene, 
der  den  Parameter  2p  haben  soll,  muss  seine  Brennpunkte  auf  der 
zaletzt  erhaltenen  Gurre  haben.  Umgekehrt  wird  auch  jeder  Punkt 
dieser  Gurve  Brennpunkt  fiXi  einen  oder  den  andern  durch  ihn 
gehenden  zur  Meridianebene  senkrechten  Schnitt  sein. 

Durch  Rotation  um  die  Axe  erzeugt  nun  diese  Gurve  die  früher 
angegebene  Fläche,  und  der  Satz  ist  bewiesen,  weil  ja  jeder  beliebig 
gewählte  Schnitt  auf  einer  durch  die  Rotationsaxe  gehenden  Ebene 
senkrecht  stehen  wird,  und  die  bezüglich  der  zu  einer  durch  die 
Rotationsaxe  gehenden  Ebene  senkrechten  Schnitte  angestellten 
Betrachtungen  allgemein  gelten. 


1)  Pur  den  imaginiren  Kegel  ein  EUipsoid. 
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IL 
Die  Lemniskate. 

Von 

Emil  Oekinghaus. 

(FortfetniBg  ron  T.  Tll.  Hr.  XIY.) 


Aus  den,  Seite  367,  gewonueBen  Relationen 

^+«4. 90«  -  <y;        t+a*  +900  -  c' 

a+a'  «3600+2T 
folgt: 

86)  u+u'  =  lS(fi 

und  somit  der  Satz: 

Die  entsprechenden  Kreisradien  q  nnd  p'  nach  dem  Mittelpunkte 
der  Lemniskate  sind  in  dem  Falle  gegen  die  Achse  gleich  geneigt, 
wenn  die  Schnittpunkte  heider  Kreise  und  der  Lemniskate  in  ge- 
rader Linie  liegen.  Dieser  Satz  gilt  allgemein  für  die  S  Kreispaare, 
welche,  wie  oben  abgeleitet  wurde,  hinsichtlich  ihrer  Radien  durch 
die  Beziehung  qq*  i»  c*  verknüpft  sind. 

Eine  allgemeinere  Gleichung,  welche  das  gesamte  Kreissjstem 
mit  einander  verbindet,  geht  ans  der  Gosinusresolvente  der  Geraden 
hervor.    Für  diese 

C08(2tf—2T)»—  (-^  +  cos2rjcos(2tf  —  2T)*+-^  =0 

entwickeln  wir  aus 
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8in(tf— 2t)      0« 

den  Wert 

p*  sin  2t 

*  C«— P>C08  2t 

ond  eliminiren  mit  ihrer  Hfllfe  ans  der  ersten  tf ,  was  aaf  eine  re- 
Giproke  Gleichung  filhrt.    Man  findet  schliesslich 

Diese  Gleichung  zeigt  den  Zusammenhang  der  Radien  jener  Kreise 
an,  welche  sowol  durch  entsprechende  Schnittpunkte  der  Geraden,  als 
auch  durch  den  Mittelpunkt  O  gehen. 

Eine  allgemeinere  Betrachtung  kann  nun  auf  folgendem  Wege 
geschehen. 

Ein  Kreis  schneide  die  Lemniskate  in  4  Punkten.  Durch  je 
swei  derselben  legen  wir  eine  Gerade,  deren  Neigung  gegen  die  Achse 
bez.  T  und  t'  sei.    Vermöge  der  Formeln 

ji  sintf  .,  sin  ff  ^  cob8  sin  ff 

^^*^'"sin2{ff— t)'     ^®^  "■  sin2(a^  - 1')'     cosÄ' "  "  8in7 

folgt  hieraus 

sin  2(a — r) «  -  sin  2(ff'—  t*) 
alBO 

88)  ff+ff'  -  1800+t+T'  =9^i+9,+g»,+94 

wo  die  ^  die  Polarwinkel  der  Schnittpunkte  von  Kreis  und  Lemnis- 
kate sind. 

Daher  ist  die  Summe  der  Winkel  ^i+T^s+^s+^a  ^t^  ^^ 
grösser  als  die  Summe  t  und  t*  der  Winkel  der  beiden  Geraden  oder 
Kreissohnen  gegen  die  Achse.  Nun  haben  wir  aber  nachgewiesen, 
dass,  wenn  die  Strecke  vom  Mittelpunkt  der  Lemniskate  nach  der 
Mitte  der  Sehne  mit  dieser  einen  Winkel  S  bildet,  die  Formel 

2ff-90ö+2T-fÄ 
besteht    Fttr  die  2.  Sehne  ist 

2a' -900+ 2t' +Ä' 
also  resultirt 

!,+  <,'  -  900+t+T'+i(5+Ä') 
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Da  aber 
so  folgt 

89)  8+8'  -  180^ 

Oder:  Verbindet  man  die  Mitten  der  gegenüber  liegenden  Seiten 
oder  Diagonalen  eines  dnrch  den  Schnitt  von  Lemniskate  and  Kreis 
gebildeten  Vierecks  mit  dem  Mittelpunkt  O  der  Lemniskate  durch 
Strecken,  so  haben  diese  gegen  die  Sehnen  gleiche  Neigung. 

Dieser  Satz  ist,  wie  man  sofort  bemerkt «  eine  Erweiterung  des 
vorhin  über  die  Gerade  abgeleiteten  Satzes,  die  letztere  als  Kreis 
von  unendlich  grossem  Radius  betrachtet  werden  kann. 

Wir  bezeichnen  mit  h  den  spitzen  Winkel,  den  die  entsprechen- 
den Sehnen  mit  einander  bilden,  so  dass 

T'— r— 1800  — Ä« 

Die  Winkel  5,  8'  wählen  wir  ebenfalls  spitz,  so  ist  unter  diesen 
Annahmen 

2<f  -900+2T+S+1800 
2<y'  =  90<>+2T-5 
2(o'-<f)  —  —2Ä— 25+1800 

S+<F'=tf  =  90«— Ä 

<f  —  tf' =  5+Ä  -  900  =  2<f  —  17 

<y-  o'  -.  ^-900 

wo  T  der  Winkel  ist,   den  die  erste  Strecke  verlängert  mit  der  2. 
Geraden  einschliesst,  und  da 

#*  sin<r        ,   ,         ,.        .  ,^       __. 
sintf 

COSi»  — 

so  folgt 

90)  -.cos/S  — cosr 

r 
woraus  neue  Beziehungen  gefolgert  werden  können,  wenn  •  —  g  ist. 

Aus  der  Formel 

9i  +9s+9»+94  -  1800+T+t' 

lassen  sich  ebenfalls  manche  neue  Sätze  ableiten,  wenn  man  die 
Winkel  zwischen  den  Geraden  und  Badienvectoren  einfährt 


coso 
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Aas  dem  Vorstehenden  l&sst  sich  noch  ein  Tangentenproblem 
lösen.  Berührt  ein  Kreis  die  Lemniskate,  so  wird  die  eine  Sehne 
zur  Tangente,  nnd  der  zugehörige  Winkel  S  ist  dem  Winkel  zwischen 
dieser  Tangente  and  dem  Radinsvector  gleich,  also  -»90<>  — 2^. 
Der  Winkel  8'  der  2.  Sehne  ist  also  —  9(fi—^fp,  Hieranf  beruht 
die  aligemeine  Auflösung  der  Aufgabe,  durch  2  gegebene  Punkte  der 
Lemniskate  einen  BerOhrungskreis  hindurch  za  legen. 

Da  S'  als  Winkel  zwischen  der  die  beiden  Punkte  verbindenden 
Sehne  and  ihrer  Mittellinie  nach  O  bekannt  ist,  so  ist  auch  der 
Polarwinkel  q)  »  ^(QO^'— iS')  des  Berührungspunktes  bestimmt,  was 
auch  ohne  Rechnung  klar  ist,  da  die  verlängerte  Mittellinie  den 
Berflhmngspunkt  treffen  muss. 

Wir  wollen  hier  die  Belation 

9>i  +  <Pt+9>3  +  V%  -  1800+T+t' 

noch  einmal  discutiren.  Die  tp  sind  die  Polarwinkel  der  Schnitt- 
punkte von  Lemniskate  und  Kreis,  r  und  r'  die  Neigung  zweier 
gegenüber  stehenden  Sehnen  oder  auch  Diagonalen  gegen  die  Achse. 
Jede  dieser  Sehnen  schneidet  aber  die  Lemniskate  in  noch  je  2 
Punkten,  welche  durch  die  Winkel  y/^  ^^^  Xi  Xt  bezeichnet  sein  mögen. 

Bei  Berücksichtigung  der  Lage  ist  für  beide  Sehnen 

£9  +  *,+n+7(i+1lM  -  3600+2T  +  2r' 
Hfp  =1800+r+T' 


9i)  *s+*4+Zi+X.  -  1800  +^+^. 

Dieser  Ausdruck  stimmt  aber  mit  dem  in  88)  abgeleiteten  über- 
ein.  Hieraus  folgt,  dass  durch  die  Punkte  XiZi)  4^s^4  ebenfalls  ein 
Kreis  hindurchgelegt  werden  kann.    Und  weil 

so  folgt  vermöge  der  Formel 

tgK+9s+Va+V4)  -  ?zr|^o"ik 

dass  der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  durch  i2(1800-)-ci)  bestimmt  ist 

Aach  diese  Ableitung  steht  mit  schon  früher  Vorgetragenem  in 
direeter  Yerbindung,  ?rie  man  leicht  finden  wird. 

Ebenso  leicht  ergibt  sich  vermöge  der  Formel 
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ii  iin(2<y  — 17) 

•'«"■      «in(2a'— ü) 

and  der  Cosinnsresolyente  des  Kreises  yermittelst  Elimination  20—  ü 
nnd  20'—  U  eine  Belation  zwischen  den  Kreisradien  «,  «',  die  auf 
eine  Gleichung  9.  Grades  fflhrt. 

Vergleicht  man  die  Gleichungen  für  den  Kreis  und  die  Gerade 
etwa  in  der  Form 

cos9^  — 2co82tcos7'    etc.    (Ä*--2c*Ä*co82«+c*)cos2^^*—    etc. 

and  antersacht,  ob  es  möglich  sei,  die  Worzeln  beider  identisch  zn 
machen,  so  findet  man  folgende  Bedingnngen 

c»— i2*cos2a  —  **cos2t 

jR*sin2a=:«*sin2T 
92) 

*«-ä«  =  ±2ä# 

woraus 

*  o       *  /      I        I       IV  iPsin2g 

tg2T=tg(y^+y,+y3+y4)-— ^_^^^g^ 

Ä*-2c«Ä>cos2a+e*  —  «* 

Genflgen  die  R  und  •  diesen  Bedingungen,  so  sind  die  Wurzeln 
identisch.  Man  bemerke,  dass  die  letzte  Relation  für  constante 
««  m  ^  eine  Cassinische  Curve  reprftsentirt. 

Besonders  einfach  ist  der  Fall  g  —  c  Die  Parallelität  der  Ge- 
raden durch  entsprechende  Punkte  mOge  noch  bemerkt  werden. 
Vergl.  90). 

Andere  SAtze  ergeben  sich  von  selbst. 

Als  Speciallfall  führen  wir  noch  an,  dass,  wenn  zwei  concen- 
trische  Kreise,  deren  gemoinsame  Centra  auf  der  F- Achse  liegen, 
die  Lemniskate  tangiren ,  die  Halbmesser  dieser  Kreise  sich  Ter 
halten  wie  die  entsprechenden  Radienvectoren  ihrer  Berührungspunkte. 


§9. 
Die  Lemniskate  und  die  Parabel. 

Eine  gewisse  sich  auf  eine  Gleichung  beziehende  Verwandtschaft 
zwischen  Lemniskate  und  Parabel  lässt  sich  noch  wie  folgt  nach- 
weisen. 
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Ein  KreiB,  dessen  Centram  die  Polarcoordinaten  R(tt)  habe, 
gehe  durch  den  Brennpunkt  der  Parabel,  welchen  wir  als  Anfangs- 
paukt  annehmen. 

Die  Brennstrahlen  r  mögen  mit  R  Winkel  2^  einschliessen. 
Ana 

r  —  2Rcob2^,    r  — 


Bin  1(29+«)* 


^-sini(29+«)*C0B29 
folgt  für  cos  29  eine  biqoadratische  Oleichnng 

93)  cos29*— 2co8«co8  29»+r^  cosa+cosa'j  CO829' 

■-|cob29+^,=0 

welche  mit  der  Gleichung  zwischen  Lemniskate  und  Geraden  über- 
einstimmt, wenn 

angenommen  wird.  Diese  Uebereinstimmung  der  Constanten  beider 
Corren  genflgt,  um  die  Polarwinkel  der  einen  durch  die  der  an- 
deren darzustellen. 

Die  Gosinnsresohente  der  Parabel  ist  in  diesem  Fall 

94)  cos  ly»  +  (§+C08«)  cosiy«-  ^  =  0 

worin  die  y  die  Winkel  zwischen  den  gegenttber  liegenden  Seiten 
und  Diagonalen  bedeuten. 

Noch  allgemeiner  wArden  diese  Relationen  ausfaUen,  wenn  der 
Kreis  durch  einen  Brennpunkt  eines  beliebigen  Kegelschnitts  hin- 
durch geht.    Die  Resolvente  wird  dann 


95)  cosjy*— (^+cos«jeosly«H ^cosy— cos 


1-6« 

a i — 


und  ein  kurzer  Vergleich  dieser  mit  der  Lemniskatenresolyente  85) 
lässt  die  Identität  beider  erkennen,  wenn 
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eingeführt  wird.  Die  weitere  Untersuchung  dieser  Verhältnisse  bietet 
manches  Interesse,  z.  B.  wenn  der  Kreis  die  Curve  berührt.  Ueber 
eine  Anwendung  der  Parabel  hinsichtlich  des  Tangentenproblems  der 
Lemniskate  haben  wir  schon  früher  berichtet. 

Es  existiren  noch  andere  Beziehungen  zwischen  der  Lemniskate 
und  den  Kegelschnitten,  worauf  wir  hier  aber  nicht  weiter  eingehen 
wollen.  Wir  werden  später  in  der  Theorie  der  letzteren  darauf  zu- 
rückkommen. 

§  10. 
Die  Lemniskate  und  die  gleichseitige  Hyperbel. 

Da  das  Entstehungsgesetz  der  Lemniskate  durch  polarische  Be- 
ziehung mit  der  gleichseitigen  Hyperbel  verknüpft  ist,  so  lässt  sich 
im  Voraus  schliessen,  dass  die  gemeinsame  Betrachtung  beider  Curven 
auf  interessante  Relationen  führen  werde.  Einige  davon  verdienen 
bemerkt  zu  werden. 

Die  gleichseitige  Hyperbel  und  ihre  Fusspunktcurve  werde  von 
einem  Kreise,  dessen  Centrum  R(a)  und  dessen  Radius  =«  sei,  in 
4  Punkten  geschnitten. 

Aus 

««  =  Ä*  4-r>  —  2Rr  COS  («  ~  <p) 

a«  —  r*C08  2y 
folgt 

96)  tg9)*((Ä«— *»  — o«)«+4JK«a«sina«)+4Ä«o«8in2«t«9>» 

+  (2a*  -  2(Ä«— *V4-4JB«a«cos2a)tgg)*'-4Ä«a«sin2alg9) 
+  (Ä«— t«+a«)«-  472*a«cos««  =  0 

Vergleicht  man  sie  mit  der  analogen  für   die  Lemniskate  und  den 
Kreis 

97)  tgip^i  (Ä«-#«— a«)«-f  4JB«a«sina«)-f4Ä«a«sin2atgg>« 

+  {2(Ä«— #«)»-.2a*+4Ä«a»cos2a)tg^«-4Ä«a«sin2«tg9 
+  (Ä«-  #«+a«)«— 4Ä«a«cosa«  -  0 

80  erkennt  man  die  Identität  beider,  wenn 

gesetzt  wird.    Daraus  folgt  der  Satz: 

Wenn  der  Radius  »  eines  Kreises,  der  mit  der  Lemniskate 
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r*  =  a'coi27 
ie  Centrale  n  hat,  der  Bedingang 

falgt,  so  gehen  die  nach  den  Schnittpunkten  beider  Canren  ge- 
sogenen Radienvectoren  t-  rflckw&rts  verlängert  durch  die  Schnitt- 
pakte des  Kreises   nnd  der  gleichseitigen  Hyperbel. 

Umgekehrt    schneiden  diese  Radienvectoren  der  Hyperbel  rflck- 
«irts  yerlftngert  die   Liemniskate  in  4  Kreispunkten. 

Bei  den  folgenden   Darstellungen  wolle  man  die  Relation 

beachten,  welche  ans  den  Polargleichangen 
r*  «»  a*cos2o9,      Ä*  — 


C08  29 


hervorgeht.    XHese  beiden  correspondirenden  Punkte  r(q>\  R{ip)  be- 
lädmen  wir  mit  JP  nnd  P'. 

Ton  den  Brennpunkten  der  Hyperbel  ziehen  wir  Gerade  nach 
dem  Lemniskatenpnnkte  P,  welche  den  Winkel  E  bilden,  und  femer 
ton  den  Brennpunkten  der  Lemniskate  nach  dem  Hyperbelpunkte  P' 
Gerade,  welche  den  Winkel  E*  einschliessen. 

YennOge  der  Formeln 

mid  dear  Polai^leichnngen  erhftlt  man  nach  Einführung  dieaer  die 
Belstion 

9S)  E+E'=zie(fi 

nnd  damit  den  Satz: 

Die  Lieitatrahlen  der  Lemniskate  nach  einem  Hyperbelpunkte  P' 
nnd  die  Leitatrahlen  der  Hyperbel  nach  dem  correspondirenden  Lern- 
aiakatenpnnkte  P  schliessen  ein  Ereisviereck  ein. 

£ine  weitere  Verbindung  beider  Cnrven  findet  sich  wie  folgt. 

Wir  bezeichnen  die  Winkel,  welche  die  Scheitelstrahlen  von  den 
Endpnnktea  ±a  der  Achse  mit  P  und  P'  einschliesseui  bezflglich 
mit  y  und  fu  dann  findet  man  wie  oben 
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COBy   —  — tg9 

cosy'-      tg9 
also 

99)  y  +  y'  «  1800 

Oder:  Die  Scheitelstralilen  zweier  correspondirender  Punkte  der 
Lemniskate  und  Hyperbel  schliessen  ein  Ereisviereck  ein. 

Für  dritte  Ableitung  ergibt  sich  aus  der  Polargleichnng  der 
Hyperbel 

^  ""  l  +  y2cos^' 
Eliminirt  man  aus  dieser  und 

den  Winkel  ^\  so  folgt  für  den  einen  Leitstrahl 

Q'  =  Vi«  +  Ä»  -  a  -  ^  (V^iH^*  -  r) 
fttr  den  andern 

woraus  zunächst 

folgt  und  ferner,  wenn  die  Leitstrahlen  mn  der  Lemniskate  durch 
V2m  =  V^H^—r 

definirt  sind,  dass 

p'       m 

ZJf^  IT 
P        n 

ist,  wonach  das  Yerhftltniss  correspondirender  Leitstrahlen  für  beide 
Gurven  das  nämliche  bleibt 

Wir  bezeichnen  nun  die  Winkel,  welche  diese  Leitstrahlen  mit 
einander  bilden,  durch  6,  6',  dann  besteht  zunächst  fttr  die  Hyperbel 
die  Formel 

16c«  =  p'«+p"«— 2p'  p"cos  e 
ans  welcher  leicht 

iEsini^'— a 
folgt.    Weil  aber 

Rt  —  a*    und    r:=sa  cos^O 
ist,  so  ist 

sin}d'  =  cos)6 
oder 

100)  e+e'  =  i8oo 

woraus  der  Satz: 
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Dio  Leitstrablen  der  Lemniskate  und  Hyperbel  nach  correspon- 
direndon  Pankten  ihrer  Gurve  schiiessen  ein  Ereisviereck  ein. 

Daran  knüpft  sich  ein  4.  Satz,  den  wir  noch  mirtteilen  wollen. 

Wir  haben  oben  die  Focaiwinkel  der  Hyperbel  i/;'  und  ^"  ein- 
geführt Dieselben  stehen  mit  2  andern  in  der  Lemniskate  in  merk- 
würdiger Verbindung.  Diese  Winkel  ^  sind  nämlich  denen  gleich, 
welche  der  Radinsvector  r  der  Lemniskate  mit  den  Brennstrahlen 
mn  bezüglich  einschliesst,  und  die  wie  wir  schon  früher  gefunden,  durch 
i^  +  9'  und  iß  —  ^definirt  sind.  Bei  Betrachtung  der  Figur  ergibt 
sich  dann  leicht  der  Satz: 

Dio  beiden  correspondirenden  Punkte  auf  Lemniskate  und  Hyperbel 
bilden  mit  je  zwei  ihrer  zusammen  'gehörigen  Brennpunkte  entspre- 
chende Ereisvierecke. 

Die  Tangente  des  Hyperbelpuuktes  P'  schneide  die  X-Achse  in 
M,  die  F- Achse  in  N;  nennen  wir  dann  noch  ihren  zweiten  Schnitt- 
pankt  mit  der  Lemniskate  F'\  so  sind  MNP'P"  einander  zugeord- 
nete harmonische  Punkte,  wie  leicht  zu  beweisen  ist. 

Ferner  möge  der  Focalkreis,  der  durch  die  Brennpunkte  ±tf 
geht,  die  F-Achse  in  2  Ptmkten  F  und  F'  schneiden ;  ziehen  wir 
nun  durch  die  Lemniskate  eine  der  X-Achse  parallele  Gerade,  für 
welche  die  leicht  abzuleitenden  Relationen 

bestehen,  und  halbiren  die  Focaiwinkel  O^  und  Sf  durch  Geraden, 
welche  die  F-Achso  in  G  und  (?'  schneiden,  so  sind  FF'GG'  ein- 
ander zugeordnete  harmonische  Punkte. 


§  11. 

Die  Linie  gleicher  Producte. 

Das  Absolutglied  in  der  Gleichung  der  Geraden  18)  wird  durch 

1)  i2*-— a*JK*cos29  —  XiXfX^Xi 

definirt.  Es  ist  von  der  Richtung  der  Geraden  oder  vom  Winkel  S 
unabhängig  und  drückt  aus,  dass  das  Product  der  vier  von  R(<p)  an 
gerechneten  Secanten  ähnlich  wie  beim  Ereise  constant  ist,  wie  auch 
die  Geraden  durch  jenen  festen  Punkt  gezogen  werden  mögen. 

Wie  aus  der  Formel  hervorgeht,  ist  die  Curve  gleicher  Producte 
eine  Cassinische  Linie. 

Aceh.  d.  Matli.  u.  Phjs.    2.  Reihe.  T.  VHI.  9 
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Wir  bosckrciben  um  doa  Lemuiskateamittelpaukt  O  eiuen  Kreis 
vom  Halbmesser  h,  ziehea  von  R(<p)  aa  diesen  eiue  Taagente  =»  i 
uud  setzen  fest,  dass  das  Prodact  gleich  sein  soll  der  4.  Potenz 
dieser  Tangente,  also  dass 

ist.    Da  aber 

ist,  so  geht  ans  dieser  Einführnng  die  Beziehang 
jR*^  -  a«Ä«cos2<p  —  (Ä«  —  h^)* 
hervor,  welche  auf  eine  Kegelschnittsgleichung 

2) 


X* 

-  + 

y» 

2(h 

i 

h* 

als  geometrischen  Ort  der  Pankto  gleicher  Potenzen  fahrt.  Sie  stellt 
eine  Ellipse  dar,  wenn  ä  >  <?,  eine  Hyperbel,  wenn  A  <;  c,  eine  Ge- 
rade y  =  ic,  wenn  h  ^  c  ist. 

Legt  man  allgemein  die  Gleichung  der  Cassiuischen  Cnrven  an- 
statt der  Schleifenlemniskato  zu  Grunde,*  so  modificiren  sich  die  For- 
meln etwas,  die  KogelschnittsgleichungQn  aber  sind  analog  den  obigen. 

Die  Untersuchung  kann  auf  2  Lemniskaten  ausgedehnt  werden 
in  dem  Sinne,  dass  das  Product  oder  die  Potenz  für  beide  gleich 
sei.    Der  Untersuchung  legen  wir  demnach  2  Lemniskaten 

r*  ■=  a^cos29;,     r*  =  a^C0E2q> 

zu  Grunde.  Die  Centrale  beider  sei  li  und  ihre  Neigung  zur  a- 
Achse  «=  fl.  Die  beiden  Achsen  mögen  noch  den  Winkel  a  ein- 
schliessen. 

Die  Ausfuhrung  der  Rechnungen  ergibt  die  Curvengleichnng 

3)  a2(flJ«-y«)-2(x«+y«)(2Ärcosa-|-2Äysina  -  Ä«) 
-f  (2i?arcosa+2i?y8in«  — i?2)2 

«=  a'«  cos  2ß(x*  —  y*  —  2Rx  cos  a + 2Ry  sin  a  -{-  Ä»  cos  2«) 
+  a^sin  2ß{2xy  —  2Rx  sin  o— 2Äy  cosa-f-iZ*  sin  2a) 

welche  dem  3.  Grad  angehört.  Für  Ä  =  0,  also  für  concentrische 
Lemniskaten  reducirt  sie  sich  auf  ein  System  zweier  senkrecht  auf 
einander  stehenden  Geraden 

..  o       •  2  a'*  sin  2« 

4)  x'  —  y^  «  -5 7^ ^r-    xy 


Digitized  by  CjOOQIC 


Oekim^haus:  Die  Lemni*l'ntK  35 

Die  Unie  gleicher  Producte  wird  Bohr  einfach  aod  fQhrt  auf  den 
2.  Grad,  wenn  die  Achsen  beider  Cnrven  in  einer  Geraden  liegen,  a 
lad  ß^  also  =  O  sind. 

Man  findet  zon&chat,  wenn  die  Centrale  mit  g  bezeichnet  wird: 

Wir  fahren  die  Division  darch  und  setzen  das  Restglied  —  0, 
■SB  aiiftlt  die  Gleichung  eines  Kreises 

5,^.^       a«-a'«+2g«  (a«-a'»)»+4gV-a'») 

»)    «»+»*  -  ^  '  + ^, 0 

■it  «ier  Bedingung 

6)  fl*—  J(a»+a'V  +  i(a*  -  »'*)»  -  0 

Boiatzt  man  sie,  am  die  Kreisgleicbang  zo  transformiren ,  to 
wvd  letztere 

and  atellt  die  Linie  gleicher  Producte  in  einfachster  Form  dar.  Da 
<fie  Gleichung  fftr  g^  quadratisch  4St,  so  ergibt  sich  aus  ihrer  Auf- 
lAsong 

8)  V  =  a^+a'^±  V(3a«-a'«){3a'«-a«) 

da«  2  Centralen  existiren,  so  dass  die  zweite  Lemuiskate  2  verschie- 
dene Lagen  annehmen  kann.  Wie  aus  einer  weiteren  geometrischen 
Betrachtnng  hervorgeht,  geht  die  Linie  gleicher  Producte  durch  die 
geneinaMnen  Schnittpunkte  der  entsprechenden  Lemniskaten. 

Aus  dem  Bau  der  Gleichungen  folgen  noch  gewisse  Determina- 
tionen, welche  zn  berücksichtigen  sind,  womit  wir  uns  aber  hier  nicht 
weiter  besch&ftigen  wollen.  Wir  wollen  nur  andeuten,  dass  diese 
specieilen  Sätze  hinsichtlich  der  Cassinischen  Curven  einer  Erwei- 
tenmg  fähig  sind. 

Es  möge  hier  noch  erwähnt  werden,  dass,  wenn  xy  Lemniskaten- 
coordiDAten  darstellen,  die  daraus  combinirten 

X  m^  x-^-ny 
K  *=  y  —  nx 

Coor^üMien  XJ^  einer  Gleichung 

J?«  «  a«(l  +  n»)C082(e  +  A),      tgÄ  —  w 

8* 
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genügen,  die  wieder  durch  eine  Lemniskate  repräsentirt  ist  und  bei 
variabelemn  verschiedene  Lagen-  and  Grössenverhältnisse  annimmt. 

Wird  die  Gleichung  nach  n  differentiirt  um  die  einhüllende  Curve 
aller  Lemniskaten  zu  finden,  so  resultirt  als  solche  die  darch 

Ä«co82e  —  a« 

dargestellte  gleichseitige  Hyperbel. 

Betrachtet  man  endlich  noch  die  aus  den  obigen  Ausdrücken 
hervorgehenden 

X—nY  nX+Y 

Coordinaten  «y  als   die  einer  gesuchten  Curve,   während  XY  der 
Lemniskate  angehören,  so  resultirt  die  Curve 

Ä»  «  a« cos  Ä« cos  2(0— Ä) 

und  die  Einhüllende  aller  für  n  -»  tgA   veränderlichen  Lemniskaten 
führt  auf  die  Fusspunktgleichung  der  Lemniskate 

Q  —  acosJOI 

Die  Untersuchung  der  reciproken  Polare  dieser  Curve  ist  des- 
halb bemerkenswert,  weil  sie  mit  der  gleichseitigen  Hyperbel  in  Ver- 
bindung tritt.  Auch  die  Annahme,  dass  die  Lemniskate  hinsichtlich 
ihrer  Brennpunkte  oder  auch  ihres  Mittelpunktes  als  Katakaustik 
oder  Brennlinie  einer  Curve  auf gofasst  werden  kann,  verdient  wegen 
der  daraus  sich  ergebenden  Resultate  Beachtung. 


§  12. 
Die  Rectification  der  Cassini'schen  Linien. 

Die  folgenden  Entwickelungen  über  die  Rectification  der  Lem- 
niskaten werden  vielleicht  aus  dem  Grunde  bemerkenswert  erschei- 
nen, weil  wir  eine  Yariabele  einführen,  die  man  bisher  übersehen 
hat,  aber  als  sehr  geeignet  erscheint,  die  Integration  auf  einen  ein- 
fachen Ausdruck  zurückzuführen. 

Ausserdem  ist  derselbe  noch  einer  geometrischen  Discussion  zu- 
gänglich, welche  manches  Anregende  bietet 

Anstatt  der  wenig  geeigneten  Yariabelen  x  oder  r  oder  g>  wählen 
wir  als  Yariabele  den  schon  häufig  benutzten  Focalwiukel  der  Leit- 
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stnUen  eines  Punktes  der  GorYe,  der  uns  auch  spftter  noch  wich- 
tige Dienste  leisten  wird. 

Er  hängt  mit  dem  Radiasyector  r  der  Ctirve 

r*  —  2c*r«co82v+<?*  —  5* 
dirdi  die  Belation 

r«  =  c«+g«COSe 
nsammen.    Die  Beziehung  zwischen  g)  und  S  findet  sich  aus 
5*        sin  8  

Unter  Beachtung  dieser  Formeln  erhält  man  yermittelst  be- 
kuiter  Methoden  schliesslich  das  Integral 

.  _  r\r~    A'+cose        ^,^    ^^ 

^  '-V  \  (Ä»+cosie»)(Ä»~siniaS)'**^'  *-5 

Dies  Integral  werden  wir  nachher  in  Reihen  entwickeln,  vorher 
tlier  die  interessanten  Eigenschaften  discutiren ,  welche  damit  ver- 
bflpft  sind. 

Znnächst  bemerken  wir,  dass  die  Grenzen  der  Integration  davon 
&bhaogen,  ob  die  Curve  ans  2  Ovalen  oder  aus  einem  ungeteilten 

Ganzen  besteht.    Ausserdem  ist  das  Yerhältniss  h  -»  -für beide  Fälle 
2v  beachten,  welches  entsprechend  ^  1  oder  auch  «  1  sein  kann. 


Zogleich  bestimmt 


-  «•  sin£; 
9 


firdie  aus  einem  Zuge  bestehenden  Curve^  fttr  welche  q^  c  ist,  die 
obere  Grenze,  während  bei  den  Ovalen  das  Integral  0  bis  n  ge- 
HODimen  werden  kann. 

Kon  möge  das  Integral 


och  auf  ein  Oval  und 
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aof  eine  ungeteilte  Lemniskate  beziehen,  deren  Gonstanten  auster- 
dem  noch  von  der  ersten  Terschieden  sein  sollen.  Die  Grenzen  sind 
in  beiden  verschieden.    Daher  snbstitniren  wir  im  zweiten  Integral 

12)  sin^d' — -sini© 

und  erhalten  nach  einigen  Umformungen  das  Integral 

■■■'■ "  V  F?)F^^" 


13) 


welches  nun  anch  von  0  bis  n  genommen  werden  kann.     Man  be- 
merke aber  wol,  dasa  trotz  der  Transformation  der  Bau  des  Inte- 

grals  derselbe  geblieben  ist,  indem  nur  die  Glieder  —   sich  in   ihre 

reciproken  Werte  umgesetzt  haben.     Daher  ist  das  erste  und  dritte 
Integral  Oberhaupt  identisch,  wenn 

c       g' 

gesetzt  wird,  woraus 

14)  ee*  —  qq' 

als  Bedingung  rcsultirt,   wenn  die  nach  12)  entsprechenden  Lemnit- 
katen  bogen  in  einfachem  Yerh&ltniss  zu  einander  stehen  sollen. 

Nehmen  wir  der  Einfachheit  wegen  confocale  Lemniskaten  an, 
so  ist 

15)  e^^qq' 

sinie'= -,sinie 
welche  Formel,  wenn 


eingeführt  wird,  auch  in 


-,  —  BinJb* 
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16)  sinl^'—sinE'siQie 

flbergeht. 

Far  die  Bogen  bestehen  nun  folgende  allgemeine  Ausdrücke, 
wenn  das  Integral  »  J  gesetzt  wird: 

c 
17) 

woraas 

18)  •-.-< 

oder  in  dem  zunächst  betrachteten  Falle  von  confocalen  Gurren 

19)  L  «  «•  «  ^ 
d.  i. 

^  =8in£'» 

In   confocalen   Lemniskaten,  deren  Parameter   q  und  $'  »  — 

sind,  entspricht  vermittelst  12)  jedem  Bogen  s  der  einen  Gurve  ein 
analoger   «'   der    zweiten,  welche    beide  in   dem   unveränderlichen 

Terhftltniss  \  zu   einander   stehen.    Daher   besteht  auch  zwischen 

den  Umf&ngen  beider  Gurven  das  nämliche  Yerhältniss  sin£;''.  (Yergl. 
Holzmaller,  Lemniskatische  Geometrie  S.  351  und  s.  Schlussnote). 

Wir  ffigen  noch  einige  Bemerkungen  bei. 
Aus 

sm  i^ 
folgt 

.   ^,,       1  — cos©' 
1  — cos© 

Hierin  drttcken  wir  vermittelst  der  Formel 

r*  =  c*+g*COS© 

B  durch  r  aus,  und  finden  zunächst 

und  weil 
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60  folgt  schliesslich  der  einfache  Ausdruck 


also  auch 


r        c 
r         q 


Bin-E'  «  -. 


80  dass  r  oder  r'  mit  Leichtigkeit  gefunden  werden  kann ,  wodurch 
auch  der  eine  Bogen  durch  den  andern  bestimmt  ist. 


Daher  ist  auch 

7 


20)  ^  -  ^s 


oder  die  entsprechenden  Bogen  Terhalten  sich   wie  die  dritten  Po- 
tenzen ihrer  Radieuvectoren. 

Oder:  Bestimmt  man  in  zwei  Lemniskaten,  welche  die  Parameter 

q  und  g'  »  -  haben,  2  Punkte  derart ,  dass  ihre  Radieuvectoren  in 

constantem  Yerhältniss 

—  =  smE 
r 

zu  einander  stehen,  so  verhalten  sich   die  entsprechenden  Bogen  s 
und  «'  wie  die  dritten  Potenzen  dieser  Radien. 

Der  allgemeinere  Fall  nicht  confocaler  Lemniskaten  möge  noch 
kurz  erledigt  werden.    Die  Gleichungen  sind  jetzt: 

r*  — 2<J*  r«  C0S29  +<?*   —  ^ 
/4  — 2c'«r'»cos2<p'4-c'*  -  g* 

die  Brennpunkte  sind  ±c  und  iic\  die  Parameter  q  und  q'. 

Aus  der*  Hauptformel 

cc'  —  qq' 
oder 

c       l 

q-o^ 

folgt  schon,  dass  die  erste  Curve  zwei  Ovale,  die  zweite  ein  Ganzes 
bildet.    Die  betreffenden  Bogen  haben  jetzt  das  Yerhältniss 

21)  ^=.?7  8in£'3 

wo  wie  früher 
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*  8in  iS 

ist.    Ebenso  entwickelt  sich  leicht  das  folgende  Yerhältniss 

22)  -,  =  ^8inJ5;' 

T  C 

Wollte  man  annehmen,  dass  etwa  der  Bogen  «'  das  »-fache  Yon 
«  sei,  so  wflrde  zunächst 

«'  «=»  n« 

-  —  nsinJe'» 

bestehen.    Ist  die  äassere  Curve  als  bekannt  oder  gezeichnet  voraus- 
gesetzt, so  wQrden  die  Elemente  der  Innern  zu  bestimmen  sein. 

Man  findet  leicht 

23)  e  -  -^       q  =  —f 

und  ist  aus  diesen  Data  die  Ovale  gezeichnet,   so  entspricht  jedem 
?Qnkt  S'  der  äussern  ein  durch 

sin^^sin^'  »  sin^^' 

bestimmter  Punkt  der  Innern  Curve,  deren  Bogen  sich  wie  n :  1  ver- 
balten.   Die  Umfönge  haben  ebenfalls  das  nämliche  Yerhältniss. 

Aus  dem  Vorstehenden  geht  hervor,  dass  die  Lemniskatenbogen 
in  ähnlicher  Weise  mit  einander  verglichen  werden  können,  wie  dies 
bei  den  Kegelschnitten  der  Fall  ist. 


§  13. 

Wir  gehen  jetzt  zu  den  Reihenentwickelungen  tlber,  welche 
zunächst  auf  das  Integral  für  die  Ovale 


beziehen.    Der  Abkttrznng  wegen  schreiben  wir  es 
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n 

2 

h 

-9  ' 

0 


0 
aud  entwickeln  die  einzelnen  Ausdrücke  in  Reihen.    Man  findet 


•  -         r  (l+i«Bin|'  +  |«*8inJö*+^«'BinjeH^«*flinie8 ...) 
Ö*         .(l+J/?8in^V|ir»8inieH~/J»8inieH^/3*Binie^^ 

.(l~/?8inje»-J/3«Biniö*-ii3»sinJe«-'gi5*ßin}e8..W 


-/ 


ff 
2 


0      I     +^(5a*-3a»j8-5«/S»— 13^»)Binje«  |d}e 

+j^g(35a*-20aV~30a»/3«-52al5»-141/J*;8inie8 

Die  IntogratioDsgrenzon  erstrecken  sich  von  O'biB'ö* 

n 
2 

HinBichtlich  der  BeBtimmang  von  /  Bini^^^^d^verweisenwiranf 

0 

bekannte  Formeln  nnd  geben  hier  das  Schlu88reBaltat,indem  wir  den  echten 

Brach  ^  mit  k  bezeichnen,  da  das  Ergebniss  zanftchst  für  Ovale  gilt. 

c 

9A^  I.    ^/"iJ.^     *•     O-  3    **(3*«+4^-4) 

^  Ä?»(5Ä?»+12fe«+4fe— 16)       \ 
+  256  (1+*)*  •"/ 

Die  Rectification  der  nngeteilten  Lemniskaten  f&hrt,  wie  wir 
oben  nachgewiesen,  auf  ein  analoges  Integral  mit  reciprokem  Para- 
meter. 
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Bezeichnen  wir  auch  jetzt  wieder  mit  k  den  Ansdrock  — ^ ,   wel- 


3^  Jfc«(3fe«+4Jl;-4) 

64     a+^)* 


eher  ein  echter  Brach  ist,  so  wird  der  Bogen  #'  durch 

5    ib^(5Jb»+12ifc«4-4A;-16)       "X 

+  256  (1+*)*  y 

Erwähnenswert  ist  noch  die  folgende  Transformation. 

Die  Schnittpunkte  +a  der  grossen  Achse  der  Cassinischen  Cor- 
Ten,  also  ihre  Scheitelpunkte  verbinden  wir  mit  einem  beliebigen 
Cnrrenpunkte,  welcher  den  Focalwinkci  6^  hat,  durch  Scheitelgeradeu. 
Dieselben  mögen  den  (spitzen)  Scheitelwinkel  y  einschliessen. 

Man  findet  vermöge  der  Formel 
schliesslich  die  einfache  Relation 


2«)  «'*''- yc=i^.»«i* 

Dfther  lAsst  sich  anstatt  9  y  in  das  Integral  einführen,  und  man 
findet 

n 

,         I    1  /  T-^'cosy» 

0        y      (H-!iC08y»)(l-ScoBy») 


welches  noch  einfacher  gebaut  ist,  als  die  vorhergehenden  und  sich 

auf  den  Fall  der  Ovalen  bezieht,  wo  -  <:^  1   ist.     Das  Integral   ist 

c 

Ton    O     bis    ö  zu  nehmen.    Die  Entwickelungen  in  Reihen  fahren 
auf 


*)  6.  Si'blustnote. 


Digitized  by  CjOOQIC 


44  Oekinghaui:  Die  LemnUkaU. 


f.     ^ 


woraus  schliesslich  unter  BenntzaDg  bekannter  Formeln 

28)    .  =  *«|(l-ifc+f6*'-ä-2*'+^4**--    •) 

als  die  gesachte  Reihe  für  den  Bogen  «  hervorgeht.    Darin  bedeutet 


und  a  ist  die  Länge  der  grossen  Achse. 


§  14. 


Die  geometrische  Construction  des  Additionstheorems 

der  elliptischen  Integrale  1.  Gattung  vermittelst  der 

Lemniskate. 

Die  von  Jacobi  gegebene  Auflösung  dieses  Problems  gründet 
sich  auf  die  Eigenschaften  des  Kreises.  Dass  die  Kegelschnitte 
ebenfalls  mit  Erfolg  verwertet  werden  können,  haben  wir  schon 
früher  mehrfach  bewiesen.  Wegen  der  Verwandtschaft  der  Lemnis- 
katen  mit  den  Kegelschnitten  ist  die  Möglichkeit  nicht  ausgeschlossen, 
dass  auch  die  Lemniskate  einen  Beitrag  zur  Auflösung  bringen  wird. 
Es  kommt  nur  darauf  an,  unter  den  mannigfachen  Verhältnissen 
diejenigen  zu  treffen,  welche  sich  den  Bedingungen  der  Aufgabe  am 
natürlichsten  und  ungezwungensten  anschmiegen. 

Wir  legen  durch  die  Mitte  der  Lemniskate  einen  Kreis ,  dessen 
Centrum  die  Goordinaten  R(a)  hat.  Eine  Gleichung  fttr  die  beiden 
den  Schnittpunkten  entsprechenden  Focalwinkel  6  und  S\  welche 
bekanntlich  von  den  Leitstrahlen  gebildet  werden,  ist  nun  leicht  auf- 
instellen. 

Sie  ist 

29)         tgJe«coB2a+^  sin«tgJ©  +  2costt»— ^^  —  0 
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Wir  fiüiren  darin  eine  andere  Yariabele  ein,  hervorgehend  ans 

tgytge- V2 

ud  erinnern  daran',  dass  y  der  (spitze)  Scheitelwinkel  ist,  den  2 
TOB  den  Endpunkten  der  Achse  ±a  nach  dem  genannten  Punkte 
der  Cvnre  einschliessen. 

Die  erste  Gleichung  geht  dann  in 

30)        tgy«  AcoBc*— -|W^sinatgy  +  2co92a  —0 

fiber.    Daran  schliessen  sich 

■in r*  l^wt  +  8Ja  «')  - -2  f;^^^  —  sin «*co8  2ajsin  y*+cos  2o*  —0 
31) 

coe  y*  y^^j^  +  sin  «M  —2  y^  +  sin  ««  cos  «*  —  ^  cos  2«  jcosy» 


+  (^-cos««)"-0 


Diese  bilden  die  Basis  der  nachfolgenden  Aufstellungen. 
Die  Fnndamentalformel  des  Additionstheorems 

ist  bekanntlich 

cos  Yi  cos  y»  —  sin  Yi  sin  yt  ^(y)  =  cos  y 

Die  constituirenden  Werte  sind  nun  aus  den   Gleichungen  30) 
and  31)  bekannt,  und  wir  haben 

2^-  coso«q:co8  2a^(y)  —  cosyL^+sinttM 

Wir  f&hren 

i;cosa  =  a;,    Ksina  ^  y 

ein  und  ordnen  die  Formel  demgemäss.    Man  findet: 

32)  a:»(l  ±-^) +y«(COS y  +  J)  =  c«sin iy« 

Damit  haben  wir  einen  Kegelschnitt  erhalten,  der  die  Bedingungen 
des  Theorems  erfflllt. 

Der  geometrische  Ort  der   Gentra  der  durch  den   Mittelpunkt 
der  Lemniskate  gehenden  Kreise,   welche  in  ihren   Schnittpunkten 
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die  Scheitel- Wiukcl  j^  als  Amplitttden  der  eiliptischoo  Integrale  1  Gat- 
tung bestimmen  und  damit  das  Additionstbeorem  lösen,  ist  eine  Ellipse 

^^^  ^»sjnlp"*'  ~c»sin  jy*"  "  ^ 


oder  eine  Hyperbel 


1  — ^(y)       J{y)^co^y 


34)  — ?i— ^^--1 

c'sin^y^         c*8injy* 

l-\-/i(y)       äy  —  cos  y 
Betrachten  wir  den  Fall  der  Ellipse  näher. 
Ihre  Achsen  sind 

^^  ^c'sinjy«       ^,  ^  c^siujy!. 
1  — ^  '  ""  -^  +  COSy 

Ftkhren  wir 

tg£=f 

ein,  so  erhält  man  aus 

A  =  cos£*  — cosysinE' 

sin  £  cos -ß  ,  sin  £  cos  ^ 

^       yÄ:«-sin£;*'       *'^       VÄ^'-sinH:» 

so  dass  bei  bestimmten  E  und  A;  der  Modules  y  bekannt  ist. 

Derselbe  folgt  auch  aus 

35)  «»tgiy»  =  ^jq:^, 

welche  Formel  geometrische  Bedeutung  besitzt.  Es  ist  nämlich  der 
rechtsstehende  Ausdruck  das  Quadrat  des  Radiusvectors  p,  der  mit 
der  Achse  den  Winkel  von  45^  einschliesst  und  also  mit  der  Asymptote 
der  Lemniskate  (Hyperbel)  zusammenfällt  und  eine  Grenzlage  d^ 
Kreises  bezeichnet.    Daher  besteht  die  einfache  Relation 

36)  tgiy-f 

Die  Auflösung  des  Theorems  beruht  zunächst  auf  der  Coostruc- 
tion  der  Achsen  der  Ellipse,  hervorgehend  aus 

24*       1  — cosy         2y      1  —  cosy 
^^^  c*  ""     1— z/  '         c«    ""  z/-cosy 

und  der  Ellipse  selbst.  Da  die  Amplituden  y  und  y^  bekannt  sind, 
80  ist  der  dem  Scheitelwinkel  y,  entsprechende  Punkt  der  Lemniskate 
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leicht  gofanden,  ebenso  der  Mittolpuukt  des  Kreises,  dessen  zweiter 
Schnittpunkt  den  gesuchten  Scheitelwinkel  y^  als  Amplitude  des  ent- 
sprechenden Integrals  bestimmt. 

Mau  bemerke,  dass  bei  gegebener  Ellipse  der  Modulus  durch 


2{A*+B^) 


gegeben,  ist  und  es  ist  bemerkenswert,    dass,  wenn   beide  Curven 
confocal  sind,  k^  gleich  }  wird.    Alsdann  drückt  das  Integral 


Biny* 

den  entsprechenden  Leroniskatenbogen  u  aus,  und  das  Additions- 
theorem wird  zu  tii4~Vi  ^  t*>  worin  Uj-f  ^s  ^^  ftlleu  Lagen  des 
Kreises  die  unveränderliche  Summe  oder  Bogenlänge  u  erhält 

Fflr  die  Hyperbel  gelten  die  analogen  Formeln 

38)  ^'»  =  -*^*/.     »»-S*^*-^* 

'  i+J  ^  — cosy 

<^*tgiy«-^,— -, 

worin  q'  die  Bedeutung  wie  bei  der  Ellipse  hat,  n.  s.  w. 

Bei  confocalen  Hyperbeln  folgt  wieder  P  =  }  und  die  Integrale 
gehen  in  Lemaiskatenbogen  ttber. 

Aus  den  Enlwickelungcn  geht  hervor,  dass  das  Theorem 

J   yi-it»siny*      J    Vi— Ä:«sinyi»      J   Vi  —  Jfc» sin y^« 

in  welchem  y  und  y'  als  gegebene  Grössen  construirt  werden  kön- 
nen, hinsichtlich  der  gesuchten  Amplitude  y^  durch  die  Lemniskate 
gelöst  ist,  wodurch  sich  die  Bedeutung  der  Lemniskate  auch  nach 
dieser  Richtung  offenbart. 

Die  zu  Anfang  aufgestellte  Gleichung  für  \%\%  wollen  wir  noch 
kurz  betrachten.    Wie  wir  früher  gezeigt,  ist  durch 


_  r  _  ^\^ 

^  J   Vi  -  }sii 


siu^^' 
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ein  Lemniskatenbogen  defiuirt.     Für  zwei  solcher  Bogen  wäbleu  wir 
die  Relation 

worin  K  als  ToUständiges  Integral  einen  Lemniskatenquadranien  aas- 
drückt    Die  Bedingung  hierfür  ist 

tgiöitgj6,  =  V2 

Beachtet  man  das  Absolatglied  der  genannten  Gleichung,  so  geht 
daraus  die  Formel 

■^  — 2cosa2  = -j-  V2cos2a 

oder 

c2 -  2x'  «  ±  V2(ir2  — ^2^ 

hervor,  welche  auf  eine  Ellipse 


2  — V2       V2 
und  auf  eine  Hyperbel 

c2  c2 


=  1 


2+V2       V2 

führt,  welche  beide  mit  der  Lemniskate  confocal  sind.  Beide  schnei- 
den sich  auf  dem  Focalkreiso  vom  Radius  e  in  der  Asymptote  der 
Lemniskate  (gleichseitigen  Hyperbel).  Sie  sind  der  geometrische  Ort 
der  Gentra  aller  clurch  O  hindurch  gehenden  Kreise,  welche  auf  der 
Lemniskate  Bogen  constanter  Summe  begrenzen. 


§  15. 

Die  elliptischen  Integralfunctionen  der  Lemniskate. 

Wir  werden  hier   die  Formeln  benutzen,  welche  wir  in  unserer 
Abhandlung  über  diese  Functionen  entwickelt  haben. 

Die  nachstehende  werden  wir  besonders  benutzen,   da  sie  die 
einfachste  ist. 

Es  liege  vor  die  Gleichung 
mit  derselben  ist  verbunden  die  Function 
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2x 

Wir  weDdoD  sie  an  auf  die  Gleicbnag  der  Geraden  für  tg  q> 

tg  9>*  (A*  +  2c*  cos  t2)  —  2c2  sin  2t  tg  <)p»  +  2(ä2  -  c^  cos  2t)  tg  92 

+2c2sin2Ttg<p-f  ä2  — 2c»8inT«  —0 
and  finden 

^ ;^ 


±i<^-2+Ä2-<?2  8inT2 

Geht  die  Gerade  durch  einen  Brennpunkt,  so  ist 

Ä  —  csiu  T 
und  für  das  untere  Zeichen  wird  k^  —  2,  also  die  Integralfunction  zu 


J    Vcos2a> 


ycos29 
welche  Lemniskatenbogen  darstellt    Aus  der  Relation 

40)  tti+tt4  +  U3  +  U4=.2/(: 

ergibt  sich  demnach  der  Satz,  dass  jede  Gerade  durch  den  Brenn- 
punkt einer  Lemniskate  vier  Bogen  abschneidet,  deren  Summe  der 
halben  Lemniskate  gleich  ist. 

u^  nnd  tt,  mflssen  von  dem  einen  Scheitel  •\-a^v^  und  u«  von  dem 
andern  —  a  an  gerechnet  werden. 

Wir  können  diesem  Satze  eine  weitere  Ausdehnung  auf  den  Kreis 
ond  die  Lemniskate  geben. 

Die  entsprechende  Gleichung  haben  wir  schon  früher  aufgestellt, 
sie  ist 

41)  ((ja8-««-a2)2+4Ä2a2  8in«2)tg9*+4Ä2a28in2atg<p» 
+ (2(Ä«  —  *2)  —  2a* + 4ä2  a2  cos  2a)  tg  9«  —  4ä2  «2  gin  2«  tg  9 
+  (Ä«-*2^a«)«-4Ä2a2cosa«  -  0 

Die  Rechnung  wird  dadurch  sehr  erleichtert,  dass  die  Grösse 
unter  dem  Wurzelzeichen  des  Modulus  ein  vollständiges  Quadrat  ist 
Wir  setzen  wieder 


Arck.  d.  lUth.  v.  Phy«.    2.  Keih«,  T.  VIU. 
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ife»  —  2    also    Ar'«  —    •  1 
nnd  erhalten  die  Bedingung 

oder 

42,     (ig'— *^)^  ^  2  Ä2co8  2a-^4.VÄ*-2c»Ä«cos2a+<?* 
Schreiben  wir  wie  früher 

Ä*'-2cai22coB2a+ö*  —  ^ 

als  Gleichnng  einer  Cassinischen  Curve,  so  wird  das  letzte  Resoltat  in 

43)  (Ä«— #2)2  -  Ä*  -  (^-  ga^« 
umgewandelt 

Mit  jeder  beliebigen  Lage  des  Kreiscentrums  ist  also  ein  be- 
stimmter Radius  9  verknüpft,  und  der  Kreis  schneidet  die  Lemnis- 
kate  in  Funkten,  deren  entsprechende  Bogen  in  der  Relation 

zu  einander  stehen.  Die  Bogen  sind  wieder  zu  zweien  von  den  ent- 
sprechenden Scheiteln  an  gerechnet.  Rechnet  man  sie  vom  Mittel- 
punkt der  Lomniskate  aus,  so  ist  der  grösste  Bogen  gleich  der  Summe 
der  ttbrigen  oder  u^  =^  u^-^-u^-^-u^^  wo  die  Zahlen  auch  die  Qua- 
dranten bezeichnen.  Der  geometrische  Ort  aller  Kreiscentra  kann 
auch  eine  Cassinische  Curve  sein,  und  man  bemerke  wol,  dass  der 
Ausdruck  tß  —  ^  oder  ^—iß  für  solche  eine  geometrische  Bedeu- 
tung hat. 

Demnach  folgt  für 

aus 

die  Relation 

44)  #2  =  ^2^//?*— &* 

Sehr  einfach  wird  die  Formel  für  «2^  wenn  der  geometrische  Ort 

der  Kreiscentra  die  Lemniskate  selbst  ist,   alsdann  ist  c^q  und 

demnach  &  —  0.    Daher  ist 

#2  —  2^2 

und  sehr  leicht  zu  construiren. 
Daher  erhält  man  den  Satz: 
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Jeder  Kreis,  dessen  Centram  r(<p)  auf  der  Lemniskate  liegt  nnd 
einen  Halbmesser 

bat,  Bcbneidet  die  Carve  in  4  Punkten,  welchen  Bogen  entsprechen, 
deren  grösster,  vom  Mittelpunkt  der  Lemniskate  an  gerechneter 
gleich  der  Summe  der  übrigen  ist,  nämlich 

wobei  wieder  die  Indices  die  entsprechenden  Quadranten  bezeichnen. 

Es  yerdient  bemerkt  zu  werden,  dass  noch  eine  Relation  zwischen 
den  Radienvectoren  r  der  bezüglichen  durch  den  Kreis  getroffenen 
Lemniskatenpunkte  besteht,  welche  genau  deijenigen  entspricht, 
weiche  wir  für  die^  Gerade  durch  den  Brennpunkt  schon  früher  ent- 
wickelt haben. 

Wie  wir  bewiesen,  ist  mit  jeder  Gleichung  4.  Grades 

x^  —  ax^+b^^  -  ex-\-d  —  0 
die  Relation  

jc  Vflj  ■  Ä  «  0 

verknüpft,  so  dass 

ist,  wenn  A  —  0  wird.    Die  Bedingung  ist  nun  hierfür 

Ad 


(f-y- 


Wir  wenden  nun  diese  Relation  auf  die   in   83)    gegebene    Co- 
flinnsgleichung  an,  in  welcher 

cos  2^  -«  "2 

iBti  aber  in  dem  Sinne,  dass  wir  die  reciproken  Wurzeln  als  x  in 
obige  Formel  einführen.    Die  Relation 

führt  nun  zu  derselben  Bedingungsgleichung  42),  welche   ausdrückt, 
daas 

ist.    Die  Rechnungen  übergehen  wir,  da  dieselben  keine  Schwierig- 
keiten verursachen. 

Anch  die  auf  die  Additionstbeoreme  gegründeten  Formeln 

4* 
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sin  f Vi  ±  «r«) 
"'sin(ys±<P4) 

lassen 

eine 

Anwendung  zu.    Da 

i  nämlich 

—  281119.»-- 
a 

ist,  so 

gehe 

n  aus  der  Relation  die  neaen 

♦•«±»•4 

sin(<p,:f  (p,) 
8in(y3±V4) 

45) 

Bin(<;p,±qP4) 

nT*-4 

«■l±''8 

8in(<pi3pyj 
sin(9«±Vs) 

hervor.  Diese  Formeln  gelten  fOr  die  Lage  des  Kreises,  in  welchem 
2  Schnittpunkte  r^r^  im  il.  und  4. Quadranten  (r^  >>  r4)  sich  befinden, 
r,  und  r^  bez.  im  3.  und  2.  Quadranten  liegen.  Fttr  eine  veränderte 
Lage  muss  auf  die  Vorzeichen  von  ^  Rücksicht  genommen  werden. 

Für  die  Brennpunktsgerade  bestehen  analoge  Ausdrucke ,  deren 
Untersuchung  sehr  interessant  ist. 

Auch  die  ttbrigen  Integralfunctioneu  können  erfolgreich  auf  ana- 
loge Verhältnisse  übertragen  werden. 


§  16. 

Die  Gleichung  des  Kreises  für  tg  q>  kann  auch  zur  Bildung  einer 
neuen  Integralfunction  verwandt  werden,  wenn  wir  die  sin  2a,  cos  2a 
als  Variabele  betrachten  und  nach  früher  gegebenen  Methoden  ope- 
riren.    Die  Rechnungen  führen  zunächst  auf  das  Differential 


2a2iE«(iltg9«  +  i/?  ^2^2«.  ji32  -.  ^J3tg<;p«  —  (2il+il2}  tgy* 
worin 

AAB  -  C« 

Auf  die  geeignete  Form  gebracht,  resultirt  bei  Weglassung  des 
Factors 
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46) 

£   C  ^^^ 

Um  dies  lutegral  anf  die  Normalform  zu  bringen,  fahren  wir 

I  /(Ää*—^  — «2)2^4^2  i22 

*^  ""  8a2Ä« 

ein,  und  man  erhält  die  Function 

47)   r      ^y^       +  /"      ^y«    ^  I  jT      ^y» 
+  r      ^y^       « /^      ^y 

t/   Vi  — *a8iny4a     t/    Vi— Jfc2Bi„y2 

in  welcher  die  Constante  ein  Integral  ist 

Zn  bemerken  ist  der  Fall  B,^  t^  wonach  der  Kreis  durch  den 
Anfangspunkt  O  geht.    Es  wird 

COB]f  -» tg9 

und  jetzt  wird  y  zum  Scheitelwinkel,  der  dem  Punkte  r(9)  entspricht 

welche  Formeln  man  mit  früheren  vergleichen  möge. 

Werden  in  dem  Hauptintegral  noch  gewisse  Grössen  gleich  null 
gesetzt,  so  resultiren  entsprechende  Integrale,  die  in  einfachem  Fällen 
integrirt  werden  können  und  neue  Beziehungen  zu  Tage  fördern. 

Analoge  Functionen  lassen  sich  aus  der  Gleichung  für  \%\% 
gewinnen.    Sie  ist 

48)    ^tgi«*+2^Äsinatgie»+{2^(>— c)  — Ä»cos2Ä)tgje? 
+  2Ä(^-c)sin«tgj©+(^-c)2— 2Ä«cosa?  —  0 

^ 2^ 

Hierin  betrachten  wir  sina  als  variabel  und  erhalten 
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(^^+d=2^*)_c 


Snbstitairen  wir 

tgi^+  2g«        -  =  ^C08» 


g3  +  (Ä  +  .)» 

SO  erscheint  die  Normalform 


50)     /"  ^»'       -4-/"  ^^«       -^+r  — 

t/   Vi  — ÄÄsiin^i»  \/    yi-.ifc«8in^,2^v/   Vi 


<^y» 


+/yd 


ikSBin^s' 


A*8ill^4' 


=  C 


2^3 
cos 2^  -  E2^^^2Rscos2fi, 


Wie  Torbin  können  fOr  die  Consianten  des  Hauptintc^grals  Mo- 
dificationen  eingeführt  werden,  welche  nene  Relationen  herrormfen. 

Entwickelt  man  die  Formel  für  die  Winkelsamme,  so  erhält  man 

Der  Ausdruck  zur  rechten  hat  einen  leicht  angebbaren  Wert,  es 
ist  nämlich  9  der  Winkel,  welchen  die  vom  Ereiscentrum  Ji\a)  nach 
den  Brennpunkten  gezogenen  Leitstrahlen  mit  einander  einschliessen. 

Daher  ist 

welche  Formel  nicht  nur  für  die  Lemniskate,  sondern  auch,  wie  leicht 
zu  beweisen  ist,  für  alle  Cassiuiscbcn  Cnrven  gilt.  Die  Summe  £fi 
ist  überhaupt  constant,  wenn  die  Kreiscentra  auf  einem  die  Brenn- 
punkte enthaltenden  Kreise  liegen. 

Wir  wollen  noch  für  die  Cassinischen  Linien  die  Gerade  durch 
den  Brennpunkt  einer  Untersuchung  unterwerfen.  Ihre  Neigung  zur 
Achse  sei  t.    Man  hat 

tg}8*— 2cotTtgJ8»+^(l4-cotT2)tgiea_2cotTtgi©  — 1=0 
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Wir  Dehmen  cotr  als  Yariabele  an  und  bestimmen  die  entspre- 
de  iDtogralfiinction 

velche  wir  mittelst  der  BeUtion 

traarforBuren.     Hieria  ist  y  der  Scheitelwinkel,   welcher  ans  ans 
Hherem  Mhon  bekannt  ist    Die  Fanction  rereinfiacht  rieh  dann  zn 


r     *n  _  _,.  r     dn      ^  r    du 


W) 

^cosr,» 


'fv^ 


—  c 


74  cosy*' 

Der  eingefobrte  Scheitelwinkel  y  besitzt  demnach  flUr  die  Trans- 
fennationen  dieser  Integrale  bedeutenden  Wert 

HioaichtJich  der  weitem  Anwendung  >der  elliptischen  Integral- 
IsBctionen  erinnern  wir  daran,  dass  zwischen  den  Cnrven  dritten  nnd 
vierten  Grades  nnd  der  Lemniskate  eine  merkwürdige  Verwandtschaft 
besteht,  welche  sich  anf  die  Theorie  der  Invarianten  dieser  Curven 
grttndety  nnd  welche  wir  schon  früher  einer  dynamischen  Interpreta- 
tion unterworfen  haben. 


S  17. 

Conforme  Abbildungen  lemniskatischer  Curven. 

Die  Lemniskate  gibt  Veranlassung  zur  Aufstellung  einer  merk- 
wflrdigen  Cnrve,  welche  durch  die  Leichtigkeit,  mit  welcher  sie  sich 
in  die  Theorie  der  conformen  Abbildungen  einführt,  einiger  Auf- 
nerksamkeit  wert  erscheint  Sie  charakterisirt  sich  durch  die  Glei- 
cknng 

53)  y  —  log  (yr+"cös»*+ cos  x) 

oder  nach  durch 
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«y  —  Vi  +  COS  a;*4"  COS  x 

54)  

e-ff  =  •/!-{-  cos  x^  —  cos  aj 

Yon  welcher  wir  zeigen  wollen',  dass  sie  für  die  Theorie  der  isogo- 
nalen Verwandtschaft  eine  gewisse  Bedentang  besitzt.  Die  Carre, 
welche  unge&hr  einer  Wellenlinie  ähnlich  ist,  zeichnet  sich  darch 
besondere  Eigenschaften  ans. 

Aus  den  letzten  beiden  Darstellnngon  folgen 
cos«  -»  ii^—e-ff) 
Vi -f  cos«»«-  i(e»+e-y) 
Da  aber  bekanntlich 

siniy  —  » — ^ — 

so  erhalten  wir  ( ine  einfache  Relation 

sintx  •»  »coso; 

55)  

C08»V  ""   Vi  +  COS«* 

Der  Differentialqnotient  ist 

dy  sin« 

^  ""  ~"  yr+cösö* 

und  die  Rectification  der  Cnrve  führt  auf 

dx 


=/ 


Vl-isin«« 

welcher  Ausdruck  mit  dem  Integral  des  Lemniskatenbogens  über- 
einstimmt, wenn  a;  »  J6  gesetzt  wird. 

e  ist  bekenntlich  der  Focal Winkel,  welchen  2  Leitstrahlen  p^  p' 
Tom  Punkte  r{(p)  nach  den  Brennpunkten  ±,1  mit  einander  bilden. 

Daher  ist  auch 
56)  P  =  ^,       p'  —  «"^,       M>'  —  1 

Bevor  wir  nun  die  eigentliche  Bedeutung  der  Curve  entwickeln, 
halten  wir  es  für  nützlich,  den  oben  gegebenen  Relationen  eine  ein- 
fache physikalische  Grundlage  zu  geben. 

Wir  nehmen  an,  in  einem  Bogen  der  Lemniskate  befilnde  sich 
eine  leuchtende  Materie,  die  nach  bekanntem  Gesetz  eine  kleine  im 
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Mittelpunkt  der  LemDiskate  sich  befindende  Engel  in  einer  gewissen 
ßtftrke  beleuchtet.  Um  den  Lichtbetrag  oder  die  Stärke  dieser  Be^ 
leuchtung  zu  bestimmen,  haben  wir  zunächst  das  Bogendifferential 
da  durch  r*  zu  dividiren  und  mit  dem  cos  des  Ansstrahluugswinkels 
3^  zu  mnitipliciren.    Der  Ausdruck  würde  sein,  wenn 

ifc  —  2o  =  2 
gesetzt  wird, 

/ds 
k  -^  cos27    oder    J  ^  t 

weil 

r*  =  a*cos29 

ist;  daher  folgt,  dass  die  Stärke  der  Beleuchtung  in  proportionalem 
Yerhältnlss  mit  dem  Bogen  wächst 

Wir  nehmen  ferner  an,  dass  im  Mittelpunkt  O  eine  kleine  in 
der  X  Achse  sich  befindende  Fläche  yon  einem  Bogen  der  Cnrve  in 
obigem  ISnne  beleuchtet  sei. 

Jetzt  tritt  der  Unterschied  ein,  dass  das  letzte  Integral  noch 
mit  singp  multiplicirt  werden  muss,  so  dass  die  Stärke  der  Beleuch- 
tang  durch 

h  I  -^coB2^sin^ 


und  wegen 
durch 


d.-  "^ 


-/; 


y  cos  2^ 
cos29> 


%i\ifpdq> 


r«Vcos29» 
definirt  ist.    Das  Integral  ist  leicht  zu  erhalten,  man  findet 

J=  —  j  ^ logC/l  +  cos«*  +  cos x) 4- Const. 

Wir  setzen 

Ä  «  2<?  =  2 

und  beachten,  dass  «/für  «  =  0  verschwindet. 

Unter  Berttcksichtigung  der  eingeführten  Cnrye  hat  man  also 

worin  k  die  Maximalordinate  der  Cnrve  im  Punkte  «  —  0  bezeichnet. 

Die  Beleuchtungsstärke  wächst  also  jetzt  proportional  der  ent- 
sprechenden Ordinate  der  lemniskatischen  Cnrve 

Sinuc  =  icos« 
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Endlich  betrachten  wir  noch  die  Wirknng  des  leuchtenden  Bo- 
gens  auf  eine  kleine  im  Mittelpunkt  der  Lemniskate  sich  befindende 
und  in  der  F- Achse  liegende  Flftche. 


Das  Integral  wird  jetzt 

wobei  wir 

-'/? 

cos  29  cos 

9 

berflcksichtigen  mflssen. 

C082^  — 

COSi€r« 

Das  Endresultat  ist 
oder 

J= 

59) 

J  = 

*^ 

In  diesem  Falle  wächst  die  Beleuchtung  proportional  mit  der 
Abscisse  der  Cunre 

siniv  >»  »cosoB 

wobei  wir  hinsichtlich  des  1.  Falls  daran  erinnern,  dass  die  Lem- 
niskate mit  der  ihr  verwandton  gleiche  Rectificationsvorhältnisse  be- 
besitzt,  so  dass  die  eine  Curve  für  die  andere  genommen  werden 
kann.  Sie  kann  also  als  eine  modificirto  Lemniskate  betrachtet 
werden,  deren  Gleichung 

©iny  —  cos« 

ist.  Umschreibt  ein  Punkt  die  Lemniskate  in  gleichförmiger  Bewegung, 
so  durchwandert  in  entsprechend  constanter  Bewegung  der  analoge 
Punkt  die  verwandte  Curve  in  ununterbrochenem  Zuge  und  befindea 
sich  beide  in  periodischer  Wiederkehr  bald  auf  der  positiven,  bald 
auf  der  negativen  Seite  der  Curve. 

Da  die  Curve  in  unendlichem  Zuge  verläuft,  konnte  man  sie 
Zuglinie  oder  Tractrix  der  Lemniskate,  oder  auch  kurz  Lemniskatrix 
nennen,  wenn  man  letztere  Benennung  gelten  lassen  will. 

Die  Quadratur  derselben  ist  leicht  durchführbar,  wenn  man  die 
Reihe 

1     /,/T-i i  I  V  .cobab'  ,   1.3   cos«» 

log(Vl  +  cosaj*+cos«)  —  cosx  — j-ö l"2~4*~li '  •  • 

benutzt.    Die  Fläche  ist  demnach 
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/Pf  ,  C08X»    .1.3    COS»*         \ 

0 

oad  fuhrt  auf  die  interessante  Reihe 

Yergl.  Jahrb.  Ob.  d.  Fortschr.  d.  Math.  XY.  229.  Catalan. 

S  18. 

I. 

Schon  an  der  Form  der  Oieichnng 

WBLvy  =  scosos 
ist  unmittelbar  zn  erkennen,  dass  die  Carve  in  einfachster  Weise 
anf  Abbildnngsanfgaben ,  oder  auf  Functionen  complexen  Arguments 
anwendbar  ist,  daher  wollen  wir  sie  jetzt  in  diesem  Sinne  unter- 
suchen. 

In  der  2^hlenebene  ist  ein  beliebiger  Punkt  »  durch  os-f-^y  de- 
finirt.  Bilden  wir  eine  Function  von  z^  so  entspricht  jedem  Punkte 
•  ein  Ton  der  Function  abhängiger  conformer  Punkt  in  der  Abbil- 
dungsebene Z,  Beschreibt  z  in  der  ersten  Ebene  eine  gewisse  Curve, 
so  wird  in  der  Functionalebene  der  entsprechende  ebenfalls  eine 
Gurre  beschreiben,  deren  Bildungsgesetz  von  der  Art  der  Function 
und  andern  Verhältnissen  abhängt.  So  fahrt  bekanntlich  die  Ab- 
bildung von  sin  (a; -f- ty),  cos(«4~^y)  ^^^  confocale  Kegelschnitte,  wenn 
s  oder  y  als  constant  betrachtet  wird.  Wir  werden  in  unserm  Falle 
aber  x  und  y  als  veränderlich  ansehen  und  annehmen,  dass  sie  Goor- 
dinaten  der  Lemniskatrix  seien.  Wir  zeichnen  also  in  der  n  Ebene 
diese  Gurve  ein  und  versuchen,  die  conformen  Abbildungen  derselben 
fllr  alle  möglichen  Functionen  darzustellen.  Dabei  bemerken  wir, 
dass  die  beiden  Relationen 

sinijy  =  »cosfl; 
sin  iy  =  Vl  +  cösx* 
fär  alle  Fälle  massgebend  sind. 

Als  Function  complexen  Arguments  wählen  wir  zuerst 

CQ%{x'\-iy)  -»  cos a; cos »^-|- sin«  sini^ 
Die  obigen  Relationen  hierin  eingeführt,  geben 
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jr+»r— "  C06ajVl-(-  C08x'-f-Bina;C08a;.t 
also  

X  =  COSxVl  +  C08X* 

y— siua;C08« 
Man  findet 

jr«+y«  —  2coßa;« 

JT«-  r«  —  2 cos»* 
also 

61)  (x^+  r«)«  =  2(jr«  —  r«) 

woraus  das  interessante  Resultat  sich  ergibt,  dass  für  die  eingeführte 
Function  die  Abbildung  der  Lemniskatrix  die  ursprüngliche  Lemnis- 
kate  mit  den  Brennpunkten  ±1  ist. 

Man  kann  sie  mit  den  oben  genannten  Kegelschnitten  in  ein« 
fachen  Zusammenhang  bringen,  indem  wir  an  bekannte  Sätze  er- 
innern: 

Den  Linien 

«  —  ai2nJj 

in  der  »  £bene  entspricht  in  der  Z  Ebene  die  Hyperbel 

JT»         y« 


cosa*      sina* 


=  1 


Daher  sind  die  Halbachsen  durch 

A'  ==  cos  ^6  -"  coso;,    B'  »  sin« 

und  demnach  a  durch  ^B  oder  den  halben  Focalwinkel  der  Lemnis- 
kate  bezeichnet. 

Ferner  entspricht  den  Linien 

y  :^  -f"  y 

die  Ellipse 

deren  Halbachsen 

Ä  —  Vi  +  cos»*,    Jö  —  cosa; 

sind.    Beachten  wir 

cos«  —  cos  16  —  VeoB^ip 
so  sind  die  Cnrven  durch 

^  2  cos  9*  '    cos  29  **    '  cos  2<p      2  cos  9*  "" 
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bestimmt.  Daher  folgt:  Der  geometrische  Ort  der  Darchschnitts- 
punkte  der  Yorstehenden  confocalen  Kegelschnitte  ist  eine  confocale 
Lemniskate,  deren  Schnittpankte  die  Polarwiukel  fp  and  die  Focal- 
winkel  ^  haben. 

Femer:  Bewegt  sich  der  0  Punkt  eines  rechtwinkeligen  Achsen- 
kreozes  in  parallelen  Lagen  des  letztern  mit  den  Achsen  auf  der 
Lemniskatrix ,  so  entspricht  in  der  Z  Ebene  dieser  Bewegung  unter 
Yoraossetzung  der  obigen  Function  die  Wanderung  veränderlicher 
confocaler  Kegelschnitte,  deren  Durchschnittspunkte  eine  Lemniskate 
beschreiben. 

Wir  entwickeln  den  Differentialqnotienten 


dY  _        ,       cos2a;yi  +cosg* 
^jr— tgt  —    sinx(l+2cosx») 

und  da  fQr  die  Lemniskate 

sin« 

tax  — ■7^==== 

Vl+cosx« 

woraus 

^^  ""1  +  cos»« 
so  folgt 

^      ^     ,       2cOBa:«— 1 
^"^^°2cosa:»  +  l 

Die  Elimination  von  cosar  ergibt 

^^  3tg»-tgT» 

also  ist 

COtT'  —  tgSt 

T'  — 90<>  — 3t 
und  weil 

t'  -  900—39 
folgt 

Daher  ist  der  Tangentenwinkel  t  der  Lemniskatrix  gleich  dem  ent- 
sprechenden Polarwinkel  der  Fnnctionalcurve  in  den  Punkten,  deren 
Bogen  einander  gleich  sind.  Hinsichtlich  des  Abgeleiteten  bemerke 
man  den  DiiTerentialquotienten  von  Z  =  cos«,  er  ist 

^  -  cos  (900  _  2^)+ .'sin  (90^-  2^) 

woraus  unmittelbar  das  Yergrösserungsverhältniss  —  1  beider  Curven 
nebst  der  Lage  der  Taugeuten  ihrer  conformeu  Puukte  sich  ergibt. 
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n. 

Wir  bilden  jetzt  die  Function  sin(a;-|-'^^)  ^^^ 
Die  Entwickelangen  geben  für  Z  —  sin » 

X-f » F  —  sin»  Vi  -|-  cos  «*+  C03»* » 
X  —  Bin  «Vi  -}-  cos  X* 
F—  cos«* 
Daraas  folgt 

64)  Jr«  +  F»  -  l 

Daher  ist  die  conforme  Abbildung  unserer  Carve  der  Einheitskreis. 

Der  Differentialquotient  ist 

dZ 

-r-  —  r(cosy-t"»8iBy) 

wo  r(9)  die  entsprechenden  Polarcoordinaten  des  Lemniskatenpunktes 
sind,  wonach  das  Vergrösserungsverhältniss  1 :  r  ist. 

Wir  wollen  dieses  Ergebniss  in  dynamischem  Sinne  verwerten, 
indem  wir  die  Bewegnngsverhältnisse  in  beiden  Curven  discutiren. 
Dabei  nehmen  wir  die  Bewegung  in  der  Lemniskate  und  verwandten 
Curve  als  gleichförmig  an. 

Wir  differentiiren  X  und  F  nach  der  Zeit  t 

dX  2co8g^       dx       dY       2cosa;*  sin o?  dg 

^  ""  Vi  +  cosx»    ^'       "^  ""  yr^  sin  ar«  ^ 
und  setzen 

Ci)'+(f)"- 

worin  v  die  gesuchte  Geschwindigkeit  im  Kreise  r  =  1  ist ,   welche 
der  gleichförmigen 

d9 

in  der  Lemniskate  entspricht. 

Nun  ist  aber 

ds ^^^ 


Vi  +  cos«« 
also 

d»_  V2  ^ 

dt"  ^'^  yr-f  cos«*  ''^ 
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Daher  kann  man  -^  dorch 

at 

Termittelst 

in  den  obigen  Formeln  fttr  v'  ersetzen ,  nnd  fährt  man  diese  Rech- 
nungen durch,  so  erhftlt  man 

«  —  «0  Vl-j-  co82aj  ä=  «0  V2 cos  X 
Erinnert  man  sich  aber,  dass 


cosa;  = 

cosia- 

r 
a 

r 
"■cV2 

ist,  so 

folgt 

wegen 

c-*l 

65) 

v=sv^^r 

oder 

wie  es  sein  mnss. 

r  ist  der  Radinsvector  des  entsprechenden  Lemniskatenpnnktes. 

Der  gleichförmigen  Bewegung  in  der  Lemniskate  entspricht  also 
eine  gewisse  beschleunigende  Bewegung  im  Focalkreise,  welche  dem 
Radiusvector  r  in  der  erstem  proportional  ist. 

Nun  können  wir  aber  nachweisen,  dass  diese  Bewegung  mit  der 
eines  schweren  Punktes  im  Halbkreise  r  —  1  identisch  ist. 

Bezeichnen  wir  den  Elongationswinkel  mit  2^,  so  fahren  die 
mechanischen  Principien  auf  das  Zeitintegral 


=/i 


d2y 


y2ycos29> 
also  auf 

wahrend  die  Geschwindigkeit  durch 


V  —  y2ycos2^ 
und  also  in  Uebereinstimmung  mit  dem  Obigen  durch 

v=  Vgr 
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auBgedrflckt  wird.    Die  constante  Geschwindigkeit  in  der  Lemniskate 
ist  demnach  Vg. 

Man  bemerke  noch  die  ans  der  Relation 

Y  ==  cos  «•  =  cos  2y 

hervorgehende  fernere  Uebereinstimmnng  mit  dem  Abgeleiteten. 

Vielleicht  dOrfte   folgende  Entwicklung   als  Beweis   des  eben 
Mitgeteilten  nicht  Oberflüssig  sein: 

Der  Lemniskatenbogen  wird  durch  das  Integral 

adq> 


-A 


dargestellt.    Wir  differentüren  es  nach  der  Zeit  i  und  finden 
ds  a         dq> 

Eine  nochmalige  Difierentiation  fahrt  auf  das  Resultat 

66)  0+^*8in2y-O 

welches  die  bekannte  Differentialgleichung  der  Bewegung  eines  schweren 
Punktes  im  verticaleu  Kreis  ist. 


III. 
Wir  legen  jetzt  die  Function  tg(a;+^V)  zu  Grunde. 
Hierfür  besteht  zunächst 

^'^'^  ■"  cos2x+l(«2y-f  «-M 
ferner 

|(e2jf4.e-2jf)-.l+2c08fl!» 
u.  s.  w.,  also 

57)  F«  -  X«  -  i 

Die  vorliegende  Function  bildet  demnach  die  Lemniskatrix  als 
gleichseitige  Hyperbel  mit  den  Brennpunkten  ±1  ab. 

Wenn  also  der  Schnittpunkt  zweier  senkrecht  auf  einander  ste- 
henden, den  Achsen  bez.  parallelen  Geraden   eine  Lemniskatrix  be- 
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schreibt,  so  wandern  in  der  ^Ebene  die  Durchschnitte  der  jenen 
Parallelen  entsprechenden  yariabelen  Kreise  anf  einer  gleichseitigen 
Hyperbel  mit  der  Geschwindigkeit 

Das  letzte  Resultat  kann  direct  oder  auch  aus  dem  absoluten 
Betrage  des  Differentialquotienten  hergeleitet  werden. 

Die  Abbildung  tgüx+i^)  fahrt  anf  den  Kreis 

68)  jr«+(r+l)«-.2 

Interessant  ist  die  conforme  Abbildung  der  Gnrve  fQr  die  Function 

logsin(ir+Hr)  ""  log  (sin  o;  Vi  -|-  cos  s*  +  cos««») 
Wir  haben  hier 

Z{u+»ti) « llog(u«+i;«)  +  .arctg- 


V 

aanwenden.    Das  Resultat  ist 


jr-0 

^  ^  cos«* 

r—  arctg- 


sin«yi  +  C08a;* 
also 

G9)  r-J-2y 

Da  X  Terschwindet,  so  entspricht  der  gleichmässigen  Bewegung 
in  der  Lemniskatrix  eine  Art  oscillirender  Bewegung  in  der  F- Achse 

um  eine  Oleichgewichtslage  ^ 

Um  die  Geschwindigkeit  in  den  yerschiedenen  Phasen  su  be- 
recbnen,  differentiiren  wir  T  nach  t 

dY  ^dq> 

dt        ^  ^  di 

Da  aber 

dt  ^2  d^ 

''^''di^r   dt 
Ist,  so  folgt 

oder  die  Geschwindigkeit  der  oscillirenden  Bewegung  ist  direct  pro- 
portional  dem  Radiusvector  der  Lemniskate  im  conformen  Punkte. 

Die  Abbildung  log  tg|(fl;4"»y)  ist  bemerkenswert  wegen  der  Con- 
gruenz  beider  Gurven. 

Ank.  dL  lUtli.  tt.  Phyt.    2.  lUili«.  T.  YIU.  5 
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IV. 

Eine  allgemeinere  Betrachtung  zeigt,  dass  die  oben  aufgestellten 
Relationen  und  Sätze  nur  spocielle  Resultate  sind,  die  leicht  auf 
alle  Lemniskaten  erweitert  werden  können. 

Anstatt  der  einfachen  Function  co8(a;-|-»y)  führen  wir  jetzt  ein 
cos{x+iy)''  —  X+»r  «  ÄCcos-^  +  tsinV). 

Man  findet 

1 

COS  a;  y  1  +  cos  «'  =•  Ä^  cos  - 

1 

-   .   ^ 

sinx  — Ä'^sin- 

n 

woraus 


70)  Ä»  — 2«cos*«- 


n 


folgt  und  eine  Curve  höherer  Ordnung  vorstellt,  wenn  n  >»  2  ist 

Ist  n  =«  1 ,   so  erhalten  wir  eine  Lemniskate.    Fttr  n  —  2  wird 
die  Gurve  ein  Kreis 

ff  «  2cos  yr 

2 

Setzen  wir  -  statt  n,  so  folgt  die  Curve 

Ä~  —  2cosny' 

2 
welche  für  n  =  ö  in  die  Fusspunktcurve  der  Lemniskate  übergeht. 

Wird  n  negativ  —  n  gesetzt,  so  erscheint  das  Curvensystem. 
Ä»»cosn9  «  2    (s.  Schlussnote.) 
welches  fttr  n  »  2  in  eine  gleichseitige  Hyperbel  übergeht. 

Die  Abbildung  der  Curve   für   sinCflc+^y)"   führt  merkwürdiger 
Weise  für  alle  n  auf  den  Einheitskreis^  wie  man  leicht  findet. 

Die  Uebertragung  der  durch  tg(a;-f-^^)**  vermittelteren  Function 
führt  auf  die  Curve 

2 

2<p 


ijn  cos -^ ^ 

2 

von  tgCic+ty)**  auf 

2 

von  tg(k  +  ty)      n   auf 

R**COSng>  —  — i 
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22*  —  — 2cOSn^ 

wfthrend  die  Abbildnog  tgi(x-|>ty)=t'*  die  Carve 

71)  i^+Srsinny  — ^ 

liefert,  welche  fOr  n  »  +2  in  die  Cassinische  Linie  flbergeht. 

Analog   aberträgt    sich    die   Lemniskatrix   bei  Einführung   der 
Function  co%^{x-^iy)\  aaf  die  Cnrve 

B^  —  2B^C0%nq>  =3 
1 
und  der  Function  {x-^-iy)^  entspricht  die  Abbildung 

72)  sin  lE^  sin  n^p  =^  iR^  cos nq) 
welche  fQr  n  «*  1  in  die  Lemniskatrix,  für  n  —  2  in 

COS(««  — y^J  =  ^(«2^1^  — «-2*jf) 

flbergeht.     In  analoger  Weise   lassen   sich   die  Functionen   aresin, 
cos,  tang  verwerten,  worauf  wir  hier  nicht  weiter  eingehen. 

Erwähnt  möge  noch  werden,  dass  die  allgemeinere  Form 
sixkty  =  riicosx 

in  ähnlicher  Art   wie  vorhin   diskutirt  werden  kann,   und   dass  die 
Recüfication  dieser  Curve 

73)  y  -  log j^r-^ 

auf  das  elliptische  Integral 

/€ix  
yf-  k^Binx* 
ffthrt. 


Die  allgemeinste  auf  die  Eigenschaften  der  Cassinischen  Linien 
basirte  Cnrve  ist  nun  die,  deren  Gleichung  durch 

74)  y  =  log  (VA^  +  cosa;«  +  Vä»— sin««) 

charakterisirt  ist  und  die  Lemniskatrix  als  specicllen  Fall  enthält. 
Sie  kann  auch 


5* 
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76) 


8in»y  —  y**  — Bin«*» 

geschrieben  werden  and  hat  die  merkwürdige  Eigenschaft,  dass  die 
Rectification  dieser  Curve  genau  auf  dasselbe  Integral  fUirt,  welches 
bei  der  Cassinischen  Linie  auftritt. 

Daher  sind  die  vorhin  gegebenen  Auseinandersetzungen  bei  der 
speciellen  Curve  einer  Uebertragung  auf  die  allgemeinere  (Uiig.  Der 
Differentialquotient  der  Curve  ist 

fl^__ sin«?  cos  g 

<*«""""  y(Ä«+a?«)(Ä«  — sin««) 
der  Bogen 

,   r\/  A«+cos2g  £ 

'^   J    y  (Ä«+cosx«)(A«— Binar«) '^^       *  ""  « 

Daher  ist  wieder  «  »  ^8  oder  dem  halben  Focalwinkel  gleich. 

Ist  der  entsprechende  Bogen  der  Cassinischen  Linie  8,  so  folgt 
nach  früherem 


76) 


8       fl« 


9        e 

Die  bezflglichen  Bogen  beider  Curven  stehen  in  constantem  Yerh&Itniss. 

Vermittelst  der  Function  cos(a;-f~*y)  verwandelt  sich  die  allge- 
meine Lemniskatriz  in 

VjA«+jr«±VjÄ«-  F«-.  1 

d.  i.  in  eine  Cassinische  Curve 

77)  (X^+  r«)«-2(X»-  F«)  -  Ä*  — 1 

mit  den  Brennpunkten  ±1.  Wie  frOher  ist  nun  leicht  der  Satz  ab- 
zuleiten ,  dass  der  geometrische  Ort  der  Schnittpunkte  der  conform 
veränderlichen  confocalen  Kegelschnitte 

A«+cosfl:«^  Ä«— Bin««  "" 
78) 

X* lL_i 

cosx«      sintB« 
eine  Cassinische  Linie  ist. 

Die  Abbildung  für  %m(x'\-iy)*^  führt  wiederum  auf  einen  Kreis 
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79)  -r«+r»-Ä**,  Ä=:A»   V  « t^oVÄ'+cosac 

vod  der  gleicbftrimgeii  Bewegung  «^  entspricht  die  conforme 

Die  Abbildung  ron  tg(0-|-*y)  gibt 

80)  Ä*(l— JiW2Ä«co82y  +  l==0 

1 
Allgemeiner  ist  die  Uebertragnng  von  co8(x-|-»y)'^  ^  dnrcb  die 
Gorre 

81)  (1  — Ä*)Ä*»— 2JP»cos2«f>— 1  -  0 
Termlttelt.    Bei  der  Abbildung  ton 

\ogmL(x+iy) 
ergibt  sich  nach  frftherem  analog 


82) 


r-arctg^^^^^j,_^ 


so  dass  auch  hier  eine  oscillirende  oder  periodische  Bewegung  auf- 
tritt, welche  der  gleichförmigen  in  der  Lemniskate  entspricht 


§19. 
Die  Jonoiden. 

Im  Anscbluss  an  das  Vorhergehende  wollen  wir,  aber  unabhängig 
Yon  der  Methode  des  Imaginairen  oder  der  conformen  Abbildung, 
nachweisen,  dass  der  Verwandtschaft  der  Gurven  eine  solche  der 
Bewegungen  zur  Seite  steht  Man  kann  n&mlich  die  Frage  auf- 
werfen, ob  es  möglich  sei,  bestimmte  Bewegungsverhältnisse  der  einen 
Cnrve  auf  eine  verwandte  andere  derart  zu  Übertragen,  dass  diese 
Verhältnisse  sich  in  Ort,  Zeit  und  Geschwindigkeit  gegenseitig  ent- 
sprechen. Diese  Curven,  welche  wir  Jonoiden  nennen  wollen,  haben 
in  so  fem  mit  dem  Hamilton'schen  Hodographen  einige  Aehn- 
lichkeit,  als  sie  in  ihren  BadieuTectoren  die  variabele  Geschwindig- 
keit des  Punktes  nach  Grösse,  nicht  aber  nach  Richtung  graphisch 
darstellen. 
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Dagegen  wird  der  Polarwinkel  dos  bewegten  Punktes  als  Focal- 
winkol  auftreten,  und  die  Aufgabe  demnach  dahin  bestimmt  sein,  eine 
Relation  zwischen  Ort  und  Geschwindigkeit  zu  finden,  welche  der 
entsprechenden  Uebertragung  fähig  ist 

Geometrisch  verhält  sich  die  Sache  nun  so: 

Von  den  beiden  Brennpunkten  +c  einer  noch  zu  suchenden 
Curve  ziehen  wir  nach  einem  Curvenpunkt  Leitstrahlen  der  Art, 
dass  sie  einen  Winkel  S  einschliessen,  welcher  dem  Polarwinkel  9 
der  Curve  r(0),  in  welcher  die  Bewegung  erfolgt,  'gleich  ist  Zu- 
gleich soll  der  Radiusvector  R,  welcher  den  Scheitelpunkt  des  Win- 
kels S  mit  dem  Anfangspunkt  verbindet,  der  Geschwindigkeit  v  in 
der  ersten  Curv&  gleich  sein.  R  habe  gegen  die  Achse  die  Neigung 
9>.    Geometrisch  ausgedrOckt,  heisst  die  Bedingung 

2Rc  sin  (p 
83) 


r{S)  —  Const 

Demnach  hat  man  in  den  Bewegungsgleichungen  stets  die  Ge* 
schwindigkeit  t;  —  i2  zu  setzen ,  ferner  aus  den  beiden  letzten  Rela- 
tionen den  Vcctor  r  zu  eliminiren  und  den  aus  der  Resultante  er- 
haltenen Polarwinkol  S  in  die  erste  Relation  zu  substituiren. 


1..     Die  Gcntralbewegung  u  -»  -| 

Wir  wollen  unter  diesen  Voraussetzungen  die  Jonoiden  der  pla- 
netarischen Bewegungen  oder  allgemeiner  die  der  Centralbewegung 

Ä« 
nach  Newton'schen  Gesetz  -^  zu  bestimmen  suchen. 

Die  Polargleichnng  derselben  ist 

P 


r  -• 


1  +  «C08  6 

Die  Geschwindigkeit 


-j^ 


*• »,  »-• 


Aus  der  letzten  Relation  folgt  vermöge  v^  R 

2u 

Ä«-  — (1-f  ecose)--A 
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Da  aber 

GOSCf  "■  • 


ist,  80  geht  die  vorletzte  Oleichang  Ober  in 

P  V  ^yjR*-2c«Ä«C082y+cV 
oder  in 

2«*e  Ä«— c« 


Ä«. 


(?-)- 


1>    yjB*— 2c*Ä«C0B2g»-|-c* 
Wir  fahren  ein 

alfo 


y^-h^vip) 


80  resaltirt 

84)  Ä*  — 2c«Ä«cos29+c*  -  ^^ 

nnd  man  kann  schon  jetzt  das  Resultat  aassprechen,  dass  die  Jono- 
iden  der  Gentralbewegnng  Cassinische  Cnrven  sind. 

Femer  wird  sich  zeigen,  dass  den  drei  Fällen  dieser  Bewegung 
in  Ellipsen,  Parabeln  und  Hyperbeln  die  ans  getrennten  Ovalen,  bez. 
die  Schleifenlemniskate  und  die  aus  einem  Ganzen  bestehenden  Cas- 
sinischen  Linien  entsprechen. 

Die  Unterscheidung  dieser  Fälle  beruht  auf  der  Untersuchung 

4  tt*  «*  ^ 

des  Ausdrucks  — jp- ,  der  entweder  —  c*  sein  kann. 

In  Folge  der  Bedeutung  von  c  haben  wir  also  die  BeUtion 

P    >  P 
geometrisch  zu  deuten. 

Es  ist  zunächst 

< 
2ue  ==  2f*  —  Äp 
> 
und  da 


so  ist 


a 
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nnd  wegen 
folgt  schliesdicli 


Diese  Beziehung  bezeichnet  aber  bekanntlich  die  Art  des  Kegel- 
schnitts, nnd  es  gilt  demnach  der  Satz,  dass  die  Jonoide  der  plane- 
tarischen  oder  elliptischen  Bewegung  eine  iemniskaUsche  Ovale,  die 
der  hometarisehen  oder  parabolischen  Bewegung  eine  Schleifenlem- 
niskate,  die  der  hyperbolischen  Bewegung  eine  ans  einem  Zuge  be- 
stehende Cassinische  Curve  ist 

Diese  Gurve  hat  also  die  Eigenschaft,  dass,  wenn  der  Polar- 
Winkel  oder  die  wahre  Anomalie  des  Himmelskörpers  als  Focal- 
winkel  S  in  sie  eingezeichnet  ist,  der  entsprechende  Sadiusvector 
R  die  Grösse  der  Oeschwindigkeit  darstellt  Ist  umgekehrt  die  Ge- 
schwindigkeit gegeben,  so  erhält  man  mit  Leichtigkeit  den  zugehö- 
rigen Polarwinkel. 

Welche  Bedeutung  e  hat,  erkennt  man  sofort  ans  der  Formel 

e  —  v{p) 

Den  Fall  der  Parabel  wollen  wir  noch  etwas  nfther  betrachten« 

In  der  F-Achse  der  Lemniskate  ziehen  wir  von  einem  Punkte 
y  —  n  eine  Tangente  an  die  Curve.  Der  Berahrungspunkt  habe  den 
Polarwinkel  9»,  den  Focalwinkel  S.    Ans 

n      cos  29  ^  t^«       •        •      « 

r  "■  rinSv'    ^^^"^  ""  ^^8*^  »     ••  "  «'CO« 29 

ergibt  sich  leicht  eine  Gleichung  fttr  cos|6'  nämlich 

(cos*«»)« T^-^  (cosi©«)-  -1-^^  =  0 

Setzen  wir 

n       e 
und  entwickeln  nach  Potenzen  von  tg^,  so  ergibt  sich 
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85)  tgie+itgi©»-2'; 

als  d^jenige  Oleichniig,  welche  du  KometeBproblem  Ifttt 

Die  Exoentricität  ist  c^^^  wie  ans  der  Theorie  herrorgeht.  Die 

LemiUBkate  beBtimmt  demnach  noch  mit  Leichtigkeit  yennöge  der 
Formel 

flkr  jede  Anomalie  die  Zeit  and  nmgekehrt,  wie  wir  dies  schon  froher 
nachgewiesen  haben. 

Die  elliptische  Bewegung  bietet  eben&lls  in  ihrer  lemniskatischen 
Uebertragnng  einiges  Interessante. 

Eine  der  X-Achse  parallele  Gerade  schneide  die  Ovale  in  zwei 
Ponkten,  deren  Focalwinkol  6,  %*  sein  mögen.  FOr  diese  specielle 
Lage  ist 

B+»  -  180« 

Wir  tragen  diese  Focalwinkel  als  Polarwinkel  in  die  Ellipse  ein; 
Terbinden  wir  nnn  diese  entsprechenden  EUipsenponkte  durch  eine 
Sehne,  so  geht  diese,  sowie  aberhanpt  alle  analogen  Sehnen  durch 
einen  festen  Punkt  der  Z- Achse,  und  die  den  entsprechenden  Ano- 
malien 6,  O'  zukommenden  Zeiten  i  i'  sind  durch  die  Relation 

5     5«;      tgiO-e)© 

miteinander  verknapft. 

Wir  ziehen  femer  einen  BadiusTector  durch  die  Ovale,  welcher 
sie  in  2  Punkten  schneidet    Aus  der  Formel 

^         sin  a 

"^       2e  Vc«+fl«cose 
folgt 

cos  e«+ T  siny«.cos©-f  ~s- sin^«— 1  —  0 

woraus 

cos©+co8©'  mm^  —  sin^« 

4^ 
cosOcosO'  —  -rsincp*— 1 

T 

Aus  der  Yerbingung  beider  geht  die  Relation 
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l  +  -i(C08e  +  C08e')+C08eC08d'  «0 

henror.    Analog  hierzu  ziehen  wir  dnrch  die  Ellipse  eine  der  Z-Achae 
parallele  Gerade  y  —  y,  womit  die  Formel 

psiüS  p8in6' 


l  +  ÄCOSÖ         1+äCOBÖ' 

yerbunden  ist    Ans  ihr  erhalten  wir 
1-4- ß* 

1 + — ^  (cos  e+ cos  e')+co8  e  cos  ^'  -  0 

welche  mit  der  analogen  obigen  wegen 

c^  _  1  +6* 

identisch  ist 

Den  der  X  Achse  parallelen  Geraden  der  Ellipse  entsprechen 
also  Anomalien  oder  Polarwinkel,  welche  den  dnrch  den  Radius- 
vector  der  Ovalen  bestimmten  Focalwinkeln  gleich  sind,  und  die  ent* 
sprechenden  Bogen  in  beiden  Curvcn  werden  von  beiden  Punkten 
in  gleichen  Zeiten  durchlaufen. 

2.    Die  Wurfbewegung. 

Auch  diese  Bewegung  lässt  eine  elegante  Uebertragung  zu. 

Um  die  Jonoide  der  Begung  eines  geworfenen  Körpers  im  luft- 
leeren Räume  zu  finden ,  haben  wir  zunächst  zu  beachten ,  dass  die 
Geschwindigkeit  des  Punktes  in  der  Parabel  derjenigen  seiner  Entr 
fernung  von  der  Directrix  als  Fallhöhe  entspricht 

Die  Parabolgleichung  ist 

,^      g 
•^      sin^e« 


und  r  ist  die  genannte  Fallhöhe,  woraus  die  Relation 
folgt.    Da  aber 


v=a|^-i^ 


2it<?8iny      2  tm  jS  cot  jß 
***"  Ä»-c«  ~     l-2iinje« 
so  können  wir 


8inie-|/^ 


P9 
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darin  einführen,  und  indem  wir  hinsichtlich  der  Constanten  die  An- 
nahme 

c«  —  2pg  —  2a» 

machen,  erhalten  wir  als  Cnrvengleichnng  die  Jonoide 

86)  aj«-sr«-a« 

alsg  eine  gleichseitige  Hyperbel,  deren  Brennpunkte  ±  c  sind. 

Im  Anfangspunkt  der  Bewegung  habe  v  die  horizontale  Com- 
ponente 

vx'^v  cosT  —  vsin  \S 

V^möge  des  Obigen  findet  man 

«•*  —  pg 
also 

f«  =  a 

Die  grosse  Halbachse  der  Hyperbel  bezeichnet  also  die  Grösse 
der  horizontalen  Componente  im  B^nn  der  Bewegung  nnd  über- 
haupt 

Indem  al&o  die  Brennstrahlen  der  gleichseitigen  Hyperbel  den 
Polarwinkel  der  Parabel  einschliessen,  drückt  der  Radiusvector  R 
der  erstem  die  Geschwindigkeit  des  geworfenen  Körpers  aus. 

Auch  dieser  Fall  der  freien  Wurf  beweguog  kann  erweitert  wer- 
den, wenn  wir  die  Bewegung  als  in  einer  festen  Parabel  Yor  sich 
gehend  betrachten. 

Ist  dieselbe  yertical  nach  oben  gerichtet  nnd  die  Wurf  höhe  der 
Geschwindigkeit  «o  1°^  Scheitelpunkt  »  A,  so  ist,  wenn  die  6  vom 
Scheitel  an  gerechnet  werden 

r«  — 2ir(Ä--gtgia»)  —  JB« 

Die  Polargleichung  ist  jetzt 


'  ^  cos  ia« 
Aus  der  obigen  Formel  kann  man  tg^O  berechnen  und  in 
2tgj6         2i?c8iny 

1— tgie«—  Ä«— <j» 

einsetzen.    Führen  wir  dies  aus  und  nehmen  zwischen  den  Constanten 
die  Bedingung 

an,  so  erscheint  die  Curve    • 
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also  eioe  EUipee,  welche  die  Jonoide  der  ParabelbewegaDg  im  jetaagen 
FaUiflt.    Da 

ist,  80  acbliessen  Jetzt  die  Leitstrahlen  der  EllipBO  den  Polarwinkel 
der  Parabel  ein,  und  die  Geschwindigkeit  in  letzterer  ist  dem  ent- 
sprechenden Radinsvector  der  Ellipse  gleich ;  mit  demselben  zn«  nnd 
abnehmend.    Die  grosse  Achse  ist  «-«o. 

Die  Parabel  sei  jetzt  yertical  nach  nnten  gerichtet 

Man  findet  die  HTperbel 

^^  2ih'^2gq''^ 

wenn 

e^=^2g(h+q) 

welche  Corvo  für  A  -•  ^  in  die  gleichseitige  Hyperbel  übergeht,  da 
alsdann  die  Bewegung  eine  freie  ist 

Die  Brennstrahlen  schliessen  den  Polarwinkel  180*—  •  ein  und 
die  Geschwindigkeit  wächst  mit  dem  Vector  ins  Unendliche. 


3.    Die  Bewegung  anf  der  Gykloide. 

Wie  ans  der  Geometrie  der  Qjrkloide  bekannt  ist,  sind  die  Coor- 

dinaten  oy  Fnnctionen  des  Wälzungswinkels  6,  also,  wenn  a  Kreis- 

radios,  ist 

«=:a(e— sinO) 

y  mm  a(l— cos6) 

Wir  lassen  einen  schweren  Punkt  jetzt  die  verticalstehende 
Gykloide  durchlaufen.  Die  Basis  möge  horizontal  liegen,  und  die 
Gurre  ihre  concave  Seite  nach  oben  kehren.  Die  Bewegung  beginne 
in  einer  Spitze  mit  der  Geschwindigkeit  null. 

Der  Fallhohe  y  entspricht  die  Formol 

v^^2gy  =  B* 
so  dass 

Ä*  —  l^a(l--cos6) 

Das  hieraus  entwickelte  cos  6  führen  wir  in  die  Relation 

2Rem^ 
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ein,  setzea  noch  fest,  dass  e*  —  2^a  ist  und  erhalten  schliesslich 

89)  B^  —  2tf*cos2^ 

Hierniis  folgt  der  Satz: 

IHe  Jonoide  der  Bewegung  eines  schweren  Punktes  in  der  Cy- 
kloide  ist  eine  Lemniskate  mit  den  Brennpunkten  db^« 

e  bedeutet  die  Geschwindigkeit,  welche  der  Fallhöhe  a  entspricht. 

Femer  bemerke  man 

"-•Vi 

was  ausdrückt,  dass  der  Focalwinkel  6  der  Jonoide  der  Zeit  pro- 
portional w&chsty  wie  sich  Ton  selbst  Tersteht. 

Der  betrachtete  Fall  ist  wieder  ein  ganz  speeieller. 

Eine  Erweiterung  tritt  ein,  wenn  wir  die  den  Cykloiden  ähn- 
lichen Trochoiden  einführen.  Es  sind  dies  verflachte  oder  verkürzte 
Cykloiden,  welche  von  Punkten  beschrieben  werden,  die  entweder 
innerhalb  oder  ausserhalb  des  auf  einer  Geraden  rollenden  Kreises 
li^eiL 

Die  Lage  der  hier  kurz  betrachteten  verflachten  Cykloide  sei 
analog  der  früheren.    Die  Geschwindigkeit  für  die  Fallhohe  geht  aus 

hervor,    ti^  ist  willkürlich. 

Die  Gleichungen  der  Curve  sind 

X  =  aS  —  ftsind 
y=5sa    — ftcosO 

Hitein  bedeutet  a  den  Radius  des  rollenden  Kreises,  h  den  Ab- 
stand des  festen  Punktes  vom  Gentrum. 

Man  hat 

Ät-„^«4.^(a-.6co8«) 

Die  Elimination  von  6  führt  unter  Voraussetzung  der  Bedingung 
auf  die  Curvengleichung 
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90)  Ä*— 2c«Ä«C082y+c*  —  4^«i« 

woraus  der  Satz: 

Die  Jonoide  der  Bewegung  eines  schweren  Paktes  in  einer  Tro- 
choide  ist  eine  Cassinische  Linie. 

Der  Parameter  ist 

und  fnr  eine  verflachte  Cykloide,  wenn   vq  =  0,  kleiner  als  e^,  da 
b<^a  ist. 

Wenn  noch  nicht  bemerkt  sein  sollte,  dass  die  Gleichnngen  der 
genannten  Trochoide  mit  denjenigen  der  planetarischen  Bewegna^ 
identificirt  werden  können,  so  wollen  wir  auf  die  entsprechende u 
Gleichnngen  

-  =  ö  —  «  Bin  ö  —  jfc ^- — 

a  ai 


-  —  1— -dCOSÖ,    y  =-  r 

aufmerksam  machen.    9  ist  hierin  der  excentrischo  Winkel  oder  die 
mittlere  Anomalie. 


4.  Die  Bewegung  eines  schweren  Punktes  im  verticalen 
Kreise  und  in  der  £llipse. 

Wir  bezeichnen  mit  vq  die  Geschwindigkeit  des  Punktes,  welche 
der  Elongation  a,  mit  vq  die,  welche  der  Elongation  9  im  Kreise 
r  ^  a  entspricht.    Alsdann  folgt 

t>«  -B  VQ*'\-2ga(cosB  —  co8a) 

Fuhren  wir  den  hieraus  berechneten  Wert  von 

2^acosd  —  i2*— (»0*  — 2yaco8o) 

in  die  bekannte  Relation  ein  und  setzen 

»Q*  —  2gacosa  «  c* 
so  folgt  schliesslich 

91)  Ä*-2c«Ä«cos29+c*  -  ig*a* 

Also  ist  die  Jonoide  der  Bewegung  eines  schweren  Punktes  im 
verticalen  Kreis  eine  Cassinische  Curve. 
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Ift  spedell  c*  —  2^a  und  «  =  0,  wonach  Vq  die  Geschwindigkeit 
m  tiefsten  Punkte  bezeichnet,  so  ist  die  entsprechende  Höhe  2a. 
Diher  entspiicht  die  Lemniskate 

r«—  2c'co829 

iff  ftffmptotifichen  Bewegung.  Ist  die  Geschwindigkeitshöhe  grOiser 
ah  der  Durchmesser  2a,  so  wird  die  Jonoide  znr  Ovale,  deren  Ra- 
dieoTectoren  nnd  bezQgliche  Focalwinkel  bez.  die  Geschwindigkeit 
lad  den  Ansachlagswinkel  B  bezeichnen.  Die  I^endelbewegung  kann 
ebenfalls  bis  zn  einer  gewissen  Grenze  dorch  die  ans  einem  Zage 
bestellende  Corve  pohirisch  dargestellt  werden. 

Eine  Anwendung  auf  die  Ellipse  ist  noch  leicht  zn  skizziren. 

Die  grosse  Achse  stehe  vertical.  Die  Geschwindigkeit  im  tief- 
iten  Ponkte  sei  v^  nnd  der  exceutrische  Winkel  —  9,  so  dass 

X  =  acos8 

Dih^  besieht  die  Formel 

«*  — V— 2y(a— *) 
i2»  —  2yA4-2^aco80 

wo  &  die  Geschwindigkeitshöhe  des  Punktes  im  Scheitel  der  kleinen 
Adise  bezeichnet.    Fflhren  wir  nun 

c*  ^  2gh^     5«  «•  2ya 

ai,  so  ergibt  sich  wieder  vermöge  der  Gleichung 

»)  Ä«  — c«+9*cose 

dme  Cassinische  Cnrve,  deren  Focalwinkel  dem  excentrischen  Winkel 
der  Ellipse  gleich  ist. 

Wir  wollen  hieran  noch  eine  Bemerkang  knQpfen. 

Entwickelt  man  das  Zeitidtegral  der  Bewegung  eines  schweren 
Ponktes  in  der  Ellipse,  so  erkennt  man,  dass  es  zu  den  hyperellipti- 
idien  gehört  Es  scheint  aber  unbemerkt  geblieben  zu  sein,  dass 
dasselbe  in  einem  speciellen  Falle  in  ein  elliptisches  übergeht,  und 
xwar  findet  sich  dieses  auf  folgende  Art: 

Das  Bogendifferential  der  Ellipse  ist 


Abs  der  Formel 
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folgt  also  

Wir  fthren  jetzt  die  Directrix  ein,  deren  Abetand  h  yom  Mittel« 
pankt  =  -  ist,  and  wählen  h  als  Oeschwindigkeitshöhe,  was  bedea- 

tet,  dass  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  in  jedem  Orte  der  Ellipse 
gleich  deijenigen  ist,  welche  er  erlangt,  wenn  er  bis  dahin  ?on  der 
Directrix  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  herabgefallen  würe. 

Der  Punkt  beschreibt  also  volle  UmUnfe.     Wir  rechnen  die  0 
vom  obem  Scheitelpunkte  an.    Es  ist  zunächst 


'-/ K(a«--"1«)2^(A-«)^'      «-acosi^,     A-f 


also 

.  _  A/ 

demnach 

98)  «-  yhj  Vl+^co^dS 

welches  ausdrückt,  dass  die  Zeit  durch  ein  elliptisches  Integral  der 
2.  Art  sieh  finden  lässt,  wenn  die  Oeschwindigkeitsverhältnisse  sich 
auf  die  Directrix  der  Ellipse  beziehen. 
Man  kann  das  Integral  schreiben 

Die  Mbe  Umlaufszeit  T  ergibt  sich  also  aus 


demnach  ist 


■=^Vk> 


oder 


i  -  ^E(u) 


5.    Elliptische  Schwingungen. 

Wir  betrachten  noch  den  Fall  der  Centralbewegung,  nach  wel- 
chem ein  Punkt  eine  Ellipse  beschreibt  durch  die  Wirkung  einer 
Kraft,  deren  Richtung  durch  das  Centrum  dieser  Curve  geht. 
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Der  Aasdrack  dieser  Kraft  ist  durch 

defimrt,  so  dass  die  Kraft,  der  Entfemmig  proportional,  anziehend 
«iikt    Die  Geschwindigkeit  folgt  aus 

V*  —  üü*  —  2  /  ^dr 
ud  ist 

worin  v^r^  sich  anf  den  Anfangszustand  beziehen. 
Knn  ist 


a«C08««+6*8in6>* 

indem  nir  9  als  Polarwinkel  von  der  kleinen  Achse  an  rechnen. 
Wir  fikhren  ein 

Bad  setzen  v  ^  B.    Die  Gleichang  für  tgd  ist  dann 

BDd  da 

^  ^       2iZCsin<p 

ist,  so  erhält  man  für  die  Bedingung 

C« ^,— 

die  Cnrre 

W)    Ä*— Ä« ' — = — 4— T-Ä*C0S9* 

+  g(«M-c*)-0 
welche  in  einen  Kreis  übergeht,  wenn  noch  die  zweite  Bedingung 

erfftllt  ist     Die  Gleichang  ist  dann 

95)  (;,_^c)*+y*  =  p« 

iick.  4n  MMih.  n.  Thj».    2.  lUSk«,  T.  YIII.  6 
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Die  CoDstanteD  stehen  in  diesem  speciellen  Falle  durch  die  Re- 
lation 


in  Verbindung. 
Ferner  ist 


'+^«^«'•0*'-     4^     -jji 


C 


9        o+* 


Der  Anfangspunkt  der  Curve  liegt  innerhalb  des  Kreises  und  die 

Strecke  —  C  geht  bis  zur  Peripherie,   so  dass  9  von  0  bis  90^ 

wächst.    Die   Geschwindigkeit  erreicht  daher  in  der   6- Achse  ihr 
Maximum,  in  der  a-Achse  ihr  Minimum. 

Auch  die  allgemeinere  Gleichung  hat  in  sofern  Interesse,  als  sie 
mit  andern  Disciplinen  in  Verbindung  steht  und  in  leicht  anzugeben- 
den F&llen  reciprok  wird. 


Zu  S.  39  dem  Citate  bciznfOgen: 

oder  pag.  139  der  „Ein/tlhrung  in  die  Theorie  der  isogonalen 
Verwandtfchaften"  von  Ilolsmüller,  welcher  Autor  sacrst  die  Be- 
siehnngen  lemnlBkntischcr  Linien  ku  einander  entdeckt  hat. 

Zu  S.  43:  Führt  man  fQr  ein  zweites  Integral,  welches  die  Bezeichnungen 

c',  9',  Y*  1^<^^  <)ic  TransforTOfition  coiy^=z^co8y'  durch,   so  ist  dasselbe  dem 

ersten  ähnlich,  und  können  beide  wieder  mit  einander  verglichen  werden. 

Zu  S.  66:  Cuivcn  dieser  und  fthulicher  Art  nennt  Herr  Holzm&ller  ^irre- 
gul&re  Hjrperbvln  und  Lemniskaten  n  ter  Ordnung*'. 
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iir. 
Ueber  Baiimcurven-Singularitäten. 

Von 

C.  F.  E.  Bjdriing. 


S  1.  Die  Pnoktcoordinaten  r,  y^  z^  w  einer  algebraischen  Raom- 
ODTfe  seien  rational  aasgedrQckt  in  einem  Parameter  A,  also 

X  y  z  w 

wo  9,  ^,  2)  f  gftnze  Functionen  sind.  Jedem  A- Werte  entspricht  ein 
Currenpunkt  und  umgekehrt;  nur  einem  Doppclpunkte  zwei  ver- 
schiedene A-Werte.  Die  A- Werte,  die  den  Schnittpunkten  der  Curve 
mit  der  Ebene 

(2)  Xx+  Fy  +  Z«+  Ww  -  0 
entsprechen,  befriedigen  die  Gleichung 

(3)  Jr.g>(A)+  F.^W-f  Z,xW+  W.f{^)  -  0 

Dieselbe  hat  eine  Doppelwurzel,  d.  h.  die  Ebene  hat  an  irgend 
einer  Stelle  zwei  aufeinanderfolgende  Punkte  mit  der  Cnrve  gemein- 
sam, insofern  zugleich 

(4)  -r.9>'a)+ F.t(fa)+^.x'.(A)+  w,r(X)  =  o 

die  Ebene  berflbrt  in  solchem  Falle  die  Curve  an  jener  Stelle,  wo- 
fern nicht 
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Diese  drei  Oleichungpn  seien  nämlich  von  1  «  A,  befriedigt. 
Aus  der  Gleichung  (3)  folgt  dann  immer  (4),  welche  X^  F,  -Z',  IV 
auch  sein  mögen;  d.  h.  jede  durch  den  betreffenden  Punkt  (Xi)  ge- 
legte Ebene  hat  daselbst  zwei  Punkte  mit  der  Curve  gemeinsam, 
und  diese  hat  da  folglich  einen  stationären  Punkt  oder  Spitze  (ß)  ^). 
Jeder  die  drei  Bedingungen  (5)  erfüllende  A-Wert  ergiebt  folglich 
eine  solche  Singularität. 

Wenn,  nebst  (3)  und  (4)  auch  die  Gleichung 

(6)  X,q>"(l)  +  Y.i\>"(k)  +  Z.x''W+  W.r(X)  -  0 

von  einem  1- Werte  befriedigt  ist,  hat  die  Ebene  (2)  an  einer  Stelle 
drei  aufeinanderfolgende  Punkte  mit  der  Curve  gemeinsam;  sie  ist 
also  Schmiegungsebene  oder  eine  „Ebene  des  Systems'S  Wir  be- 
trachten (2)  als  „Zwischenform^',  d.  h.  X,  F,  Z,  W  als  die  Ebenen- 
coordinaten  der  gegebenen  Curve  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Pankt- 
coordinaten  ihrer  Reciproken.    Aus  (8),  (4)  und  (6)  erhält  man 


(7) 
wo 

(8) 


X  Y Z_  W 

Oß)'^  Wik)--  Xik)"^  F{k) 


0(k) 


-^(A) 


X{k) 


-Fik) 


rf,   z,  / 

%  /,  V 

t',  %',  r 

X',  /',  »' 

^'\  i\  r 

i\f\<p" 

r,  v",  r 


V, 

*. 

z 

v\ 

*', 

r 

ff 

ff 

ff 

V  , 

V  . 

X 

gemeinsame  Factoren  der  Nenner  setzen  wir  weggenommen  voraus. 
Das  Princip  der  Dualität  ergiebt  sogleich,  dass  jedem  A-Werte  in  (7) 
eine  Schmiegungscurve  entspricht  und  umgekehrt,  und  speciell  jedem 
die  drei  Gleichungen 


(9) 


^\k) 
0ikj 


W(k)     X'  (;i)  _  F'a) 


wä)      x(k)  -FU) 

erfüllendem  A-Werte  eine  stationäre  Ebene  (a). 

§  2.    Es  seien  nun 

(10)  q>(k)  «  iA'+Xi;i'+i+Zil'+2+  . . . 

(11)  ^(k)  «  jlf  A»»  +  iWiX»»  f  1  +  3f,X"»+2  -f  . . . 


1)  Wir  benutzen  die  gewöhnlichen  Besiehangen  a,  /?,  9  für  die  An- 
zahlen der  stationären  Ebenen,  Punkte  und  Taugenten  der  Raumcurren, 
aber  auch,  wenn  kein  Missyerst&ndniBs  möglich  ist,  um  eine  einzige  Singnla- 
rität  der  betreffenden  Art  ganz  kurz  zu  bezeichnen. 
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(12)  x(^)  ==  ^^" + Ai AH+1  ^  iv,;i«+2  ^  .  _ 

(13)  AA)  =  P+AA+P,X»+... 

wo  die  rechten  Membra  endliche  Reihen  sind,  and  (wie  immer  im 
folgenden)  l<im<in^  nnd  1»,  AT,  N,  F  nicht  nnll.  Die  Gurre  geht 
dann  far  1  —  0  durch  den  Anfangspunkt  O,  hat  daselbst  mit  ihrer 
Schmiegnngsebene  [»  —  0)  n,  mit  ihrer  Tangente  (^  »  s  »  0)  und 
jeder  durch  dieselbe  gehenden  Ebene  m  Punkte  gemeinsam,  und 
schneidet  jede  andere  durch  O  gehende  Ebene  daselbst  in  l  Punkten. 
Einen  solchen  Punkt  der  Curve  nennen  wir  einen  (2,  m,  n)-Punkt; 
die  Zahlen  Z,  m,  n  seine  Indices.  Ein  (1,  2,  3)-Punkt  ist  also  ein 
gewöhnlicher,  nicht-siDgulärer  ^) ;  ein  (2,  3,  4)  eine  Spitze  ß\  ein 
(1,  2,  4)  der  Berührungspunkt  einer  stationären  Ebene  (a)  oder, 
nach  älterer  Terminologie,  eine  ,,einfache  Inflezion*^;  ein  (1,  3,  4) 
tine  „doppelte  Inflexion^S  d.  h.  der  Berahrungspunkt  einer  statio- 
nären Tangente  (9). 

Die  Gleichungen  (5)  werden  nun  befriedigt  von  /— 1  Werten 
X— 0;  die  Singularität  eines  (2,  m,  n) -Punktes  ist  also 
mit  7—1  stationären  Punkten  {ß)  aequivalent. 

Aus  (8)  erhält  man  ferner,  nach  Verkürzen  mit  1'+»»-« 

(14)  ^(A)  «  MNPmn{n  -  m)A"-'+i';i'^'+l  -f-  . . . 

(15)  9^(1)-  Xi^rPZn(/— n)A"-~+3f 'A"-«»+»-f  .  . . 

(16)  X(I)  — iilfP/«i{m  — Z)  +  i^'Z+... 

(17)  F[l)  =  LMN{n—m){m  -0(«  — »)^"+^>+^+  •  •  • 

also,  da  die  Coefficienten  der  niedrigsten  Dignitäten  in  den  rechten 
Gliedern  nicht  null  sein  können,  ist  ein  (/,  m,  fi)-Punkt  immer 
zu  einem  (»  — t»,  n— 2,  n)-Punkte  reciprok. 

Durch  Anwendung  des  Dualitätsprincips  auf  das  vorige  ergiebt 
sich  hierhans: 

Die  Schmiegnngsebene  in  einem  (2,  m,  fi)-Punkte 
O  gilt, 

von  einem  beliebigen  Punkte  in  derselben  gezogen, 
als  (n— m)-fache  Ebene  des  Systems; 

von  einem  beliebigen  Punkte  der  Tangente  in  O 
gezogen,  als  (n— -Q-fache  Ebene  des  Systems; 


1)  Womit  natürlich  nicht  ausgescblossen  ist,  dass  durch  denselben  Punkt 
des  Baumes  ein  anderer  Zweig  der  Curve,  welchem  ein  anderer  Parameter- 
wert  entspricht,  gehen  kann. 
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vom  Punkte  O  selber  gezogen,  als  n-fache  Ebene 
des  Systems; 

nnd  ferner,  da  o  und  ß  reciproke  Singularitäten  sind: 

Die    Singularität   eines    (Z,  m,  n)-Punktes   ist   mit 
n— m  — 1  stationären  Ebenen  (a)  aequivalent. 

§  3.  Setzen  wir  nun  w  =  1  und  bezeichnen  die  Teränderlichen 
Goordinaten  der  Tangente  der  Curve  mit  ^,  ?/,  t,  so  werden 

die  Gleichungen  dieser  Tangente  oder,  für  l  als  veränderlich ,  die 
Gleichungen  der  von  dieser  Geraden  erzeugten  osculirenden  Deve- 
loppablen.  Schneidet  man  diese  Fläche  mit  einer  Ebene  |  -» ^ 
(constant),  so  werden  die  Goordinaten  der  ebenen  Schnittcurve 

(19)  VP  +  '^-V,    C-»-|-^V 

oder  nach  Einsetzung  d3r  Ausdrücke  für  a?,  y,  ä,  «',  y\  »' 

(20)  f)  -  ^^  il"-'+ Jlf '^«»-'+1+  . . . 

i  =  ^  A— '+A"AH-'+i+  . . . 

Für  A  —  0,  d.  h.  im  Schnittpunkt  der  Ebene  mit  der  Tangente 
der  Raumcurve  in  O,  hat  diese  ebene  Gunre  einen  (m— 2,  n— 2)- 
Punkt,  also  eine  Singularität,  aequivalent  mit  m— Z— 1  Spitzen  (x)^}. 
Jede  Spitze  in  der  ebenen  Schnittcurve  einer  Developpablen  ent- 
spricht aber  einem  Schnittpunkte  der  Ebene  mit  entweder  der  Gu- 
spidalcurve  selbst  oder  einer  ihrer  stationären  Tangente  (9),  Da 
das  erste  Alternativ  hier  nicht  in  Frage  kommen  kann,  so  folgt: 

Die  Singularität  eines  (Z,  m,  n) -Punktes  ist  mit 
m  —  l  —  l   stationären    Tangenten    aequivalent 

Diese  Eigenschaft  ist  offenbar  zu  sich  selbst  reciprok. 


1)  Der  Begriff  (m,  n)-Punkt  ein^r  ebenen  Curve  ergicbt  sich  leicht  als 
Specialfall  des  vorigen.  Er  ist  vom  Verf.  snsfflhrlich  clefinirt  und  behandelt 
in  „Entsprechende  Singularit&ren  in  alg.  ebenen  Curven^  (Nova  Acta  Soc 
Sc.  Ups.  Ser.  III.  1879).  Dass  die  Singularität  eines  solchen  (m,  n)-Punkte8 
mit  m— 1  Spitzen  (m)  und  n— m  — 1  Inflexionen  (i);aequivalcnt  ist,  ist  unseres 
Wissens  suerst  vonCaylcy  („On  the  higher  singularities  of  a  plane  curve". 
Quart.  Joum.  of  Mathemat.  VII)  gefunden. 
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§  4.  Jenachdem  ein  Index  (der  erste,  zweite,  dritte)  ungerade 
(u)  oder  gerade  (g)  ist,  durchsetzt  die  Curve  die  entsprechende  (ar- 
biträre, ber&hrende,  Schmiegangs-)Ebene  oder  nicht.  Eine  reelle 
Canre  mnss  daher  in  O  irgend  eine  der  folgenden  acht  Formen 
darbieten : 

&)  (»9  9^  «^)9  d.  h.  der  erste  und  dritte  Index  ungerade,  der 
zweite  gerade;  die  Curve  durchsetzt  die  arbiträre  und  die 
Schmiegungs-Ebene,  nicht  aber  die  berührende.  Einfach- 
ster Fall:  (1,  2,  3),  der  gewöhnliche,  nicht  singulare  Punkt 

b)  (^  9i  9)'    f^iof.  Fall :  (1,  2,  4),  stationäre  Ebene  (a). 

c)  (u,  »,  g).    E.  F.:  (1,  3,  4),  stationäre  Tangente  (e). 

d)  (tt,  t«,  »).  E.  F.:  (1,  3,  5),  Vereinigung  der  beiden  letzten 
Singularitäten. 

e)  (g,  u,  g).    E.  F.:  (2,  3,  4),  stationärer  Punkt  (j?). 

f)  (flr,  tt,  tt).    E.  F  :  (2,  3,  5),  Vereinigung  von  a  und  ß, 

g)  (9^  9j  tt).    E.  F. :  (2,  4,  ö),  Vereinigung  von  S  und  ß. 

^)  (9f  9i  9)'  E*  F-:  (2,  4,  6),  Vereinigung  aller  drei  Singu- 
laritäten ^). 

Von  diesen,  acht  Formen  ist  offenbar  b)  reciprok  zu  e)  und  d) 
zu  y),  jede  der  ttbrigen  aber  zu  sich  selbst. 

§  5.  Auf  sämtliche  hier  gefundenen  Resultate  haben  die  An- 
zahlen der  Glieder  und  die  Grade  der  Functionen*  fp^  ^^  %,  f  gar 
keinen  Einfluss;  jene  Resultate  behalten  also  ihre  Gültigkeit,  auch 
wenn  diese  Functionen  unendliche  convergirende  Digni- 
tätsreihen  sind. 

In  solcher  Form  können  die  Coordinaten  jeder  algebraischen 
Raumcurve,  wenigstens  innerhalb  eines  endlichen  Gebietes  dargestellt 
werden.  Es  sei  nämlich  eine  solche  Curve  C  gegeben;  wir  verlegen 
den  Anfangspunkt  in  einen  Punkt  O  derselben;  wenn  mehrere 
Zweige  der  Curve  dadurch  gehen,  behandeln  wir  jeden  ftr  sich. 


1)  Die  Modelle  des  Hrn.  Cbr.  Wiener  (Brilis  Verlag,  Elfte  Serie) 
stellen  «amtliche  diese  acht  Formen  dar.  Kartonmodelle  der  Formen  a),  b), 
c)  and  d)  sind  ausgegeben  im  Werke:  „Qnatre  modales  repr^sentant  de$  sur- 
faces  d^reloppables  par  V.  Malthe-Brunn  et  C.  Crone**.  Auch  TomVerf. 
sind  Modelle  der  acht  Formen  ausgegeben. 
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Nimmt  man  die  Tangente  des  Zweiges  in  O  zur  x-Axe^  und  seine 
Schmiegungsebene  zur  a;^-£beue,  so  können  bekanntlich  die  Coordinaten 
y  nnd  8  der  Projectionen  Cx^  nnd  Cxm  des  Zweiges  auf  die  xy.  nnd 
a;«-£bene  dargestellt  werden  durch  zwei  in  endlicher  Umgebung  des 
Punktes  O  gültige,  Reihen  .von  der  Form 

m  w-|-l  fn-f-S 

(21)  P  --  M{{x))J  +  M^((x))T'  +  ^t((^))T'+  ... 

n  n+1  n+2 

(22)  z  -  NUx))i^  +  N,((x)'^  +  N,{(x))'ir-+  . . . 

wo  die  Coefficienten  völlig  bestimmte  Grössen  sind ,  und  m  >  I, 
n  >  2i,  da  die  beiden  ebenen  Gurven  die  x-Axe  berühren. 

l  (resp.  7,)  giebt  die  Anzahl  der  Punkte  an,  worin  Cjry(Cxs)  von 
einer  in  ihrer  Ebene  belegenen,  durch  O  gehenden,  beliebigen,  aber 
nicht  berührenden  Geraden,  also  auch  von  einer  durch  O  gehenden, 
beliebigen,  aber  nicht  berührenden  Ebene  in  O  geschnitten  wird. 
Also  ist  l  '^  lij  denn  jede  ist  der  Anzahl  der  Punkte  gleich,  worin 
der  betreffende  C-Zweig  selbst  von  der  genannten  Ebene  in  O  ge- 
schnitten wird. 

Setzt  man  nun  o;  —  A<,  so  ergiebt  sich  aus  (21)  und  (22) 

(23)  y  -  3f A~ + J»/iÄ~+i  +  lf,I«+2^  ... 

(24)  z  =  m^+  JViX'«+i  -f  iViA«+«+  ... 

die  Coordinaten  der  C  sind  also,  wenigstens  in  endlicher  Umgebung 
des  Anfangspunktes,  in  der  genannten  Form  ausgedrückt  n  i8t>>m, 
da  «  ^  0  die  Schmiegnngsebene  ist 

§  6.  Die  Gleichungen  (18)  der  osculirenden  Developpablen  werden 
nun,  nach  Einführung  dieser  Ausdrücke  für  «,  y,  z 

^^^^        l     "■  ili»iA«-'4-JI/i(m+l)A«-'+i+  ... 


wo  jedem  A-Werte  eine  Generatrix   entspricht  und  umgekehrt.    Wir 
untersuchen  ihre  Schnittcurven  mit  den  Coordinaten-Ebenen. 

1)    f  -  0  giebt 

(26)    Ifi  —  Jlf  (/ — I»)  A«»+ Jlf 'A«+i  4-  . . . 
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die  GoefiBcieDten  der  niedrigsten  A-Dignitftten  können  nicht  ver- 
schwinden; die  Schnittcnrve  hat  also  einen  (m,  n)-Pankt  in  O. 

2)  ij  =  0  giebt  nach  Verkürzang  mit  !"•-' 

(27)  m5=(m  — OX'  +  /.'A'+i+... 

die  Schnittebene  enthält  also  die  C-Tangente  in  O  (m^l)  mal  und 
eine  Cnrve  mit  (7,  n)-Pankt  in  O. 

3)  (  —  0  giebt  nach  Verkürzung  mit  A**-< 

(28)  n4  =  (n--l)ki+L"Xi'^i+,.. 

nti  =  M(n  —  m)  ^»«4- Jlf  "A"»+l  +  . . . 

die  Schnittebene  enthält  also  die  C-Tangente  in  O  (n— 0  mal  nnd 
eine  Curve  mit  (Z,  fii)-Pankt  in  O. 

§  7.  Wir  bezeichnen  die  Plttckcr'schen  Charaktere  der  Schnitt- 
cnrre  8^  die  gebildet  wird  dnrch  den  Schnitt  der  Developpablen  mit 
einer  beliebigen  Ebene  P,  mit 

ft,      d,      K,     V,      T,     * 

dagegen  diejenigen  der  Schnittcnrve  S\  wenn  die  Schnittebeno  P' 
die  Tangente  in  einem  (2,  m,  n) -Punkte  O  enthält  (ohne  Schmie- 
gangsebene  zn  sein),  mit 

f*',    d\    X',    vS    r',    *' 

und  werden  nun  diese  mittelst  jener  and  der  Indices  2,  m,  n  ans- 
drficken. 

a)  Der  Ebenenschnitt  der  P'  enthält  die  C-Tangente  in  O 
(m— I)  mal;  also  ist 

(29)  ^'«^-,^+1 

b)  Die  Spitzen  (»)  der  Schnittearve  entstehen  bekanntlich  in 
den  Punkten ,  wo  die  Ebene  entweder  die  Curve  C  selbst  oder  eine 
stationäre  Tangente  (9)  des  Systems  trifft.  Wenn  nun  P'  die  Ebene 
ist)  gehen  von  diesen  Punkten  verloren 

1}  die  m  Punkte,  die  P'  mit  C  in  O  gemeinsam  hat, 
2)  der  einzige  Schnittpunkt  der  P'  mit  der  C-Tangente,  welcher, 
wie  oben  (§  3.)  erwähnt  ist,  m-  l—l  Spitzen  repräsentirt. 

Dagegen  kommen  hinzu  die  2—1  Spitzen,  die  S'  in  ihrem  (^ 
ii)-PaQkte  in  O  hat  (§  6.,  2).    Also  wird 
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(30)  Jc'-JC~2(m-0 

c)  Die  Inflexionstangenton  (0  der  Schnittcarve  entstehen  be- 
kanntlich dnrch  den  Schnitt  der  £bcne  mit  den  station&ren  Ebeneu 
(a)  des  Systems.  Wenn  P'  die  Ebene  ist,  gebt  ihre  einzige  Schnitt« 
linie  mit  der  C-Ebene  in  O,  welche,  wie  oben  (§  2.)  erwähnt  ist, 
n  — f»— 1  stationäre  Ebenen  repräsentirt,  verloren,  dagegen  aber 
kommen  hinzn  die  n— /— 1  Inflexionen,  die  £1'  in  ihrem  (2,  n)- 
Paukte  in  O  hat    Also  wird 

(31)  t'  ==  *+m— Z 

Infolge  (29),  (30)  nnd  (31)  erhält  man  nnn  mittelst  Plückera 
Formeln 

(32)  v'-v,  a.==a+(J?i=iH?Lz±bL:i2^,  ^«._«+z 

§  8.    Hieraus  folgt  vermöge  des  Dnalitätsprindps: 

Sind  ^,  6,  X,  v,  r,  (  die  Charaktere  des  ans  einem  beliebigen 
Punkte  zu  C  gezogenen  Perspectivkegels ,  nnd  f*',  d',  %\  v\  f,  $' 
die  Charaktere  des  Kegels,  wenn  der  Punkt  in  einer  Tangente  eines 
(/,  m,  n)-Panktes  O  (doch  nicht  in  O  selbst)  bellen  ist,  so  ist 

(33)  M'-f»»    «'-«— m+/,    K'-«-f-m  — I,    v'==v-m-fZ 

(34)  ,.,,^fa-0(^-^^+7-2v>^    .'=..-.2(.-/) 

§  9.  In  diesem  §  haben  iS,  P;  ^,  d,  »  .  .  .  dieselbe  Bedentmig 
als  in  §  7.;  P'  sei  dagegen  die  Schmiegnngsebene  selbst  in  einem 
(l,  m,  n)-Pankte  O,  S*  ihre  Schnittcurve  mit  der  Beveloppablen  nnd 
fi',  J',  %'  ,  ,  ,  die  Charaktere  dieser  Curve. 

a)  Der  Ebenenschnitt  der  P  enthält  die  C-Tangente  in  O  (n^l) 
mal;  also  ist 

(35)  f,'^f,^n+l 

b)  Von  den  Spitzen  (n)  der  Schnittcurve  gehen ,  wenn  P'  die 
Schnittebene  ist,  verloren 

1)  die  n  Punkte,  die  P*  mit  C  in  O  gemeinsam  hat, 

2)  der  einzige  Schnittpunkt  der  P'  mit  der  C-Tangente,  welcher 
m  — ;  ~  1  Spitzen  repräsentirt 

Dagegen  kommen  hinzn  die  2—1  Spitzen,  die  S*  in  ihrem  (2, 
m)-.Punkte  in  O  hat  (§  6.,  3).    Also  wird 
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(36)  ä' —  «  — n  — »»  +  2/ 

c)  Von  den  Inflcxionen  der  Schnittcurye  gehen,  aas  demselben 
Gnnde  wie  oben,  n — m  — 1  verloren,  dagegen  kommen  hinzu  die 
■--;— 1,  die  S'  in  ihrem  (^  fii)-Pnnkto  in  O  hat    Also  wird 

(37)  t' «  4_»-|.2w— Z 

Infolge  (35),  (36)  nnd  (37)  erhält  man  nun  mittelst  Plttckers 
Fonueln 

(38)  1/-.V  — «  +  TO,    d'««H '-^ ^ r/4.,»  — / 


(39)  T'  -  T+  (n-^)(n^^m+5-jv)^^ 


-m 


§  10.    Hieraus  folgt  vermöge  des  Dnalitfttsprincips: 

Sind  fi,  ^,  »,  V,  T,  t  die  Charaktere  des  ans  einem  beliebigen 
Punkte  zn  C  gezogenen  Perspectivkegels,  nnd  ^\  d\  x',  v\  C  die 
Cbaraktere  des  Kegels,  wenn  der  Punkt  ein  (^,  m,  n)-Punkt  der  Curve 
ist,  so  ist 

(40)     i^'-fi-«,    V^i^^^t^^^^^J^l^m,     «'-x+m-2/ 

Ans  diesen  Formeln  (29)  — (41)  geht  hervor,  dass  das  Ge- 
schlecht />  der  Schnittcnrve  und  des  Perspectivkegels  durch  die 
betreffende  Spccialisirung  der  Schnittebene  und  des  Kegelschcitels 
nicht  geändert  wird.  Die  Formeln  enthalten  als  SpecialMe  die  be- 
kannten Nr.  1  —  4.  7,  8, 11  —  14  in  §93.  (S.  113)  in  Salmon-Fiedlers 
„Analytische  Geometrie  des  Raumes'',  Th.  II,  3*  Aufl. 
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IV. 
Miscellen* 


Zar  Theorie  der  astronomischen  Strahlenbreehnngr« 

Forttetxnng  zu  T.  VII.  Nr.  XXIII.  6. 

Ans  der  im  citirten  Aafsatze  geführten  Berechnung  ergiebt  sich, 
dass  die  Formel  die  Refractionen  bis  87®  ganz  gut  darstellt.  Die 
Differenzen  würden  vielleicht  noch  geringer  ausfallen,  wenn  die  Gon- 
stanten  noch  schärfer  bestimmt  werden  könnten. 

Man  kann  aus  der  Formel  leicht  die  Brechungsexponenten  für 
beide  Schichten  berechnen.    Man  findet 

1*1  —  1,000062,        tt,  —  1,000218 

Die  Höhen  dieser  Schichten  sind: 

^  =  0,00332,       ^  -  0,000564 

Demnach  würde  die  Höhe  h'  dieser  Athmosphäre  2,68  Meilen  be- 
tragen. 

Die  Annahme  einer  dreimaligen  Brechung  führt  zu  analogen 
Rechnungen,  welche  indessen  sehr  weitläufig  ausfallen. 

Jedenfalls  aber  würden  sich  hierdurch  die  mittleren  Refractionen 
noch  genauer  und  vielleicht  schon  bis  88®  Zenithdistanz  darstellen 
lassen.  Wir  wollen  indessen  diese  Rechnung  nur  theoretisch  durch- 
führen und  legen  also  jetzt  die  folgende  Refractionsformel  zugrunde: 

' "  Vi+yitga     Vi+i/itg»     Vi+VitgM 
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Aas  der  entwickelten  Reihenform  folgen  nach  Gleichsetzen  der 
entsprechenden  Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen  mit  der  vorhin 
angeftthrteu  Reihe  die  Relationen 

«l+«'t  +  «5  —  ö 

*iyi*+a5«ya*+a^8ys*  — « 

Ans  diesen  6  Gleichungen  sind  die  6  Unbekannten  zn  ermitteln. 
Man  findet  der  Reihe  nach  leicht  folgende  Werte: 

^  _  Qyiy»— Hvi+yJ+g     ^  ^  ^yiy»— g(yi+ya)+j 
*         (yi  -  vt)  (yi — ys)    '      *  ""    yi(yi  — yi )  (yi  —  ys) 

^  ^  gyiyi--%i+yt)+<>         ^  ^yiyt~<<yi+y«)+./ 
^  "*  yi*(yi  — «i)(yi— ys)*     ^  *"  yj^yi— yj)(yi— ys) 

Durch  Gleichtetzen  zweier  aufeinander  folgenden  Aasdrücke  ergeben 
sich  die  Gleichungen 

«yiyiys— %iyi+y»y8+y5yi)+<<yi+y«+y8)— «^  —  o 
^yiyjys  — «(yiyi+yfys+yjyiJ+^'Cyi+yi+y»)"--«  —  o 
«yjyf  y«  -  <^(yiy«+yÄy8+y»yi)+«(yi+yi+y8)--/= o 

H&tten  wir  aus  den  Grandgleichungen  die  Werte  x^  oder  x^  ab- 
geleitet, so  worden  wir  in  Folge  des  symmetrischen  Baues  der  letzten 
3  Gleichungen  auf  dasselbe  Schlussresultat  gekommen  sein. 

Dieses  zeigt  uns,  dass  die  Lösung  der  Aufigabe  yon  der  Auf- 
lösung der  kubischen  Gleichung 

y'— (yi+y«+y8)y*+(yiy«+y«y8+y8yi)y— yiyt  y8  —  o 

abhängt,  deren  Coefficienten  sich  aus  den  yorhergehenden  Relationen 
berechnen  lassen.  Fahren  wir  die  Rechnung  durch,  so  erhalten  wir 
die  Gleichung  3.  Grades 

(a  (rf«  —  ee)  -{-hifit  -  crf)  +  <<?*— M)  )y» 

—  (d  (c« — ftd) + e{ad  —  he)  +  f(b^ — ac)  )y « 
+  {d(cd  -  he)  +e{ae  —  c«)  -f  f(bc -  ad)  )y 

—  rf(c?-  et) +  €{}>€'-' cd)  +/'(c«  — M)  =  0 

Hat  man  hiernach  die  Wurzeln  y,j^2y8  berechnet,  so  sind  auch  damit 
nach  dem  Obigen  die  Werte  x^x^x^  bestimmt,  womit  die  Aufgabe  gelöst 
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ist  Wie  man  sieht,  ist  der  Gang  der  Lösung  far  eine  4  oder  n 
malige  Brechung  dem  vorstehenden  analog  und  au  eine  Gleichung 
4ten  oder  nten  Grades  geknüpft 

Sind  demnach  die  Coefficientea  der  Reihe  bis  zu  dem  entspre- 
chenden Grade  entwickelt,  so  stehen  der  Lösung  ausser  einigen  etwas 
weitläufigen  Rechnungsoperationen  keine  weitern  Schwierigkeiten 
entgegen.  E.  Oekinghaua. 


2. 
lieber  Gleiehgewichtspunkte  der  Anziehung  Ton  Linien. 

Das  Folgende  'gibt  ausser  einigen  allgemeinen  Sätzen  nur  Be- 
rechnungen der  Gleichgewichtspuokte  der  Anziehung  einer  Anzahl 
specieller  Gebilde. 

§.  1.    Gleichgewichtspunkt  der  Anziehung  zweier 
symmetrisch  begrenzter  Parallelen. 

Ist  L  eine  begrenzte  Linie  (oder  ein  System  solcher),  und  sind 
Af,  N  zwei  Punkte  auf  X,  deren  gerade  Verbindungslinie  weder  L 
berührt  noch  in  einem  dritten  Punkte  (zwischen  M  und  N)  trifft,  so 
ist  die  Componente  X  der  Anziehung  von  L  auf  einen  Punkt  P  der 
Geraden  MN  in  der  Richtung  von  M  nach  N  nahe  bei  M  negativ, 
nahe  bei  N  positiv,  folglich  gibt  es  eine  ungerade  Anzahl  Punkte  P 
wo  sie  null  ist. 

Dieser  Satz  gilt  im  Räume  wie  in  der  Ebene.  Wir  machen  da- 
von Anwendung  auf  den  Fall,  wo  L  aus  2  Parallelen 


«  — 


c;   — «<  y< 


X  —  — c; 


^<y<^ 


besteht,  und  A/,  N  deren  Mitten  sind,   und  zwar  seien  x^  0  die  Co- 
ordinaten  von  P. 

Die  Anziehung  wirkt  längs  der  x  Axe  und  ist 

_2a 2b__ 

"*(<?  — «)P       (c-faj)tf 

WO  zur  Abkürzung 
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gesetzt  ist. 

Die  Differeotiation  ergibt: 

daher  ezistirt  zwischen  («,  0)  und  ( —  c,  0)  immer  ein  nnd  nnr  ein 
Gleichgewichtspunkt. 

Dieser  hat  die  Gleichung  zn  erfüllen: 

a{€  4-  «)  tf  —  &(<?—  x;  Q  (1) 

daher  anch  die  rationale  4.  Grades: 

a*(c+ic)  V  —  b\e  —  a:)«^«  (2) 

und  genttgt  jede  Wurzel  der  letztern  entweder  der  Gl.  (1)  oder  der 
Gleichung 

a(b  -|-  a:)tf  =  —  b(e  —  x)q  (3) 

Gl.  (l)  kann  nur  bei  ar«  <  <?«,  Gl.  (3)  nur  bei  «« >  c«  erfüllt 
werden.  Da  nun  Gl.  (1)  immer  eine  und  nur  eine  reelle  Wurzel 
bat,  so  ergibt  sich: 

GL  (2)  hat  immer  eine  und  nur  eine  reelle  Wurzel  zwischen  e 
und  —  c.  Demnach  kann  sie  nur  2  oder  4  reelle  Wurzeln  haben ;  im 
erstem  Falle  liegt  eine,  im  letztern  liegen  3  reelle  Wurzeln  ausser- 
halb des  geuannten  InterTalls. 

Sei  a  <C  6.    In  (2)  geht  für  «  —  ±  od  das  Zeichen  -»  über  in 

<;  für  «  —  ±c  beziehungsweise  in  ^;  folglich  ist  stets  eine  reelle 

Wurzel  >-  e,   die  2  übrigen  sind  entweder  beide  >>  e  oder   beide 
<— c  oder  imaginär. 

Setzt  man 

i«  +  a«  a*Ä« 

80  lautet  Gl.  (2)  geordnet: 

«*— 4mtt«  +  6u»— 4(m+n)tt+l  -0 
und  reducirt  sich  durch  Substitution 

auf 

r*  -6Äti*— 4(2mifc+n)»  — 3ÄJ«-4ife  -4mn-  0  (4) 

wo  zur  Abkürzung 
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gesetzt  ist 

Sind  die  4  Wurzeln  dieser  Gleichung 

80  gentigt,  wie  ich  T.  LXIX.  S.  111  gezeigt  habe,  Ap^  einer  kabi* 
Bchen  Gleichung,  die  sich  besonders  einfach  gestaltet,  wenu  man 

p«  -  \»-\-h 

setzt,  wodurch  sie  übergeht  in 

»»+4(ik  +  mn)Ä— 2n«  =  0 
Jetzt  kann  man  nach  Cardani'scher  Formel 

S I 


als  bekannt  zugrunde  legen  und  findet: 

P  -  ^/¥¥h  (5) 


r  =  ±j/3.-p«+^-»-.    r-±l/3*-p«-^+ 


n 

p 


Wie  sich  die  4  Wurzeln  verteilen,  wird  durch  folgende  Rech- 
nung entschieden.    Man  hat: 

und  nach  GL  (5)  in  n  ausgedrückt: 

p«5«  r«  «  (2Ä:  —  ia)«  {Je  +  {%)  -  (2ib»+ «)« 

«  2A;»  —  }*«»— i«»  —  4ik«(ifc  + 1)  -  2kmn  —  n« 
=-  —  |jfc««_j;j»— 2Jfc«(ifc  +  2)  — 2*m»  — n«  <  0 

folglich  sind  q^  und  r'  von  ungleichem  Vorzeichen  und^  ist  r'  als 
das  kleinere  negativ. 

Jetzt  hat  Gl.  (2)  als  einzige  reelle  Wurzeln: 

deren  eine  >  o^  die  andre  Mittel  zwischen  e  und  —e  ist  Bezeichnet 
q  die  positive  Quadratwurzel,  so  ist  hiernach  der  Gleichgewichta- 
punkt 
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..VÜ+i-\/^-i.+^^ 


§.  2.    Gleichgewichtspunkte  der  Anziehung  dreier 
Seiten  eines  Rechtecks. 

Geht  von  einem  Punkte  A  einer  begrenzten  Linie  L  eine  nn- 
hegreBzta  Gerade  AX  aus,  welche  L  nicht  bertthrt  und  nicht  zum 
zweitenmale  trifft,  und  wird  ein  Punkt  P  auf  AX  von  L  nach  New- 
ton'schem  Gesetze  angezogen ,  so  ist  die  einem  von  0  bis  oo  wach- 
senden AP  entsprechende  Componente  nach  AX  zu  Anfang  und  später 
definitiv  positiv  in  der  Richtung  nach  A  hin.  Denn  für  unendlich 
kleines  AP  ist  die  Anziehung  eines  höchstens  in  1.  Ordnung  unend- 
lich kleinen  angrenzenden  Stücks  von  L  unendlich  gross  1.  Ordnung, 
und  die  des  ganzen  Restes  von  L  endlich.  Sobald  nachher  P  die 
Grenze  der  Projection  von  L  auf  AX  überschreitet,  liegt  die  ganze 
Figur  mit  A  auf  einer  Seite  von  P,  zieht  also  P  in  allen  ihren  Teilen 
nach  A  hin.    Hieraus  folgt  der  Satz: 

„Die  Componente  der  Anziehung  einer  begrenzten  Linie  in  be- 
„Hebiger  nicht  tangirender  Richtung  nach  einem  Punkte  der  Linie 
„kann  nur  eine  gerade  Anzahl  von  Gleichgewichtspunkten  ausserhalb 
,d€rLinie  haben,  wofern  man  jeden  Punkt,  dem  eine  Componente 
„null  und  zugleich  Maximum  oder  Minimum  entspricht,  doppelt 
„zahlt" 

Dieser  Satz  gilt  ebensowol  im  Räume  wie  in  der  Ebene.  Im 
Folgenden  machen  wir  specielle  Anwendung  auf  einen  Fall  der  Ebene. 

Die  anziehende  Linie  27  bestehe  aus  3  Seiten  eines  Rechtecks. 
Sei  AB  ^  CD  ^  a  und  BC  —  2ä,  der  angezogene  Punkt  P  liege 
auf  der  Symmetrieaxe  MN  innerhalb  des  Rechtecks,  wo  M  die 
Mitte  von  ßC,  Die  Anziehung  wird  also  repräsentirt  durch  ihre 
axiale  Componente. 

Diese  Componente  ist  für  jede  der  parallelen  Seiten 

J_  _  1_^  1 1__ 

"AP      BP^  y(a— Ä)«  +  &«       1/ä«+P 
die  Anziehung  von  BC 

„  ÄO  __        2b 

wo  h  =  MB\  daher  ist  die  Anziehung  der  Linie  17 

Ardi.  d.  Hstii.  «.  Fbya.    2.  Reihe,  T.  VIIL  7 
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-2 


Iq  der  Richtang  von  P  nach  3f,  die  Bedingung  des  Gleichgewichts: 
Äyp+6«  —  (Ä-5)y(a  — A)«  +  &«  (1) 

woraus  als  notwendige,  aber  nicht  hinreichende  Bedingung  hervor- 
geht: 

d.  i.  nach  Potenzen  von  h  entwickelt: 

^K  h)  =  (2) 

2(a+Ä)Ä»-(a«+4a&+&«)Ä«+2(a«+a*+Ä«)6Ä-.(a«+Ä«)6«  —  0 

und  nach  Potenzen  von  a: 

a«(Ä-.*)«— 2aÄ(Ä— 5)«  —  ^2Ä-Ä)(Ä*-f-i«). 

was  sich  schreiben  lässt: 

,N.      Ä*+2J»Ä  — Ä* 

Die  3  Wurzeln  A  von  Gl.  (2)  teilen  sich  unter  die  2  Gleichungen 
hVh^+b^  —  (Ä  —  5)  VCa— Ä)«+Ä«  (4) 

h  -/äH^ (Ä-Ä)  >/(a  — Ä)«-f-&«  (5) 

Dem  vorangestellten  Satze  zufolge  kann  erstere  nur  keine  oder  zwei 
reelle  Wurzeln  haben.  Gehen  wir  nun  von  dem  Falle  a  =  6  aus^ 
so  reducirt  sich  hier  Gl.  (2)  auf 

und  hat  eine  reelle  Wurzel  h  —  ^6,  welche  der  Gl.  (5),  und  2  imagi- 
näre Ä"—  iÄ(l±»V3),  welche  der  Gl.  (4)  genügen. 

Andrerseits  ist  leicht  zu  ersehen,  dass  die  Function 

h-'b 

von  irgend  einem  Werte  an  mit  h  beständig  und  ins  unendliche 
wächst  Nach  Gl.  (1)  wächst  dann  auch  das  stets  positive  a  — A, 
und  umsomehr  a  mit  A,  d.  h.  die  Function  a  von  h  ist  eindeutig 
umkehrbar,  und  jedem  hinreichend  grossen  a  entspricht  ein  reelles  k. 

Lässt   man  nun  a  von  a  »  6   an  bis  zu  diesem  Werte  stetig 
wachsen,  so  muss  irgend  einmal    das  anfänglich  coi^ugirt  complexe 
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Wotepar  A  in  ein  reelles  flbergehen  und  an  der  Grenze  znsammen- 
Ulen,  wir  wollen  sagen  in  A  «  Ao  entsprechend  a  «  oq. 

Ist  ferner  a  =  c4  deijenige  Wert,  von  welchem  an  h  mit  a 
w&ehat,  und  entspricht  ihm  A  »  A],  so  hat  GL  (4)  fttr  a  >  og  zwei 
reelle  Worzeln  A,  deren  einer  ^  Aj  ist,  während  der  andre,  weil  h 
eindeiitig  in  o,  <[Aj  sein  muss. 

Gleichzeitig  hat  Gl.  (2)  3  reelle  Wurzeln,  deren  einer  der  Gl. 
(5)  angehört.  Diese  aber  kann  nur  für  A  <  6  erfttllt  werden.  Hier- 
■adi  bilden  h  und  h^  feste  Grenzen  für  die  3  Wurzeln:  die  beiden 
grössten,  unter  sich  durch  A^,  gegen  die  dritte  durch  h  geschieden, 
bastxmmen  Gleichgewichtspnnkte;  da  sie  fOr.a  —  Oq  in  /^  zusammen- 
fiillen,  so  muss  A^  *—  A^  und  00  =  0^  sein. 

Das  letztere  Ergebniss  Aq  -»  A^  erhält  man  auch  sofort  bei  Be- 
stimmung beider  Grössen.  Denn  A  «-  A^  entspricht  dem  Beginn  des 
definitiTen  Wachsens  von  a  mit  A;  die  Bedingung  ist: 

?^-0;      ^(a,Ä)-0  (6) 

Bedingung  fllr  A  »  Ao  ist  die  Existenz  einer  doppelten  Wurzel,  also 
di»elben  Gleichungen  (6).  Es  bleibt  nur  in  Frage,  ob  diese  nach 
Elimination  von  A  durch  mehrere  Werte  von  a  erfallt  werden  können. 

Unmittelbar  erhält  man  aus  den  Gl.  (6): 

3(a-f-A)A«  -  (a*+4ai-f  OA  +  (a«  +  a6+A«)A  -  0 
(a*+4aA-f-5«)A«-^4(a«+ai+*«)6Ä4-3(a«  +  A«)A«  «  0 

woraus  zunächst:       •  (7) 

(^_4a»Ä  — 6a«Ä«--16aA8-.llJ*)A  =  (a*  — 4a35-3aV-4aA»— 8ft*)Ä 
(^— 4a»Ä--3a*A«  — 4fl5»— 8&*)A  «  (a*  -4a8&  +  6a«6«-4öÄ8+A*)ft 

und  achliessliiüi: 

2a«  — 12a*Ä+3ö*6«— 40a»ft3  — 24<i«Ä*— 12«Ä»  — 25*«  —  0 

das  ist: 

2(a  — A)«-.27(a»+Ä*)V 

oder,  da  a— A  stets  positiv: 

y  2(a  —  6)»  —  3  V3(a«4-  A«)Ä 
Setzt  man  hier 

a-.«(y+4);  A  -  a(y-2) 
80  kommt: 

y«-j-6y  ^  4{ö  +  3V6)  -  0  (8) 
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»  ^^ 1  

y  -  V2('/ö+3V6+y81+30V6+'/ö+.3v'6-  "/Sl+SOVö) 

y- 3,1285746 

a       y+4 

^  =  ^-6,3164420 

Drückt  man  die  Coefficienten  der  Gl.  (7)  in  y  aus,  so  kommt: 

2(— r*+2y»+8y+20)Ä  =  (— y4-f  2/«-6y«+32y  +  32)* 
(— y*  +  2y»  -  6y«+32y+32)Ä  -  72b 

Redadrt  man  durch  61.  (8)  y^  and  y'  auf  niedere  Potenzen,  so  geben 
beide  Gleichungen  übereinstimmend: 

(2+^6— y)Ä-  V6Ä 

Demnach  ist  die  kleinste  Abscisse  eines  Gleichgewichtspan  ktes 

nnd  das  kleinste  a,  dem  ein  Gleichgewichtspnnkt  entspricht: 
«0  -^^*  =  6,31644206 

Um  die  Resultate  znsammenzastellen,  so  existirt 

f ür  a  <  oq  kein  Gleichgewichtspnnkt, 

für  a  »  oq  einer,  nämlich  ;^  =  ^ , 

für  a  >  ÖQ  zwei,  nämlich  ä  =  ä'  und  ä",  von  denen 

ist.  Die  dritte  Wurzel  von  ^ «  0  ist  A**  <  ä  und  genügt  der  Glei- 
chung (5). 

Endlich  ist  es  noch  von  Interesse   die  Lösungen  für  anendlich 
grosses  a  zn  untersuchen.    Sei 

so  dass  Gl.  (2)  übergeht  in 

2(l+/JV-(l  +  4/J+/J«)n«+2(l+^+/«»)/Ji|-(l+/J«)/5*  -0   (9) 

Für  /)  »  0  erhält  man  (29—1)17'  =  0,  woraus  als  grösste  Wurzel 
17'  »  ^  hervorgeht,  während  die  beiden  andern  verschwinden.  Ent- 
wickelt man  also  17  nach  Potenzen  von  /3,   so  ergibt  sich  der  Wert 
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Ton  fi'  =  -.    Die  Entwickelang  moss,  damit  sich  h"  and  hf'  schei- 
den, mindestens  bis  zar  4.  Potenz  getrieben  werden,  wo  man  findet: 
V  =  i-4<J-/J>-5/J»-17/J* 

Setzt  man  diesen  Wert  in  Gl.  (9)  ein,  snbtrahirt  die  Gleichang  in  17' 
von  der  in  17  and  dividirt  darch  17 — rfy  so  erhftlt  man  die  qnadra- 
tische,  für  1;  —  17"  and  ri^^vf^  gültige  Gleichang : 

(l  +  /JV-2p(l+/J+3/J«+ll/J»)iy+/JM+p+4/J«)  -  0 

oder  nach  Division  darch  l-^-ßi 

i;«-2^(l+3/J«+8/J»)i|+P«(l+4P«)  -  0 

and  nach  AnflOsang: 

n  =  ß±V2ß^ 
das  ist: 

&>  ft>  6> 

Die  2  ersten  Aasdrficke  bestimmen  far  sehr  grosse  a :  h  annähernd 
die  Gleichgewichtspankte. 


§.  3.     Gleichgewichtspankte    der   Anziehang    einer 
symmetrischen  dreiteiligen  gebrochenen  Linie. 

Die  gebrochene  Linie  L  sei  ABCD^  die  StUcke  BA  and  CD 
liegen  synunetrisch  zar  x  Axo  MN^  and  zwar  sei  M  Projection  von 
B  and  C  and  Anfang  der  2;^,  i\r  Projection  von  A  and  Z>  aaf  die  x 
Axe;  /}  sei  Bichtangswinkel  von  BA, 

Der  von  L  angezogene  Pnnkt  aaf  der  x  Axe  sei  P  mit  den 
Coordinaten  a;,  0  and  AP  —  ^,  J9P »  a.  Das  Lot  PQ  voa  P  aaf 
ii?  sei  —  h.    Dann  sind  die  Coordinaten  von  A^  B  bzhw. 

(«)  — ifeWssa,  0 

(y)  —  ,iZV==  ft+atgft        Alf -6 

and  man  hat: 

p«-.(a-«)«+(Ä+atg«>;     ö>=:aj«+6« 

A  —  a;sin/}-|-dcos/9 

Die  Gomponenten  der  Anziehnng  von  AB  and  BM  in  der  x 
Bichtang  sind  bzhw.: 
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ft  +  atg/?  .     b  ^ 

daher  ist  die  Anziehang  der  ganzen  Fignr  L 

und  die  Bediogaog  des  Gleichgewichts: 

6?  =  ^ft(aj— Ä)  — a(6+atg/?)a;  =  0 
während  G'  >  0  die  positive  x  Richtung  der  Anziehung  anzeigt. 
Nach  Mnltiplication  mit 

e6(«— Ä)  +  a(Ä+atgiJ)« 

erhält  man  als  notwendige  Bedingung  die  rationale  Gleichung  4. 
Grades  : 

{(a-aj)»  +  (5+atgj?)«}6«(«-Ä)«-(a:«+&«)(*  +  ötg««aj>«0       (1) 

unter  deren  Wurzeln,  solange  h-^-aijgß^Q  ist,  diejenigen,  wdche 
>  h  sind,  auch  die  ausreichende  Bedingung  6?  —  0  erfüllen,  mithin, 
soweit  sie  reell  sind,  Gleichgewichtspunkte  bestimmen. 

Da  für  a;  >  a  die  ganze  Figur  L  auf  negativer  Seite  von  P 
liegt,  so  ist  hier  stets  G  <^0.  Hat  nun  (r  »  0  reelle  Wurzeln,  und 
ist  jE  —  tTj  die-grösste  unter  ihnen,  so  ist  x^  <  a.  Verlängert  man  dann 
BA  und  CD  um  gleiche  Stücke,  so  ist  die  Componente  der  Anziehung 
der  Verlängerungen  positiv,  also  wird  durch  den  Zuwachs  yon  a  auch 
(r  >  0,  muss  aber  für  hinreichend  grosses  x  negativ  werden,  folglich 
für  irgend  ein  o;  >  «Cj  verschwinden.    Hieraus  folgt  der  Satz: 

Existirt  für  irgend  ein  a  ein  Gleichgewichtspunkt,  so  existirt 
auch  für  jedes  grössere  a  ein  solcher,  und  existirt  für  irgend  ein  a 
keiner,  so  existirt  auch  für  jedes  kleinere  a  keiner. 

Demgemäss  erhalten  wir  die  äusserste  Grenze  der  Existenz  von 
Gleichgewichtspunkten,  wenn  wir  a  «  oo  setzen.  Dann  geht  Ol.  (1) 
über  in 

aj*sin«/3+ÄW(2sin/?  -l)+26»ajco8jS(l  — sinft— 6*cos«/J  =  0 

oder,  wenn  man 

a;-=ft2COS/3;     sin/J  =  n 
setzt,  in 

«*n«(l-««)+««(2n— l)+2a(l— n)-l=0 

An  den  Grenzen  zwischen  zweien  der  Fälle,  wo  sie  keine,  zwei  oder 
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vier  reelle  Wurzeln  hat,  rnttssen  2  Wurzeln  zusammenfallen;  hier 
ist  also 

2ii»n«(l  -  »«)  +  z(2n  - 1)  +  (1  —  „)  =  0 

Eliminirt  man  z  zwischen  beiden  Gleichungen,  so  kommt: 

««(lln«— 36»*+19n*+32n»— 19n«-.10ii  +  2)  =  0 
das  ist: 

n»(lln«— 14n+2)  (n«— n— 1)«  —  0 

woraus  5  verschiedene  reeUe  Wurzeln  hervorgehen.  Da  die  Elimi- 
nation der  hohem  Potenzen  von  «  zu  linearen  Gleichungen  führt,  so 
entspricht  jedem  n  nur  ein  «,  und  es  ergeben  sich  die  Werte: 

_7±3V3  «T-l.     «-*--r2 

"^       2      »      *"■        2      •    &C08jj""       2 

Der  Fall  n  =  0  ist  in  §.  2.  behandelt.  Unter  den  4  übrigen  sind 
die  Werte  mit  obem  Zeichen  zu  verwerfen,  weil  n  >  1  wird.  Es 
bleiben  nur  die  zwei: 

1)  Für  positives  ß  hat  man  allein: 

sin/J-^—^;    /J- 0,104 8707 R 

X  -  (2+~3)äc08/J  -  2,5424606  >  h 

2)  für  negatives  ß: 

8in/3  =  ^-~^;    /» 0,424 1412R 

X  =  ^^=t^ftcos/J  «  1,2720206  >  Ä 

Da  nach  $.  2.  für  /?  =  0  und  hinreichend  grosses  o,  mithin  auch 
Ar  a  — OD  zwei  Gleichgewichtspunkte  ezistiren,  so  müssen  sich  an 
der  eben  bestimmten  Grenze  das  reelle  und  imaginäre  Wurzelpar  so 
scheiden,  dass  das  reelle  im  ganzen  Intervall  zwischen  0  und  jeder 
der  beiden  Grenzen  statthat.    Es  hat  sich  also  ergeben: 

Für  0  <  /}  <  0,104  8707  ...  R  existgren  für  hinreichend  grosses 
a  zwei  Gleichgewichtspunkte,  für  grösseres  ß  keiner,  so  gross  immer 
a  sei 
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Die  negativen  ß  würden  in  Betreff  des  eventuellen  Durchschnitts 
von  BA  und  CD  besondere  Untersuchung  erfordern,  auf  die  ich  hier 
nicht  eingehe. 


§.  4.    Minimum  der  Kreisbogen,  deren  Anziehung 
Gleichgewichtspunkte  hat. 

Wächst  der  Bogen  B  eines  constanten  Kreises  von  0  bis  zum 
vollen  Kreise,  so  hat  (wie  ich  am  Schlüsse  des  Aufsatzes  XYII. 
T.  YII.  S.  336  bewiesen  habe)  seine  Anziehung  im  Anfang  bis  zu 
einer  gewissen  Grenze  keinen,  darflber  hinaus  zwei  Gleichgewichts- 
punkte auf  der  Symmetrieaxe. 

Im  Folgenden  will  ich  in  der  Kurze  das  Verfahren  angeben, 
nach  welchem  ich  diese  Grenze 

i5- 1,806  9374  R 

wo  der  Radius  «-  1  gesetzt  ist,  und  B  den  Quadranten  bedeutet,  be- 
rechnet habe. 

Da  nur  Punkte  auf  der  Symmetrieaxe  in  Betracht  gezogen  sind, 
so  ist  vorher  die  Berechtigung  zu  begründen.  In  der  Tat  gibt  es 
ein-  und  mehrfach  symmetrisch  gestaltete  Linien  mit  Gleichgewichts- 
pnnkten,  die  auf  keiner  Axe  liegen.  Dass  ein  Kreisbogen  nicht  in 
diesem  Falle  ist,  lässt  sich  leicht  zeigen. 

Wir  nehmen  an ,  P  sei  ein  Gleichgewichtspunkt  für  den  Bogen 
J9,  ziehen  durch  P  den  Durchmesser  D  und  durch  beide  Enden  von 
B  Sehnen  KL  und  MN  normal  zu  D,  Letztere  teilen  den  vollen 
Kreis  in  4  Stücke:  Bog.  KL  und  MN^  einzeln  symmetrisch  zu  D, 
und  zwischen  beiden  Bog.  KM  und  LN  (in  besondern  F&llen  kann 
ein  Stück  null  sein).  Die  zu  D  normale  Componente  der  Anziehung 
von  KL  und  JüiV,  mögen  sie  zu  B  gehören  oder  nicht,  ist  stets  null. 
Von  KM  und  LN  aber  ist  stets  eins  Teil  von  JB,  das  andre  nicht; 
daher  ist  die  transversale  Componente  der  allein  übrig  bleibenden 
Anziehung  stets  positiv  nach  der  Seite  des  erstem  Bogens  hin ,  und 
P  befindet  sich  nicht  im  Gleichgewichte,  wenn  nicht  beide  Sehnen 
zusammenfallen,  mithin  D  Symmetrieaxe  von  B  ist,  w.  z.  b.  w. 

Sei  also  der  vom  Bogen  B  angezogene  Punkt  P  auf  der  Sym- 
metrieaxe D  gelegen.  Wir  nehmen  den  Mittelpunkt  des  Kreises 
zum  Anfang  der  xy^  D  zpr  Axe  der  a;,  positiv  nach  der  Mitte  von 
B  hin,  und  zwar  seien  x^  0  Coordinaten  von  P  und  cosgp,  sing) 
Coordinaten  des  Bogenelements  dtp.    Den  Enden  des  Bogens  ent- 
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sprechen  g>  =  ±«R,  und  q  sei  di^  Entfernung  von  Pund  89.  Dann 
sind  die  Gomponenten  der  Anziehung 

-OK  yaiBi  ^ 

P*=  1  +  a;*  — 2x0089 

und  die  Bedingung  des  Gleichgewichts: 

wodorch  x  als  Function  von  a  bestimmt  wird. 

Zorn  Ausdruck  des  Integrals  in  elliptischen  Functionen  sei 
9  -=  2amct»-,      «R  —  2amci7 

daan  wird 


Z-2 


-*(!+*) 


Ein&cher  and  zur  namerischen  Rechnung  geeigneter  wird  der  Ans- 
dmdt  darch  EinAlirang  der  Functionen; 


^iCf,  T)  -  "~i*e-(«+i)'»+(aH+J)»»;    ir(»,  t)  =  H^iv  -  R,  t) 
Hier  wird  die  Bedingungsgleichnng: 

Fttr  &  ^  Vi   oder   t  <^  2R  kann  man  zum  conjugirten  Modul  c 
ftbergehen  bestimmt  durch 

öz  --  4RS 
zugleich  nehmen  wir  dann  das  Gomplement  von  v  und  setzen: 

dann  lautet  die  Bedingungsgleichung: 
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Bei  eioer  nebenstelligeB  Rechnang  reicht  es  ToUkommen  ans 
die  Beihen  bis  rar  4.  Potenz  von 

q  =  e-»,       5*  -  t- 
za  benntzen.    Die  Gleichungen  werden  dann: 


4g«n2i>(l-4g»co82p)        «,!>_  x 
1  — 23COs2r+9*C084e""^**     "' 


(1) 


4«' 55^(1 +49'»  COS  2nc) 


^Jtp  (2) 


Um  DHU  fflr  gegebenen  Bogen  die  Gleichgewichtspnnkte  zu 
finden,  würde  man  x  als  Function  Yon  a  darzustellen  haben.  Mit  g, 
q\  Vy  w  stehen  x  und  a  in  folgender  Besiehung.    Sei 

fc=sin/?R;       fc'  =  C08/JR 
dann  wird 

aR        ,,,1/faT)  Binp-g«sin3p  ,«, 

^*  T  -  1^ *  :fi^(;ri)  "   ^^  C08t,+««C0S 3i  ^^^ 

»e(w,  tf),  ,  1— 2g'cos2ttr+2g^*co84>to 

■"  ^^' H{iw,  af^  ^*      2g'*(8inüi7-g'*8in3»M?) 

Da  in  61.  (1)  und  (2)  v  und  w  implidte  von  x  und  a  abhangen, 
80  ist  eine  directe  Lösung  nach  x  nicht  wol  möglich,  ebensowenig 
die  inverse.  Man  hat  nur  den  einen  Weg,  erst  die  Gleichungen 
nach  V  resp.  w  (approximativ)  aufzulösen ,  x  aus  q(q') ,  «  aus  g,  r, 
(q\  w)  zu  berechnen,  schliesslich  die  erhaltene  Darstellung  von  a  in 
X  umzukehren. 

Diese  Rechnung  lässt  sich  in  Reihen,  die  nach  Potenzen  von  q 
resp.  Vq!  fortschreiten,  ausführen;  doch  convergiren  die  resulüren- 
den  Reihen  so  schwach,  dass  sie  zur  numerischen  Ausrechnung  völlig 
unbrauchbar  sind.  Dagegen  ifflhrt  die  gewöhnliche  Approzimations- 
methode,  welche  jeden  Näherungswert  dem  resultirend^n  Fehler  pro- 
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portional  corrigirt,  sehr  schnell  n^d  leicht  zum  Ziele.  Die  folgende 
kleine  Tafel  geht  nicht  von  9,  sondern  von  ß  aus.  Die  entsprechen- 
de! Werte  von  q  habe  ich  der  von  E.  Meissel  berechneten  und 
herausgegebenen  achtstelligen  Tafel  entnommen;  ans  ihnen  gehen 
die  Werte  von  g'  leicht  hervor. 


ß 

u 

X 

0,1 

1,993  8822 

-0,0061940 

0^ 

1,976  1331 

-0,025  8856 

0,3 

1,948  5543 

—0,057  6378 

0,4 

1,914  0766 

-0,1055728 

0^ 

1,875  3810 

—0,171 5729 

0,6 

1,840  4380 

-0,259  6162 

0,7 

1,815  4961 

—0,3755248 

0,8 

1,807  8806 

—0,527  8639 

0,» 

1,947  3050 

—0,7294538 

Zur  Bestimmung  des  Minimums  von  er«,  welches  der  Tabelle  zu- 
folge nicht  weit  von  ß^Ofi  entfernt  sein  kann,  wttrde  sich  die  analy- 
tische Bedingung  wenig  eignen,  weil  die  derivirte  61.  (2)  schon  com- 
j^idrt  ist  und  nach  Elimination  von  89',  hw  mittelst  Gl.  (3)  noch 
Gomplicirter  wird.  Dagegen  ergibt  sich  das  Minimum  siebenstellig 
sehr  bald,  wenn  man  Aber  die  zweite  Bruchstelle  von  ß  eine  neue 
Tafel  berechnet,  die  sich  nur  auf  die  nftchtliegenden  Werte,  etwa 
0,78;  0,79;  0,81  zu  erstrecken  braucht;  dann  in  der  Nähe  des  klein- 
sten a  mit  der  dritten  Stelle  ebenso  verfährt,  u.  s.  f.  Die  vierte 
Tabelle  lautet: 


ß 


0,7808 
0,7809 
0,7810 


1,806  9378 
1,806  9374 
1,806  9376 


(4) 


Sind  die  Differenzen  der  ß  hinreichend  klein  geworden,  wie  wir 
hier  z.  B.  annehmen  wollen,  so  kann  man  in  dem  kleinen  Intervalle 
die  Curve  «  »  gfct.  (ß)  durch  eine  Parabel  ersetzen ,  die  durch  die 
3  Punkte  {aß)  geht,  und  deren  Scheitel  dann  dem  Minimum  sehr  nahe 
entsprechen  muss.  Sei  also ,  wenn  a^  —  gct.  (/?o)  den  Scheitel  be- 
zeichnet, 

ao  -  1,806  9378 -lO-^X;     ft  -  0,7808+10-*^ 

dann  kommt: 
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y«  —  2pZ;     (  F—  1)«  «  2^(Jr— 4) ;    (  F—  2)«  -  2p{X-  2) 
woraus: 

also 

fc  -  0,780  9167 ;    oo  =  1,806  9373  9167 

Dio  3  letzten  Ziffern  worden  Geltung  haben,  wenn  die  Zahlen  (4) 
bis  auf  3  weitere  Stellen  genau  wären.  Für  die  siebenstellige  Rech- 
nung fallen  sie  weg,  und  man  hat  far  das  Minimum: 

ß  =  0,7809 ;      «  -  1,806  9374;      *  =  - 0,495  4 

Von  X  können  natürlich  alsdann  nur  höchstens  4  Stellen  gefunden 
werden.  B.  Hoppe. 


Zur  Theorie  der  Kegelsehnlttslini^ii. 

1.  Zieht  man  an  einen  Kegelschnitt  in  einem  beliebigen  Punkte 
A  die  Tangente  und  verbindet  A  mit  den  beiden  unendlich  fernen 
Punkten  der  Curye,  so  ist  das  Product  der  Entfernungen  irgend 
eines  Punktes  der  Eegelschnittslinie  von  den  beiden  letztgenannten 
Geraden  proportional  seiner  Entfernung  von  der  Tangente. 

Sei 

w,  +  2tti+tto-0  (l 

worin 

die  Gleichung  des  Kegelschnitts,  bezogen  auf  rechtwinklige  Axen. 
Transformirt  man  zu  parallelen  Axen  mit  dem  Ursprung  A{pr^^  y^)^ 
so  nimmt  die  Gleichung  die  Form 

t*,+2«i'  -  0  (2 

worin 

^^\  ^13%  %s'  ^^^^  lineare  Functionen  von  x^^  y^  mit  Coefficienten 
der  ursprünglichen  Gleichung. 

Die  Gleichung  der  Tangente  in  A  ist 

«,'-0  (3 

die  Gleichung  des  Geradenpaars,  welches  A  mit  den  unendlich  fernen 
Punkten  dos  Kegelschnitts  verbindet,  ist 
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«,=0  (4 

Z^  mao  «s  in  die  linearen  Factoren  und  setst  di^bei  zor  Ab- 
ibmig  die  positive  Qnadratworzel 

Vo,,«  — a,ia„=w  (5 

n  Mireiben  sich  die  Oleichnngen  (3  and  (4 

V  -  «i8'^+««'y  -  0  (6 

«1  =-  — [«»y +(«1«  -«'^llflity+Kj+w^H  —  0      (6» 

fieEnchnet  q  die  Entfernnng  des  Punktes  B{ee,  y)  auf  (2  yon 
d^  Tangente,  «,  s'  seine  Entfernungen  von  den  nach  den  unendlich 
^aeo  Paukten  gerichteten  Oeraden,  so  ergeben  sich  auf  Grund  der 
Glddiimgen  (6  und  (6*  fflr  diese  Grössen  die  Ausdrücke 

/  --<4<y+(°it+«^)« 

Hieniu  folgt  mit  Zuziehung  von  (ö 
Die  Einfilhnuig  dieser  Ausdrücke  in  die  Gleich.  (2  gibt 


vo  nmunehr  #,  f',  ^  und  die  Quadratwurzel  mit  ihrem  absoluten  Be- 
^  zn  verstehen  sind.  Damit  ist  der  oben  aufgestellte  Sats  be- 
wiesen. 

2.  Die  geometrische  Bedeutung  des  aus  den  CoefBcienten  Ton 

2  gebildeten  Factors  J//  ^^  )^4^  ""  ^  «^^^^  "<*  *™  ®»^" 
^ten,  wenn  man  von  der  Axengleichung  des  Kegelschnitts  aus- 

i^)  Ffir  die  Ellipse,  beziehungsweise  Hyperbel  geht  die  Gleichung 
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durch  Transfonnation  nach  dem  Ursprung  A(xqj  y^)  über  in 

es  ist  also 

0,1  —  ±  ^\     ö«  =0,      a„  —  a«,      aja'  «  ±ft%,    o^a'  —  a«yo 
und  

^•^        a»  +  ft« 

der  Abschnitt  n,  welchen  die  Hauptaxe  des  Kegelschnitts  anf  der 
Normale  des  Punktes  A  bestimmt,  ist  aber 

wenn  also  die  relative  Excentricität  mit  e  bezeichnet  wird,  so  geht 
der  Ausdruck  für  i2  in  -^  über,  und  Gleich.  (7  schreibt  sich  für  die 

Ellipse  und  Hyperbel 

««»*'  —  2n3  (8 

Für  die    gleichseitige  Hyperbel   wird  insbesondere   wegen 
t«-2 

»*'  «  nq  (8* 

b)  Die  Gleichung  der  Parabel  verwandelt  sich   bei  der  näm- 
lichen Transformation  in 

y*-2ijaj+2yoy-0 
so  dass 

«11  —  «1«  "  0,    «2,  —  1,    0,3'  —  — p,    a»'  —  yo 

und  

R^Vp^+yo' 

wird;  dies  aber  ist  zugleich  der  Ausdruck  für  den  Abschnitt  n,  wel- 
chen die  Axe  der  Parabel  auf  der  Normale  in  A  bestimmt.  Da 
femer  im  gegenwärtigen  FaUe  die  beiden  reellen  unendlich  fernen 
Punkte  in  einen  zusammenfallen,  so  wird  s'  «  «,  und  die  Gleich.  (7 
nimmt  fttr  die  Parabel  die  Gestalt  an 

«« =  2nq  *  (9 

Die  Scheitelgleichung  ist  ein  specieller  Ausdruck  für  diese  all- 
gemeine Beziehung. 

c)  Bei  dem  Kreise,  dessen  Gleichung  die  Form 
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annimmt,  werden  #,  •*  als  Abstände  eines  Punktes  von  den  Geraden 
absoluter  Richtung  durch  A  unendlich  gross.  Betrachtet  man  aber 
den  Kreis  als  Greuzform  einer  Ellipse  für  ein  gegen  null  conver- 
girendes  «,  so  zeigt  sich,  dass  das  Product  z^ss'  der  bestimmten 
Grenze 

(y — Mf)(jf4-iaj)  — «•+y*  =  c* 

sich  n&hert,  wobei  c  die  Streke  AB  bezeichnet,  während  n  den  Wert 
r  des  Halbmessers  annimmt.  Mithin  wird  man  hier  zu  der  elemen- 
targeometrischen Beziehung 

c^==2rg^  (10 

gefilhrt. 

3.  Der  obige  Satz  gibt  ein  einfaches  Mittel  zur  Losung  der 
beiden  folgenden  Aufgaben. 

a)  Von  einer  Hyperbel  sind  eine  Tangente  a  mit  dem  Beruh- 
rongspunkt  A^  ein  Punkt  B  und  die  Richtungen  der  Asymptoten  (die 
beiden  unendlich  fernen  Punkte)  groben. 

Man  führe  durch  A  die  Parallelen  zu  den  Asymptoten  und  ftlle 
auf  dieselben  Ton  B  die  Lote  «,  «',  ebenso  das  Lot  q  auf  a.  Ver- 
möge der  Gleich.  (8  ergibt  sich,  wenn  man  den  Asymptotenwinkel 
2S  einführt  duh^h  die  Relation  f  —  sec^: 

(jsec^)(*^sec^) 

als  vierte  Proportionale  der  leicht  zu  construirenden  Strecken  «sec9, 
#'aec#  und  der  Strecke  q.  Wird  nun  n  auf  der  Kormale  in  A  in 
der  entsprechenden  Richtung  abgetragen,  so  erhält  man  einen  Punkt 
der  Hauptaxe  und  diese  selbst  als  Parallele  zur  Halbirungslinie  des 
Asymptotenwinkels.  Damit  ist  aber  auch  ^q  ^^^  ^^  Subtangente 
t  Yon  A  bestimmt;  da  nun 


(««-1)^0 
so  ergibt  sich 

(ypcotge)« 
■  *o 1 

und  hiermit  der  Mittelpunkt  der  Hyperbel.    Die  weitere  Verfolgung 
der  Aufgabe  bietet  keine  Schwierigkeit. 

b)  Von  einer  Parabel  ist  eine  Tangente  a  mit  dem  Berührungs- 
punkt i4,  ein  Punkt  ß  und  die  Richtung  der  Axe  (der  unendlich 
ferne  Punkt)  gegeben. 
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Man  fahre  durch  A  die  Parallele  zar  Axe  und  Alle  auf  diig 
selbe  aus  B  das  Lot  9 ,  ebenso  das  Lot  q  auf  a.  Auf  Orund  d^ 
Gleichung  (9  findet  man 

durch  Abtragen  von  n  auf  der  Normale  in  A  einen  Punkt  der  Aiq 
und  somit  auch  diese  selbst.  Es  ist  nun  leicht,  die  weitern  Element! 
zu  bestimmen.  E.  Czuber. 


Inkreiseentmm  als  Oleiehgewiehtspnnkt«  ,  \ 

Ist  P  ein  Punkt  innerhalb  eines  Vielecks,  h  sein  Abstand  vot  i 
einer  Seite  AB^  q>  und  tp'  die  Richtungswinkel  von  PA  und  PBy  94  \ 
ist  die  Componente  der  Anziehung  von  AB  auf  P-»(sin9' — 8in4y>):Aj  ] 
daher  die  Comp.  d.  Anz.  des  Umfangs  die  Summe  aller  den  Seitet  j 
entsprechenden  Werte,  d.  i.  =0,  wenn  h  für  alle  Seiten  gleich  isit ;  . 
Folglich  ist  in  diesem  Falle  der  Mittelpunkt  des  einbeschriebenei ' 
Kreises  ein  Gleichgewichtspunkt  der  Anz.  des  Umfangs »  beim  Drei« ! 
eck  bedingungslos.  ■(; 

Das  Analoge  gilt  auch  vom  Polyeder  und  analogen  Gtebilden  von  }^ 
n  Dimensionen,  nur  muss  die  Anz.  der  (— fi)ten  Potenz  der  Entfer*^^"*"^ 
nung  proport.  sein.  ^: 

Sei  nämlich   df  ein  Element  einer  Polyederseite,   q  seine  £nt-r 
fernung  von  P,  h  das  Lot  von  P  auf  die  Seite,   o  eine  um  P  m\%^^. 
dem  Badius   1  beschriebene  Kugeliläche,   dm   die  Radialprojection ;  \ 
von  8/";   dann   ist  die  Pyramide  über  df  mit  P  als  Spitze    —  Jä3/:        -> 
«  i^'9co,  daher  die  Anz.  von  df  auf  P 

df     So  i! 

*"  ?'  ^  Ä  i' 

Ist  jetzt  doi|  Normalprojection  von  do»  auf  die  ys  Ebene,  so  ist  do>i  :A., 
die  Comp.  d.  Anz.  nach  x  Richtung.  Davon  bei  gleichen  A  die  Summet 
über  die  Oberfläche  genommen  gibt  die  Projection  der  Eugelflächa- 
auf  eine  Ebene,  d.  i.  null  —  w.  z.  b.  w.  i 

Anlass  zu  derlei  Untersuchungen  war  mir  der  Vortrag  des  Hrn.\ 
Oekinghaus  auf  der  Naturforschervers.  (Tagebl.  LXI.  p.  7.)  welcher  V 
zeigt,  dass  die  Brennpunkte  der  Lemniskate  deren  Gleichgewichts-,  \  p 


punkte  sind.  R.  Hoppe. 


\ 
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1.  Theil  XYI,  346  S.;  2.  Theil  Xn,  &69  S.    gr.  8^. 

Preis  geh.  16  M.\  geb.  (Halbfr.)  19  3£ 
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psych  ophysischen  Arbeiten  des  Verfassers  ist  durch  an  geeigneten 
Stelleu  in  Noten  beigefügte  Hinweise  erleichert  worden.  Das  dem 
ersten  Bande  angehängte  chronologische  Verzeichniss  der  Schriften 
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Monatlich  1  Heft  Ton  50—60  Seiten.  Preis  pro  Quartal  3  Mk. 
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/ 

V. 
Die  harmonische  Reihe, 

Ein  Beitrag  zur  algebraischeu  Analysis. 

Von 

Dr.  Heinrich  Simon  in  Berlin'). 


Einleitung. 

Die  Reihentheorie  bedient  sich  zur  Begrftndang  ihrer  Sätze 
vielfach  des  fremdartigen  Hilfsmittels  der  bestimmten  Integrale.  Es 
mag  in  manchen  F&Uen  schwer  scheinen,  dieses  Hilfsmittel  durch 
die  Methoden  der  algebraischen  Analysis  zu  ersetzen  —  die  Be- 
hauptung, dass  ein  solcher  Ersatz  wünschenswert  sei,  wird  aber  kaum 
vielem  Widerspruche  begegnen.  Dezeichnet  Herr  Thomae^)  es 
doch  geradezu  als  „eine  Fordernog  der  Wissenschaft,  dass  sie  die 
Resultate,  die  sie  auf  elementarem  Wege  erhalten  haxm^  anch  auf 
diesem  zu  erhalten  suchen  mtiM,  wofern  damit  nur  nicht  übergrosse 
Weitläufigkeiten  verbunden  sind^S  Mit  letzterer  Einschränkung  ist 
wol  der  Haupteinwand  berührt,  den  man  jener  Forderung  entgegen- 
stellen kann:  Ist  Reinheit  der  Methode  ein  berechtigter  Anspruch 
der  Acsthetik  der  Wissenschaft,  so  ist  es  doch  Eleganz  und  Kürze 
nicht  minder,  und  wo  beide  in  Widerstreit  geraten,  wird  im  ein- 
zelnen Falle  der  Geschmack  zu  entscheiden  haben,  welcher  von  ihnen 


1)  Nachstehende  Arbeit  ist  ein  an  vielen  Stellen  umgearbeiteter  und  er- 
weiterter Abdruck  der  unter  derselben  Aufschrift  erschienenen  Inaugural-Disser- 
tation  des  Verfassers  (Halle,  1886).  Vergl.  auch  den  Aufsatz  d.  Verf.  T.  VI. 
S.  105  a.  220. 

2)  ^Elementare  Behandlung  der  hypergeometrischen  Rcihe'^.  Ztscbr.  f. 
Math.  B.  Phys.     Bd.  XXVI.  (1881)  S.  315. 

Areh.  d.  Math.  a.  Phyt.    2.  Reihe,  T.  VIII.  8 
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dem  andern  unterzuordnen  sei,  Lässt  sich  aber  beiden  zugleich  ge- 
nügen, 80  wird  ein  Versuch  in  dieser  Richtung  keiner  weitern  Recht- 
tertigung  bedOrfen. 

Zu  solchem  Versuche  forderte  nun  die  harmonische  Reihe  be- 
sonders auf. 

Dieselbe  wird  in  ihrer  einfachsten  Gestalt,  als  Reihe  der  reci- 
proken  natürlichen  Zahlen,  gerade  in  den  Elementen  der  Reihen- 
lehre häufig  herangezogen.  Sie  pflegt  als  der  erste  Beleg  dafür 
angeführt  zu  werden,  dass  die  unbegrenzte  Abnahme  der  Glieder 
allein  nicht  hinreicht,  um  eine,  unendliche  Reihe  convergent  za 
machen;  sie  liefert,  mit  wechselnden  Vorzeichen  versehen,  das  ein- 
fachste Beispiel  einer  convergeuten  alternirenden  Reihe;  an  ihr  wird 
endlich  seit  Dir  ic  hl  et')  die  bedingte  Gonvergenz  erläutert  und  mit 
den  Mitteln  der  algebraischen  Analysis  nachgewiesen,  dass  eine  ver- 
änderte Anordnung  der  Glieder  von  Einfluss  auf  die  Summe  sein 
kann. 

Allein  damit  sind  die  Eigenschaften  der  Reihe  nur  an  der  Ober- 
fläche gestreift 

Denn  zunächst  lässt  sich  das  Uuendlichwerden  der  harmonischen 
Reihe  in  Beziehung  setzen  zu  dem  des  Logarithmus;  im  engsten 
Zusammenhange  hiermit  steht  dann  die  Gauss'sche  Function  y^(«), 
die  als  Specialfall  die  Euler.'sche  Gonstante  enthält,  und  mit  deren 
Hilfe  die  annähernde  Summirung  der  endlichen  Reihe  möglich  wird. 
Das  Umordnungsproblcm  endlich,  welches,  in  Ermangelung  des  mass- 
gebenden Grenzwertes  eines  n-gliedrigen,  unendlich  fernen  Reihen- 
Ausschnitts,  nur  für  einige  wenige  Specialfälle  behandelt  zu  werden 
pflegt  —  und  das  in  einer  Weiso,  die  den  wahren  Sachverhalt  mehr 
verhüllt  als  aufklärt,  —  lässt  sich  mit  Hilfe  des  gedachten  Grenz- 
wertes allgemeiner  und  klarer  lösen. 

Die  hierher  gehörigen  Sätze  sind,  wie  eine  Ueberbicht  der  ein. 
schlägigen  Litteratur  weiterhin  zeigen  wird,  an  den  verschiedensten 
Stellen  zerstreut  und  fast  ausschliesslich  mit  Hilfe  der  Infinitesimal- 
rechnung hergeleitet  Insbesondere  werden  zur  Ermittelung  der  Wert- 
änderung der  alternirenden  harmonischen  Reihe  für  den  Fall,  dass 
man  auf  p  positive  Glieder  immer  q  negative  folgen  lässt,  überall 
bestimmte  Integrale  herangezogen,  so  dass  Herr  Pringsheim,  um 
solche  Wertänderungen  zu  veranschaulichen,  ein  anderes  Beispiel  vor- 
schlägt, bei  dem  die  Integrale  entbehrlich  sind  *).    Letzteres  ist  nun 


1)  Abhandig.  d.  Berl.  Akad.  d.  Wisa.     1S37.    S.  48. 
S)  yyUeber  die  WerUeränderangon  bedingt  convergenter  Reihen  and  Pro- 
dukte''.    Math.  Annolen,  Bd.  XXII.    (I8S3).     S.  459. 
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aber,  wie  sich^ zeigen  wird,  auch  bei  der  harmonischen  Reihe  der 
Fall,  und  damit  ist  das  Umordnungsproblem  der  algebraischen  Ana- 
lysis  in  allgemeinerer  Gestalt  zugänglich  gemacht,  als  man  zunächst 
erwarten  sollte.  Denn  ein  noch  zu  erwähnender  Satz  von  Herrn 
Schlömilch  führt  die  Wertänderung,  die  eine  ganz  beliebige  con- 
Yergente  alternirende  Reihe  bei  der  gedachten  Umstellung  der  Glie- 
der erfährt,  auf  die  Wertänderung  der  harmonischen  Reihe  zurück, 
und  dieser  Satz  lässt  sich  ohne  Mühe  für  den  Fall  verallgemeinern, 
dass  die  Zahlen  p  und  q  variabel  gemacht  werden. 

Es  sei  bei  dieser  Gelegenheit  bemerkt,  dass  von  den  allgemein 
üblichen,  bequemen  Ausdrücken  „Umstellung  der  Glieder",  ,,ver- 
änderte  Anordnung'^  u.  s.  w.  hier  nur  unter  dem  Vorbehalt  Gebrauch 
gemacht  wird,  dass  dieselben,  wie  schon  Herr  Natani  ■)  hervorhebt, 
„im  uneigentlicheu  Sinne  zu  verstehen"  seien. 

Was  als  Veränderung  der  Anordnung  bezeichnet  wird,  ist  eigent- 
lich die  Bildung  einer  ganz  neuen  Reihe  ans  auageioählten  Gliedern 
der  ursprünglichen  und  läuft  auf  das  Fortlassen  einer  i.  A.  unendlichen 
Anzahl  unendlich  femer ;^Glieder  hinaus. 

Bei  dieser  Auffassung  ist  das  logische  Paradoxon  hinfällig,  dass 
die  Reihenfolge  der  Summanden  von  Einfluss  auf  die  Summe  sein 
könne,  oder,  wenn  man  lieber  will,  es  lässt  sich  der  Begriff  der  Ad- 
dition auch  auf  den  Fall  unendlich  vieler  Summanden  übertragen, 
ohne  das  Vertauschungsgesetz  aufzugeben.  Um  den  Betrag  jenes 
fortgelasseneu  Ausschnitts  muss  sich  nun  offenbar  die  Reihensnmme 
(algebraisch)  vermindern.  Damit  ist  denn  unmittelbar  klar,  dass 
eine  solche  Fortlassung  bei  äbiMlxu  convergenten  Reihen  keine  Ver- 
änderung der  Summe  bewirken  kann,  weil  die  Couvergenz  einer 
aus  lauter  positiven  Gliedern  bestehenden  Reihe  eben  durch  das 
Verschcinden  jeder  unendlich  grossen  Anzahl  unendlich  ferner  Glieder 
definirt  ist.  Eine  Veränderung  der  Summe  kann  also  nur  bei  bedingt 
convergenten  Reihen  vorkommen  und  wird  gleichzeitig  mit  jenem 
Ausschnitte  einen  endlichen  oder  unendlich  grossen  Wert  haben» 
in  welchem  letzteren  Falle  die  neue  |Reihe  divergirt  Auch  bei  be- 
dingt convergenten  Reihen  ist  indessen  das  Verschwinden  des  frag- 
lichen Ausschnitts  nicht  ausgeschlossen,  wie  das  Beispiel  der  Reihe 

1  1.1  1       . 


f(l)      2A2)^3/(3)       4/(4)^       ••• 
zeigt,  wo  /(n)  eine  beliebige,  mit  n  beständig  wachsende,  aber  nicht 


1)  Mathemat.  Wörterbuch  (begonnen  ▼.  L.  Ho  ff  mann).     Art.   „Rcihe^, 
Bd.  VI.     8.  272. 
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Stärker  als  logn  anendlich  werdende  Function  bedeutet.  Leitet  man 
aas  ihr  eine  neae  Beihe  dadurch  ab ,  dass  man  aaf  je  ein  positives 
Glied  zwei  negative  Glieder  folgen  lässt,  so  entnimmt  man  ans  den 
4n  ersten  Gliedern  zwar  sämtliche  2n  negativen,  aber  nar  die  ersten 
n  positiven  Glieder.    Der  fortgelassene  n-gliedrige  Aasschnitt 


+  ..■  +  . 


(2«+l)/"(2n+l)  ^  (2n  +  3)A2n  +  3)^  -  ^  (4n  - 1) /(4n - 1) 
liegt  zwischen 


and 


(2,i  +  l)/(2n  +  l)     """     (4n~l)/(4»-l) 

hat  also  für  n  ^  od  die  Null  zur  Grenze,  so  dass  die  vorgenommene 
Umstellung  die  Summe  der  Reihe,  trotz  ihrer  nur  bedingten  Conver- 
genz,  unverändert  lässt. 

Der  oben  gegen  die  ttbliche  Behandlungsweise  ähnlicher  speci- 
eller  ümordnungen  der  harmonischen  Reihe  gerichtete  Vorwurf  be- 
zieht sich  darauf,  dass  nirgends  von  diesem  Ausschnitt  die  Rede  ist, 
der  doch  für  jede  endliche  Gliederzahl  den  greifbaren  Unterschied 
der  beiden  Anordnungen  darstellt,  und  dessen  Grenzwert  leicht  ele- 
mentar zu  finden  ist. 

Litteratur. 

Eni  er  behandelt  die  endliche  harmonische  Reihe  als  Beispiel 
zu  seiner  SummenformeP),  wobei  die  nach  ihm  benannte  Gonstante 
c  als  Jntegrationsconstante  auftritt.  Die  hier,  Gleichung  (22)  für  die 
allgemeine,  Gleichung  (28)  für  die  speciello  harmonische  Beihe,  ge- 
gebene Näherungsformel  stimmt  mit  dem  Anfang  der  Euler 'sehen 
halbconvergenten  Entwickelung  überein.    (Vgl.  Formel  28  a.) 

Eulers  Summation  scheint  das  erste  wirkliche  Besultat  in  der 
Theorie  der  harmonischen  Beihe  zu  sein.  Er  zählt  dieselbe  auch 
bereits  neben  der  Facultät  1.2.3...n  zu  den  „inexplicablen'' 
Functionen,  während  Job.  Bernoulli  noch  auf  die  Summirung 
durch  einen  geschlossenen  Ausdruck  hoffte  und  Leibnitz  um  einen 
solchen  angieng^).  Als  Bernoulli  später  in  einer  älteren  Ab- 
handlung Leibnitz'  die  Behauptung  fand,  man  könne  beliebig  viele 
Glieder   der  harmonischen  Beihe   summiren,    wiederholte  er  seine 


1)  Differential-Rechnung.    11.     §  142  ff. 

2)  Leibnitz'  Mathemat.  Werke,  heransgeg.  r.  Gerhardt,  IIL  S.  160. 
Briei  vom  2.  Febr.  1695.  —  Die  bezügliche  Stelle  ist  auch  in  G runer ts 
Archiv,  Bd.  XXVI  S.  l09  abgedruckt. 
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Bitte  0,    Leibnitz  mnsste  indessen  zageben,   er  habe  sich  damals 
fwrt*). 

Die  Untersnchang  der  verallgemeinerten  Facnltftt  11  (a)  fahrt 
Gauss')  dazu,  die  logarithmische  Ableitang  derselben  als  besondere 
Fmiction  V(z)  einzuführen,  wobei  —  W{0)  die  Eni  er 'sehe  Con- 
staate  ist.     Gleichzeitig  wird  fflr  ^{z)  der  Ansdrack 


lim 
n 

00 


lim    r  11  11 


gewonnen,   dessen  Zusammenhang  mit  der  harmonischen  Reihe  er- 
sichtiidi  Ist 

Ans  beiden  Qaellen  fliessen  eine  Anzahl  Eigenschaften  von  ^(«). 
Statt  dieser  ist  hier  (§  5)  die  ganz  ähnliche  Function 

definirt,  deren  Grenzwert  für  n  =00  mit  der  Gauss 'sehen  Function 
durch  die  Beziehung 

dz)  «  -^(^-1),       V(z)  -  -C(*  +  l) 
Terknfipfl  ist.    Die  Eigenschaften   von   C(z)   lassen  sich  leicht  aus 
di^er  Definition   allein   und  ohne  Hilfe  höherer  Rechnung  ableiten 
(S6). 

Herr  Thomae  berührt  in  seiner  schon  erwähnten  Abhandlung 
Aber  die  Gauss 'sehe  Reihe  die  Function  ^(z)  nur  flüchtig  und 
beschränkt  sich  auf  die  Herleitung  des  Satzes,  dass 

5r(n)-logn-Ä(n)-^+^ 

wo  9(n)  mit  wachsendem  n  verschwindet 

Eine  ziemlich  vollständige  Theorie  der  Reihe  giebt  Herr  Na- 
tani^).  Mit  Hilfe  bestimmter  Integrale  wird  gezeigt,  dass  die  Dif- 
ferenz 


1)  Brief  Yom  12.  Sept.  1696.     A.  s.  0.  S.  327. 

2)  Briefe  rom  6.  Oct.    und   6.  Nov.  1696.    »    Vgl*  aach  die  Einleitung 
Gerhardts  zodü  Briefwechsel,  s.  a,  0.  S.  119. 

3}  »Disqnif.  generales  circa  seriem  infinitam  etc.^     §  80.    Comment  sog. 
Gottiog.  n.  IS  13.  —  Werke,  lU.    üebersetz.  t.  Simon,  Berlin  1888. 
4}  Math.  Wörterbacb.    Art  „Reihe««.     S.  284  £E: 
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sich    mit   wachsendem   n   einem   Grenzwerte   9>(a,  b)  nähert.    Nach 
6  a  n  8  8 '  Bezeichnung  wäre  also 


bq>(a,b)  «-log*-^(^) 


Es  wird  eine  schwach  convergircnde  Reihe  für  (p{a^  b)  entwickelt 
und  daraus  in  <p(l,l)  die  Euler 'sehe  Constante  gewonnen.  Die 
Summe  der  alternirendcn  Reihe  wird  durch  die  Function  9  ausge- 
drückt. Die  positiven  und  negativen  Glieder  dieser  Reihe  werden 
in  Gruppen  von  p  bzhw.  q  Gliedern  zu  einer  neuen  Reihe  zusammen- 
gefasst,  die  Summe  derselben  wird  auf  die  der  ursprünglichen  Reihe 
zurückgeführt,  und  der  Betrag  der  Wertänderuug ,  die  hier,  wie  es 
scheint,  zum  ersten  Male  als  Ausschnitt  einer  divergenten  Reihe 
dargestellt  ist,  durch  ein  bestimmtes  Integral  ermittelt. 

Bevor  auf  die  übrigen  Behandlungen  des  Umordnungsproblems 
eingegangen  wird,  sind  noch  einige  Arbeiten  zu  nennen,  die  darauf 
ausgehen,  die  endliche  Reihe  nähernngsweise  zu  summiren. 

Herr   Catalan   leitet*)   durch   bestimmte   Integrale   die   Ein- 

Schliessung 

her,  wo  c  die  Euler  sehe  Constante  bedeutet.  Die  Uebereinstim- 
mung  der  unteren  Grenze  mit  den  ersten  Gliedern  der  Euler 'sehen 
Reihe  wird  merkwürdigerweise  nicht  hervorgehoben. 

An  einer  anderen  Stelle  ^)  werden  aus  der  geometrischen  Be- 
deutung des  bestimmten  Integrals  Sätze  abgeleitet,  wonach  Summen 
zwischen  Integrale  eingeschlossen  werden.  Bei  der  Anwendung  auf 
die  harmonische  Reihe  ergeben  sich  Formeln  von  geringer  Annähe- 
rung bei  ziemlich  umständlicher  Rechnung.  So  wird  die  Summe  der 
ersten  tausend  Glieder  noch  in  der  ersten  Decimalstelle  falsch. 

Auf  elementarem  Wege  gehen  dagegen  die  Herren  Mansion 
und  Cesaro  vor.  Der  erstere  gelangt')  mit  Hilfe  der  Quadratur 
der  gleichseitigen  Hyperbel  zu  der  Einschliessung 

1)  „Sur  la  fi^rie  barmoniqne*'.  Comptes  Bondüs  de  TAcad.  fr.  1856.  II. 
S.  628. 

2)  „Traite  dlementaire  des  s^ries",     1860.     Cap.  IV. 

3)  „On  the  harmotiic  series  »nd  Stiiiing's  formala''.  Messenger  of  Math. 
XI.     (1881)  S.  38.   ^  Aach  Mathesis.     I.     S.   169. 
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Die  eingeschlossene  Reihe  convergirt  demnach ,  und  ihre  Summe  c 
liegt,  fllr  n  —  1,  zwischen  ^  and  |.    Daraus  ergiebt  sich  weiter,  dass 

^+^^«~+2i^  <  l  +  i+  ■•  •  +  ^  <  c+logn+^^ 

Herr  Cesaro  gewinnt  (dem  Jahrbnch  über  die  Fortschritte  der 
Math.  1881  S.  199  zufolge)  in  einer  mir  nicht  zugänglich  gewesenen 
Arbeit  ^)  die  Formeln 

log(n  +  i)+0,57  <  l  +  i+  •  •  •  +^  <  log(n  +  i)+0,60 
und 

1+ J+ . . .  +  J  -  c+iogV^i^i)  +ö;^^  (0  <  e  <  1) 

Eine  (andere?)  Herleitung  der  letzteren  Formel  giebt  er  noch 
m  einer  neueren  Note  '),  wobei 

gesetzt  ist,  also  wol  durch  diese  Entwickelung  definirt  sein  und  aus 
ihr  berechnet  werden  soll.  Zur  Rechnung  ist  jene  Formel  wegen 
der  Unbestimmtheit  von  S  nicht  sehr  brauchbar;  den  besten  Nähe- 
rungswert würde  9  »  1  liefern,  da  dann  die  rechte  Seite,  nach  Po- 
tenzen von  -  entwickelt,  mit  ^+logw  +  2^— jö"«  beginnt,  wie  in 
der  Eni  er 'sehen  Reihe. 

Was  die  Wertveränderung  der  altemirenden  harmonischen  Reihe 
betrifft,  so  scheint  Dirichlet,  der  an  der  schon  angegebenen  Stelle 
zuerst  darauf  hinwies,  auch  an  anderen  Orten  keinen  Beweis  oder 
eine  Ermittelung  des  Betrages  jener  Wertänderung  mitgeteilt  zu 
haben').  Vielmehr  scheint  die  erste  nähere  Behandlung  der  Auf- 
gabe von  Ohm^)  herzurühren,  der  aus  der  Reihe 


1)  Mathesit.    I.     S.  51  nnd  S.  148. 

2)  ^Snr  la  serie  härm.*«    Nout.  Annale«  de  Math.     18S5.    8.  295. 

3)  Vgl.  Pringsheim,  a.  a.  O.  S.  456.  Wenn  daher  Hr.  Schlömilch 
in  einer  „Notia  über  die  bedingt  converg.  Reihen^  (Ztschr.  f.  math.  etc.  Un- 
terriebt. XU.  (1S81)  S.  80)  seinen  Nachweis  dorn  von  Dirichlet  angeb- 
lich an  der  citirten  Stelle  gegebenen  als  einfacher  gegenüberstellt,  so  liegt 
Tielleicht  eine  Verwechselang  mit  einer  Vorlesung  Dirichlets  vor. 

4)  De  nonnnllis  seriebos  infinitis  sammandis.    Berlin.     1889. 
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l-4+i~i4~...  =  log2 

mehre  andere  ableitet,  indem  er  dem  Yerbältniss  der  Aozabl  der 
positiven  zu  der  der  negativen  Glieder  verschiedene  specielle  Werte 
und  endlich  den  Wert  mm  beilegt;  die  Reihen  werden  durch  Inte- 
gration summirt,  und  so  wird  schliesslich  der  Satz  gewonnen,   dass 

tn 

im  allgemeinsten  der  bebandelten  Fälle  die  Reihensummo  um  llog  — 

n 

Wächst.  Bei  einigen  der  speciellen  Fälle  wird  nebenher  darauf  auf- 
merksam gemacht,  dass  die  ursprüngliche  und  die  umgestellte  Reihe 
sich  um  eine  Reihe  von  Gliedern  unterscheiden,  deren  Sunune  den- 
selben Grenzwert  hat  wie  die  Wertänderung  ^). 

Dieselbe  Aufgabe  wie  Ohm  behandelt  Herr  Schi  ö  ml  Ich ')  für 
die  allgemeine  harmonische  Reihe,  indem  er  zunächst  die  Summe 
der  alternirenden  Reihe  durch  ein  bestimmtes  Integral  ausdrückt, 
und  auch  für  die  Wertänderung  ein  solches  aufstellt  und  auswertet. 
Von  der  zweiten  Auflage  an  wird-die  Untersuchung  ausserdem  noch 
auf  eine  beliebige^  convergente  alternirende  Reihe  erstreckt,  wobei 
sich  der  Satz  ergiebt  ^),  dass  die  mehrfach  erwähnte  Umstellung  der 

Glieder  der  Reihensumme  den  Zuwachs  s        _(»*«H)log-  zuführt. 

Die  elementare  und  noch  etwas  verallgemeinerte  Herleitung 
dieses  Satzes  wird  möglich  mit  Hilfe  einer  von  Herrn  Prings- 
heim^)  gegebenen  Methode,  die  Wertbestimmung  eines  unendlich 
fernen  Ausschnitts  einer  divergenten  Reihe  positiver  Glieder  auf  die 
des  entsprechenden  Ausschnitts  einer  andern  solchen  Reihe  zurück- 
zuführen. Denn  wie  Herr  Pringsheim  bemerkt,  beruht  der 
S Chi ömilc hasche  Satz  unmittelbar  auf  dem  Verhalten  der  harmo- 
nischen Reihe,  und  der  in  Frage  kommende  Ausschnitt  der  letzteren 
wird  elementar  bestimmt  werden. 

Schliesslich  ist  noch  der  in  vielen  Lehrbüchern  übereinstimmend 
gegebenen  Behandlungen  der  Umordnungen  der  speciellen  Reihe 
1— i-f-J  —  JH —  ...  für  p  «  1,  g  =»  2  und  p  «  2,  3  —  1  zu  ge- 


1 )  Wie  die  Änmcrkang  „Series  infinitae  nanquam  non  eodcm  valorc  gau- 
dent,  si  adhac  maoent  convergcntcs,  etiamsi  omnes  termini  signo  -{-  (additio- 
nis)  afficiantnr^  (a.  a.  O.  S.  14)  zeigt,  bat  Ohm  sehr  wol  gewusst,  dass  ab- 
solut convergente  Reihen  stets  dieselbe  Summe  behalten.  Vgl.  dagegen 
Fringsheim,  a.  a.  0.  S.  456. 

2)  üebangsbnch  zum  Studinm  d.  höh.  Analysis.    H.     Cap.  V.     §  23. 

3)  S.  a.  Ztschr.  f.  Math.  u.  Phys.  XVHI  (1878)  S.  520. 

4)  A.  a.  O.  S.  471. 
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deoken,  wobei  die  Sammen&nderang  am  |log2  elementar  nachge- 
wiesen wird').  Inwiefern  die  dabei  übliche  Darstellang  reformbe- 
dflrftig  erscheint,  ist  bereits  ansgeftthrt  worden. 

1.  Anfstellung  der  Reihe.  Die  Fordemng,  jedes  Glied 
einer  Reihe  solle  das  arithmetische  Mittel  zwischen  dem  ihm  vor- 
hergehenden nnd  dem  ihm  folgenden  Oliede  sein,  führt  zn  der  arith- 
metischen Reihe;  soll  jedes  Glied  das  geometrische  Mittel  zwischen 
seinen  Nachbargliedem  sein,  so  gelangt  man  zur  geometrischen 
Reihe;  dieselbe  Bedingnng  für  das  harmonische  Mittel  liefert  die 
harmonische  Reihe. 

Wir  stellen  nns  die  Aufgabe  >  die  allgemeine  Form  dieser  Reihe 
zu  ermitteln. 

hn  ist  das  harmonische  Mittel  zwischen  K^i  und  hn-\-i ,  wenn 
die  drei  Grössen  der  stetigen  harmonischen  Proportion 

(Än-i  —  An)  •(*»•-"  *»»+i)  "•  *»*-i '  *H+I 
genügen.    Dies  liefert 

L=1M.  -JL\ 

Ah         2\An-l^Än+l/ 

d.  h.,  wenn  man  die  reciproken  Werte  der  Reihenglieder  betrachtet, 
80  ist  jedes  Glied  das  arithmetische  Mittel  zwischen  seinen  Nach- 
barn. Die  reciproken  Werte  der  Glieder  bilden  also  eine  arithmetische  Reihe^ 
80  dass  das  allgemeine  Glied  der  harmonischen  Reihe  die  Form 

1 


a-f-nJ 


besitzt ').    Lassen  wir  noch  den  Factor  -r  fort  nnd  setzen  wir 


I)  So  bei  SchlÖmilch,  Algebraische  Analysis  §  29.  —  Scheibner, 
Ueber  nncndliche  Reihen  und  deren  Convergenz,  Leipzig  1860,  §  6.  — -  Vgl. 
auch  Lionnet,  Note  aar  la  s^rie  l~s-hj— jH —  •••  Nour.  Annales  de 
Math.  1879. 

i)  Wie  e«  scheint,  ist  die  eigentliche  Begründang  des  Namens  der  har- 
monischen Reihe  ziemlich  in  Vergessenheit  geraten;  sonst  würde  wol  kaum 
Scbeibner  (Ueber  unendliche  Reihen  §  20)  die  Reihe  der  Potenzen  der  reci- 
proken ganzen  Zahlen  als  harmonische  Reihe  bezeichnen  nnd  weiterhin  gar 
(§21)  dieselbe  Benennung  für  die  Reihen 

Torecblagen. 
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a 

so  achreibt  sich  die  Reihe  in  einfachster  Form 

(1)    5.(.)=U-l^-i  +  4j+^+...  +  ,-i;i 

Dabei  kann  z  jeden  beliebigen,  positiven  oder  negativen,  reellen 
oder  complexen  Wert  haben;  ansgeschlossen  seien  nur  Null  nnd  die 
negativen  ganzen  Zahlen,  die  eins  der  Glieder  oo  machen  würden, 
sofern  die  Reihe  von  X;  «»  0  an  in  Betracht  gezogen  wird;  aucli 
diese  Beschränkung  fällt  aber  fort ,  wenn  die  Reihe  erst  mit  einem 

so  grossen  k  begonnen  wird,  dass  k-^z  ^1  ist^). 

Jede  harmonische  Reihe  l&sst  sich  leicht  auf  die  angesetzte 
Form  zurückfahren.    So  ist 


a+b^  a  +  2b^'''^  a+nb 

""  b  \^"*"  a;b+l^'"^alb+n)  ^  b  ^\b} 

iiri6  + a-(ik- 1)5  + •••  +  i+-+a"T»"*^'**U'"V 
und  die  Reihe  der  reciproken  natürlichen  Zahlen 


i+j+i+-+^-«.-i(i) 


2.    Grenzen  fttr  den  Ansschnitt  S»(x)—8m(*)-    Die  Rei- 
hen-Eutwickelungen 

log(l+«)-*-(|*-|'+-...) 


liefern 

log(l-fa;)  <  «  <  logj3^ 

Setzen  wir  hierin 

1 


<1 


1)  Als  Snmmationsbachstabe   gilt,    wofern   nichts  anderes  angegeben  ist, 
ttberali  Jb. 
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wir  k  positiv  uDd  so  gross  voranssetzeo,  dass  Ih-^-M   .list, 
so  erbalten  wir 

vmi  W61IB  wir  hier  nach  aod  nach  k  die  ganzzahligen  Werte  m+l, 
M-f  ^y  -  -  •  ^  annehmen  lassen  nnd  die  so  entstehenden  Ungleichnngen 
iddiren 


(2)    log^XiT    <  ^  Tnr  <  Jog-x" 


tn 


+1+'  -1 


Ist  s  reell,  so  ist  die  Geltongshedingang  erfüllt 

bei    a— -a>...— 2  für    m  =  0,  1,  2... 
«  —  —2    ...  —1  »»=  2,  3,  ... 

z— — 1    ...       0  i»=       1,  2,  ... 

«  —  OJ       ...+O0  m*0,  1,  2,  ... 

voraosgesetzt,  dass  verschwindende  Nenner  {k-\-»)  vermieden 


werdeiL 

Ist  »  complex,  etwa  gleich  sc-l-y»,  wo  also  y  nicht  0  ist,  so  kann 
flr  die  Werte  ac  «  —  od  ...  — 2  nnd  x  '^O  ..,  -^oo^  bei  ganz  be- 
liebigein ^,  m  =  0, 1,  2, . . .  sein.  Hat  aber  x  einen  der  Werte  zwischen 
—2  nnd  0,  die  Grenzen  ausgeschlossen,  und  ist  k  die  kleinste  ganze 
Zahl,  för  die 

y^^-2(k+x)^ik+x)^ 

erfilllt  ist,  so  kann  m  «  X;,  k-\^l,  ...  gesetzt  werden. 

3.  Divergenz  der  Reihe.  Lassen  wir  in  (2)  n  nnendlich 
werden,  während  m  endlich  bleibt,  so  werden  beide  Grenzen  für 
Sm—Sm  nnendlich,  also  auch  Sn  selbst. 

Die  Formel  giebt  zugleich  eine  gute  Yorstellung  davon,  wie 
losserordentlich  langsam  die  Reihe  divergirt.    Denn  es  ist  fürn=2m 

^  7rir-<log2 

Wie  gross  man  auch  m  wählen  möge  —  die  Summe  der  m  ersten 
Glieder  wächst  durch  die  Summe  der  nächsten  m  Glieder  stets  um 
weniger  als  log  2  »  0,69  . . .  Denkt  man  also  die  Reihe  in  Gruppen 
TOtt  je  m  Gliedern  zerlegt,  so  ist  die  Summe  der  zweiten  Gruppe 
<log2,  die  Summe  der  folgenden  beiden  Gruppen  wieder  <Clog2, 
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ebenso  die  Samme  der  auf  sie  folgenden  4  Gruppen,  dann  der  näch- 
sten 8  Gruppen  u.  s.  w.    Trotzdem  wächst  die  Summe  ins  Grenzenlose. 

Die  Divergenz  der  harmonischen  Reihe  liefert  ferner  einen  Beleg 
dafür,  dass  es  zur  Convergenz  auch  von  Reihen  mit  wechselnden  Vor- 
zeichen nicht  ausreicht,  wenn  das  nte  Glied  die  Null  zur  Grenze 
bat    Denn  zerlegt  man  jedes  Glied  der  Reihe  nach  dem  Muster 

h+z       2\yA+*-)-l  — 1       Vi+a-j-l-f-l/ 
80  erb&lt  man  die  diTergente  Reihe ') 

2<^         1  1  1.1 


*+2    y^+i— 1     y2^_i+i^yg-^2-i 

Vz  +  2  +  l^       '" 

4.    Endlicher  Wert  des  Ausschnitts.    Wird  mit  n  auch 

m  unendlich,  aber  so,  dass  lim  —  endlich  bleibt,    so   fallen  in    (2) 

beide  Grenzen  zusammen,  und  wir  erhalten  unmittelbar  den  sonst 
nur  durch  einen  Uebergang  zum  bestimmten  Integral  hergeleiteten 
Satz 

(3)    lim(&,  -  Sm)  -  lim  2  r4-;  «  logflim  ^)     "  ZZ 

Sind  z.  B.  n  und  m  ganze  und  ganzzahlige  Functionen  gleich  hohen 
Grades   einer   unendlich  werdenden  Veränderlichen  tr,   so  ist  lim  — 

der  Quotient  der  Coefficienten  der  höchsten  Potenz.     So  hat  man 

ohne  Weiteres 

lim   P«+Po    1  p 

£    7-7—  —  log - 

und  wenn  fj{w)  und  f^iw)  ganzzahlige  Werte  sonst  beliebiger  Func- 
tionen sind 


Die  crstere  Formel  allein  reicht  aus,  um  die  Wertverftndernng  zu 
ermitteln,  die  die  Reihe 


1)  Dieselbe  findet   sich,   für  <  =  1,  bei  CstaUn,    Trait^  Ü4m*  des  s€- 
riei.     C»p.  II.     §  XV. 
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erfilirt,  wean  immer  p  positive  Glieder  mit  q  negativen  abwechseln 
(§  11). 

Als  eine  ein&che  Anwendung  diene  die  Sammirung  der  Reibe 

\J+i + 7+2  +  •  •  +  7+:;,)  -  7+i  +  l^+^+i  +  ■  •  • 

Dieselbe  ist  die  Grenze  des  Ausdrucks 

iNN       1  ml.  Nsn         1 


1    »  +  *  1  «  +  *         mfl*  +  * 

ÜBT  fl»  =:aD,  somit  hat  man 

1  f__J__  .  __!__  .       .   _J_ 


wobei  3  ganz  beliebig  bleibt'). 


--^-fej-log. 


1)  F&r  n  =  2  erh&lt  man  nach  dem  Obigen  die  Formel 
00/1  1  1     \ 

f  ^.+2fc-i + 7+2ic  -  rp;  =  '««2 

die    Yon    Herrn    Catalan    gegeben    ist  (Nüut.  Corrcsp.    math.  I.   1879).  -> 

Liat  Bian  n  anbcitimmt,  setzt  aber    c  ==  0    and  schreibt  statt  —r  —  t     noch 

nk      k 

7-,  ao  kommt,  zunftcbst  fDr  endliches  m, 

fu*  -l)»+l^(*-l)«  +  2^"*^*n  — 1  kn   i 

m+l^m+2^  •••^n« 
voniu  (ich  <.  B.  fUr  n  :=  S  die  ebenfalls  Catalan 'sehe  Formel 

^~*+*  ~*+ —  ■  •• +21^^=1  ~  2^  ~  ^+1'+"  M^+ •  ••+ 2^ 
ergiebt,  tod  der  gleich  Gebrauch  gemacht  werden  wird.  Wächst  aber  non 
9  ins  Uoendlicha,  so  erhält  man  links  eine  schon  von  Enler  gegebene  Reihe 
flr  log«  (Integralrechnung  II.  §  147.  Auch  bei  Lacroix,  Trait^  du  calcul 
4iC  et  int.  III.  §  1003). 
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Bei  der  Wichtigkeit  der  Formel  (3)  möge  sie  noch  auf  folgende 
Art  diredt  abgeleitet  werden. 

Zanächst  ist  ersichtlich,  dass  der  gesuchte  Grenzwert  yod 

*       1  "11 


j¥eun  er  existirt,  zwischen 


£  7      nnd £  . 


1+^  *        i+-   * 

'  m  -f-l  *    n 

liegen  mnss,  also  für  m  <»  oc,  n  «  oo ,  mit 

Hm   ^^  r  =  lim  ('4T+-iö+ •••+-) 
mfl&  V»»+l   '    ni+2   '  '   nj 

übereinstimmt     Diese  Summe  liegt  nun  zwischen 

— — r     und 

i»-f-l  n 

oder  zwischen 

^ nnd      ^ 

•    m  m 

bleibt  also  endlich  mit  lim  -  »  e  und  wird  eine  Function  von  t  sein. 

m 

Setzen  wir  daher 

lim    /    1      ,  ,    1\       ,, , 

^,^ ,  lim    /    1      ,  ,    1  \ 

Nach  einer   schon   erwähnten,  von  Herrn  Catalan  herrührenden 
Formel  ^)  ist  aber 


so  haben  wir 


1)  Sie  lässt  »ich  leicht  so  herleiten; 

ii+j;42+--+4-(i+*+--+^)-(i+*+-+y 


Digitized  by  CjOOQIC 


Simon:  Die  harmonische  Reihe,  127 

/'(2)  =lim  (l-l+i-J+-   •• -^)  -  Jog2 

also 

/(20  -  Iog2+A0 

Setzen  wir  /(t)  ^\og(p(t)  und  gehen  wir  zu  den  Zahlen  über,  so 
kommt  9(20  »  29(0;  die  Fnnctionswerte  von  «p{t)  sind  also  pro- 
portional den  Argumenten,  d.  h.  9(0  ist  rein  linear,  etwa  =::  at.  Die 
CoQstante  a  ergiebt  sich  aus  /*(2)  =  ]og2a  =  log  2,  und  wir  erhalten 


/(O«log«  =  log(lim^) 


5.    Die  Function   Ck(z)  und  ihr  Grenzwert  C(c).    FOr 
grosse  Werte  von  n  und  m  wird  nach  (3)  annähernd  die  Gleichung 

Sn  —  Sm^  logn  — logm 
gelten,  oder 

/S»— logn  «  &,  — log»i 

sein,  u.  z.  werden  diese  Differenzen  einander  um  so  n&her  kommen, 
je  mehr  n  nnd  m  wachsen.  Wenn  nun  zwar  hieraus  noch  nicht  zu 
schliessen  sein  dürfte '),  dass  die  Difierenz  ^— logn  sich  bei  un- 
begrenzt wachsendem  n  einer  von  n  unabhängigen  Grenze  nähert,  so 
lässt  sich  doch  die  Existenz  dieser  Grenze  folgendermassen  zeigen. 

Wählen  wir  m  so  gross,  dass  nach  (2) 

,      n+»+l  ^  „  ,  V       r,  /  X    ^  1      n+« 

gilt,  und  subtrahiren  wir  überall 

log  (n+ »)  —  log  (m  -f  2) 
80  folgt 


"•■      • '  •  +  2i»— 1       2m 

Fflr  M  =  0»  hat  man  hieraas  unmiUelbar 

was  auf  anderem  Wege  Herr   Unferdingcr   bewiesen    hat.      (Sitsgsbr.    der 
Wiener  Akad.  1S67.     Bd.  55.     11.     S.  93.) 

1)  Wie  es  bei  Natani,  Math.  Wörterb.,  Art.  »Reihe«,  Bd.  VI.  S.  SS4  f. 
Ceschiebt. 
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log      '      ' log — '    ,  '       < 

oder,  wenn  wir  die  Bezeichnung 

Sk(M)-log(k+z)  =  Cj,(z) 
einführen, 

l»«(n-4r«)+««W-iog(i+;;^)  <  c;W  <  c.W 

Bei  festem  m  nähert  sich  für  wachsendes  n  das  erste  Glied  linker 
Hand  der  Nnll,  Cn{z)  bleibt  also  zwischen  endlichen  Grenzen^  die 
sich  nm 


•»«(^+Ä) 


unterscheiden.  Da  nun  dies  endliche  Intervall  durch  Vergrösserang 
von  m  beliebig  verkleinert  werden  kann ,  so  nähert  sich  Cn(t)  mit 
wachsendem  n,  beständig  abnehmend ,  einem  nur  noch  Ton  z  abhän- 
gigen Grenzwert  C(z), 

Derselben  Grenze  strebt  offenbar  auch 

Sn  —  \0gn  =■  &,  — log(n  +  2)  +  log  (l+Q 


ZU. 


6.    Haupteigenschaften  von  C(z),    Aus  der  Definition 

Cn(z)' 

folgt  unmittelbar 


^-W--.+  «-:fI+-+.T^-'««('+'»> 


(4)  Ci.)-C(y)  =  l-l+^^-~^^  +  -... 
also 

(5)  C(»)-C(«+l)  =  i 

z 

(6;        0[«+«)=CW-  0  +  -^+...  +  -^) 

(7)        C(«-«)-C7(.)+(.i^+^4-2+...  +  ^4^) 
Für  «  —  1  liefert  (6) 
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(8)     c(«-Fi)-c(i)-(i  +  l+i+...+y 

80  dass  C(z)  fflr  positive  ganzzahlige  Werte  von  z  darch  C  (1)  und 
die  speciellc  harmonische  Reihe  bestimmt  werden  kann.    Dabei  ist 


C{1) 


-."".[•+1+-  +  ;-'»«-] 


die  Euler*8che    Constante,   auf  deren  Berechnung  weiterhin  noch 
eingegangen  wird. 

F&r  «  «  0  oder   gleich  einer  negativen  ganzen  Zahl  ist  nach 
(4)  C(z)  ^  00 . 

Für  y  «  1  — Ä  liefert  (4)  die  bekannte  Reihe 

z       1  — z  '    1  +  «       2  — «  '    2-f-Ä         '  ^ 

80  dass 

(9)  C(z)  —  C(l  —  2)   =  TT  COtgTT« 

Da  COtg »2  für  »«  — x —  verschwindet,  so  liat  man  hiernach 
für  ganzzahlige,  positive  oder  negative  m 

(10)  C(m+i)^C(-m+i) 

j  j    A»  4m  +  1 

und  da  für  »  =  — j — 

COtg  TT»  =   1       ist, 

(11)  C(m+i)^C(-m  +  i)^n 

Aas 

,  1  1  nm-^-mz-^-k 

folgt,  wenn  wir  über  A?  «  1,  2  ...  »»  summiren 

1       V    '   w»;  Li   W2+«        m+l  inz-]-k  2«i41»»^+^ 

(H-fl)m       1 1        m        mn-\-mz+k 
-f"  . . . -j-      ^     ^1 -7    — 2* log—- 

wm+m         j  m 

=  *»    -^   ^7j^n:/,"- '^Jog(w*+»»«+^)+»»Jogw 

ArelL  d.  Math.  n.  Phya.    2.  Reibe.  T.  VIII.  9 
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Nun  ist 

»-f-»n- 

wir  können  also  schreiben 


£    — Xl^^ '^^*'"'"f"^)  "^  C(m)8-j-l)-j-Iog(nm-|-m«+m) 
1     WW-j-Ä  nm-H»»-l  Mm-t-m— 1 


nnd  da  für  n=Qo  jedes   der  w  Glieder  der  letzteren  Summe  ver- 
schwindet, ergiebt  sich 

(12)  £Cln-{'-\  ==  mC(ma  + l)  +  mlogm 
Hieraus  für  a  «  0 

(13)  *"i  c(^^  -  (m— l)C(l)  +  mlogm 

Beispiele,    Für  m  —  2  ist  nach  (13) 

C(i)  =  C(l)  +  21og2 
dann  nach  (5) 

C(|)  =  C(l)-2«  C7(l)-f21og2~2 

Für  m  —  3  kommt 

^(i)  +  ^(l)='2C'(l)-f31og3 
dazu  ans  (9) 

C(i)-^(|)  =  «cotg|  =  ^V3 

so  dass 

^(i)«  e(l)  +  ilog3+Jv3,    C(|)  =  C(l)+|log3~^V3 

f»  -=■  4  liefert 

C(i)  +  C(i)  +  ^(i)  =  3C(l)+41og4 

also,  da  C(|)  bekannt  ist, 

C(i)+C(J)==2C(l)+61og2. 
Mit  Hilfe  von 

ergiebt  sich 

Cd)  -  C7(l)+31og2+  |,       C(J)  =  C(l)+31og2-  | 
Für  «i  «  6  findet  sich 
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C(J)  =  C(l)  +  2Iog2  +  3  log3  + JV3 

Cii)  «=-  e(l)  +  2Iog2+flog3-|  V3 

Wie  mao  sieht,  gelingt  es  schon  mit  Hilfe  der  entwickelten  Formeln, 

die  Werte  C^^V  c(^Y   . . .  cf~^-\   für  m  ==.  2,  3,  4,  6  durch 

C(l),    Logarithmen   und  Teile   der   Peripherie   darzustellen.      Für 
f»  =  5  aber  erhält  man  nur 


und 


Cii)+C{l)  -  2C(l)  +  $log5  +  f  (cotg|  +cotg^) 

TT  /  7t  27C\ 

<^il)+C{t)  «  2C(l)  +  |log5  -^-(^cotg^  +  cotg  yj 


ohne  dass   zunächst   eine   weitere   Trennung   möglich  ist.     Ebenso 
kommt 

^Xi)+^(f)=2C(l)  +  81og2+|(cotg|  +  cotgy) 

CW+CW  =  2C(l)  +  81og2-  ^  (cotg|+cotg^) 

Um  nun  C(z)  für  ganz  beliebige  rationale  «  im  Intervall  0<2;<1 
darzustellen,  hat  Gauss')  independcnte  Formeln,  u.  z  ohne  Be- 
nutzung höherer  Rechnung,  abgeleitet,  die  sich  nach  unserer  Be- 
zeichnung schreiben  lassen: 

m—l 
2 

für  ungerade  m 
(14) 

m  -2 

2 
e(-)«  C'(l)  +  ^  cotg-  +  log«.-2-Scos-^log(2sm^) 

+  (— l)"+Mog2    für  gerade  m 

Da  nun  mit  Hilfe  von  (6)  und  (7)  die  Werte  von  C(z)  für  alle 
rationalen  2;  >  1  auf  C{z)  mit  echt  gebrochenem  Argument  zurück- 
zuführen sind,   so  können  wir  mit   Gauss   den  Satz   aussprechen, 


1)  Disqois.  gener.  §  33.  Formel  (74)  und  (75). 
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(Ias8  sich  C(z),  ßr  aUe  rationalen,  positiven  oder  negativen  Werte  von  z, 
durch  die  Etäer'sche  und  Ludolf  sehe  ConMante,  sowie  durch  TA)garithmen 
bestimmen  lässt. 

Am  Schluss   der  G ausstachen  Disquis.  gener.  findet  sich  eine 
von  Nicolai  berechnete  Tafel  der  numerischen  Werte  von  — C(«-f-l) 

1        2  99  1 

für  a  «=  0,    ^,  ^,  .  .  .  j^,  1.  Zieht  man  diese  Werte  von  -     ab, 

so  erhält  man  nach  (5)  die  Tafel  der  Werte  von  C{z)  fUr  dasselbe 
Intervall. 

Die  zweite  der  Formeln   (14)   lässt  sich  noch  zusammenziehen. 
Sei  m  =  2fi,  und  fassen  wir  in 


^cos  — 

I        #* 


log(2sing) 


das  erste  und  letzte,  zweite  und  vorletzte  u.  s.  w.  Glied  zusammen, 
so  kommt  allgemein 

cos  —  log  2sin^  +  cos'^=-j;^ log2siu  ^^^— 

=  cos—  log2sin2^  +  cos(^n^  -  -^- jlog  2sm  (^^  -  g^j 


und  wenn  wir  voraussetzen,  dass  -  in  kleinsten  Zahlen  gegeben  sei, 

so  dass  n  ungerade  und  cos  n^s  »  ^  1  ist,  wird  dies 

hnn^  Jen 

-cos  — log  tg^ 

u—l 

Ist  die  Gliederanzahl  (fi  — 1)  gerade,  so  haben  wir  ^-g— umzufor- 
mende Gliederpaare,  ist  aber  fi  gerade,  so  ist  ein  Mittelglied  fUr 

u 
A?  «  2   vorhanden,  dessen  Wert 

cos-2-log28in  j  —  0 
ist.    Demnach  wird 

(14a)      c(^)  =  C(l)  +  |cotg^+log(2m)-22:cos^^logl«5 

/  .  .      ,        .    ^    «        »»-4     j       m— 2\ 

In  ungerade,  m  gerade;  ä;  «  1,  2,  3  . ..  — j—   oder  — j— I 

Nachstehende  Tafel  giebt  eine  Uebersicht  einiger  Fälle,  in  denen 
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eich  C(t)  verhältnissmässig  einfach  ausdrückt;  dabei  gilt  das  obere 
Wurzelzeichen  stets  für  den  in  der  ersten  Spalte  vo ranstehenden 
Wert  Yon  z. 


8 

C(z) 

1 

c 

i 

c+21og2 

1      2 
3'     3 

«+}Iog3±|v3 

1      3 
4'    4 

c-|-31og2±f 

1     4 

5'    5 

«+|log5+  ^   log    ^2       ^2'^^b 

2     3 
5'    5 

c+Jlog5- »^  log       2      ±2"'*«  5 

1     5 
6'    6 

c+21og2+|log3±|v3 

1      7 
8'    8 

c+41og2  -  V21og(V2-l)±  |(V2  +1) 

3     5 

8'     8 

c+4log2+V21og(v^2-l)±J(y2-l) 

1       9 
10'    10 

c+21og2+f  log5+iV51og?^^±  f  col«^ 

3       7 
10'    10 

c+21og2+flog5-iV51og^^±|  cotg|? 

1      11 
12'     12 

c+31og  2+1  log  3  -  V3  log  (2  -  V3)  ±  J  (2+ V3) 

5       7 
12'     12 

c+31og2+31og3+V31og(2-V3)±|(2-V3) 

7.    Reihen  für  C(»).    Schreiben  wir  der  Kürze  wegen 


also 


ßit(z)  «  S*W+logÄt 
80  ist,  immer  z  als  Argument  gedacht, 

Qk-i  —  Gk  =  &-i+logÄ»-i— iSt— logÄt  =  —  Ä*  +log 
Je  nachdem  wir  nun 
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Ä*-i            k+z                           1 

oaer 

1 

'-.-i-. 

schreit 

»en,  erhalten  wir  einen  der  Ansdrücke 

a-i  -  cik  =  -Ä*+iogri+Ä*.i] 

C*-i  — Qk  «— Ä»--log[l-Äik] 

Jeder  derselben  führt  zu  einer  Reihen-Entwickelang  für  C. 
Die  erste  Form  liefert  entwickelt 

und  wenn  wir  über  Ä;«»m4-1,  m-}-2,  ...  n  summiren, 

mfl  m+1 

Benutzen  wir,  dass  allgemein 

H  M—l  » 

m+1  m  m-fl 

ist,   SO  sondern  sich  aus  jeder  der  rechts  stehenden  Summen  Ans- 
drücke von  der  Form 

ans,   die   mit  der  Differenz    (ä«,— ä»)    zu   logCl+A«,)— log(l+*») 
verschmelzen.    Somit  wird 

(15)  CmW-  CnM  «  log^i^  ^iSh^^iZh^-  +  . .. 

■1  ~r  '^        m+l  m+1 

Der  zweite  Ausdruck 

Ci-i-  Ct Ät~log(l-ÄO  «  jÄ4«+4V+  . , . 

ergiebt,  wenn  wieder  über  ä?  «=  m+1  ...  n  summirt  wird, 

(16)  Qn(z)—  Cn(z)  «  i  2:Ät«+i  1ä*3+  . . . 

m-^l  m+1 
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Beide  Reihen ')  lassen  sich  zu  einer  dritten,  rascher  convergirenden, 
vereinigen;  wir  erhalten  durch  Addition  sofort 

(17)  ft.«-C^W=-ilog]^  +  i^Ä*»+ii:Ä*'^+  ... 

^'V"'n        m+1  m+1 

nnd  hieraas  für  n  »  oo,  da  ^oo  ""  0 

(18)  Gn(»)-0(«)  =  ilog(l+M+iSÄ*»+iW+  ... 

«+1  »»+1 


wodurch,  nnter  der  Bedingung 


__  1  die  Berechnung  von 


TO  +  ;8  +  l 

C{z)  auf  die  von  CnM  =ÄM(»)+log/i»  zurückgeführt  ist.  Ist  der 
reelle  Teil  von  z  einer  der  Werte  —  oo  ...  —  2,  0  . . .  +  «>,  so  darf 
(nach  §  2)  m  »  0,  1  ...  00  gesetzt  werden.  So  ergiebt  sich  z,  B. 
f fir  n»  »  0,  wo 

Co(«)-;  +  logj    ist, 

(19)    Ci.)  =  \^^log<.+  l)^i'^i:j^^ 

Man  kann  unmittelbar  zu  der  Entwickelung  (17)  gelangen,  wenn 
man  von  dem  Ausdruck 

Qk_i  — Ci+i  «-  —  Ät— Ät+i+logj^T^ 

ausgeht,  denselben  auf  die  Form  bringt 

ft-i-a+i=Ä*-Ä*+i+2[iÄ*3+iÄ*6+  ...] 

über  h*^  m-\-\  ...  n  summirt  und  beachtet,  dass 

Cm+l  =  Cm+Äm+l— l0g(l+Äm) 

ist. 

Die  Convergenz  der  Reihen,  die  in  den  Formeln  (15)  bis  (19), 
zum  Teil  stückweise,  auftreten,  kann  zwar  als  bekannt  vorausgesetzt 
werden,  mag  hier  aber  noch  in  einer  Weise  gezeigt  werden,  die  zu- 
gleich brauchbare  Grenzeinschliessungen  für  die  Berechnung  der- 
selben liefert. 

Bekanntlich ')  gilt  für  positive  a  und  p  die  Einschliessung 
p(a+l)^-^  <  (a+l)P-aP  ^IJoP-i 


1)  Eine  mit  (15)  im   wesentlichen    übereinstimmende   Reihe   findet   sich 
bei  Natani  „Reihe",  a.  a.  O. 

2)  Vgl.  z.  B.  Schlömilch,  Uebungsbuch,  I.  S.  3.  f. 
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WO  die  oberen  oder  uniereu  Zeichen  zu   nehmen  sind,   je  nachdem 
p^l  ist.    Durch  Division  mit  pa^(a-{-l)^  kommt 


4-1)  <  p[aP        (a  +  l)pj  <  a{a  + 


aP{a+l)  <  p[aP        (a  +  l)Pj  <  a{a  +  l)P 

Zur  Verstärkung  der  oberen  Ungleichung  ist  links  a  für  a-|-l, 
rechts  a'\'l  für  a  zu  setzen;  die  untere  Ungleichung  wird  aber 
durch  die  umgekehrte  Substitution  stärker,  so  dass  beide  die  ge- 
meinsame Form  annehmen 

aP+^^  p  [aP       (a-fl)Pj  ^  (a+l)P 
Schreiben  wir  noch  in  dem  zweiten  Teil  dieser  Einschliessung  a—1 
für  a,  so  erhalten  wir  ftlr    -j-,  die  Begrenzung 

p  [af       (a+l)Pj  ^  a^'^l  ^  p  L(o  — l)'       af] 

Jetzt  werde  a  =•  z-^k  gesetzt  und  Ober  die  Werte  h  «=  m-\-l  ...  n 
summirt;  daua  orgiebt  sich 


20) 


ir_j L_i 


und  für  n  «»  00 

(21)  -  Äm+iP  <  2  ÄkP+i  <  -  ÄmP 

P  m+l  P 

Damit  ist  der   bekannte   Satz   bewiesen,    dass  für  jeden  Wert 
i?  >>  0  die  Reihe 


iiJc+z)P^l 


convergirt;  die  in  den  Formeln  (15)  bis  (19)  auftretenden  Reihen 
—  auch  in  (15)  und  (16)  kann  ja  n  «=  oo  werden  —  sind  besondere 
Fälle  derselben.  Der  Fehler,  den  man  begeht,  wenn  man  statt  der 
Summe  eine  der  beiden  einschliessenden  Grenzen  setzt,  ist  kleiner 
als  die  Differenz  der  letzteren  und  mithin,  nach  dem  eben  benutzten 
Hilfssatz,  sicher  kleiner  als  ^m^^^. 

Was  die  Convergenz  der  Doppel-Reihen  für  Cw-CW,  bzhw.  für 
Cm — C  betrifft,  so  bedarf  es  des  Beweises  nur  für  die  zweite  der- 
selben (16),  da  mit  ihr  sicher  auch  (15)  und  (17)  convergiren.  Dass 
aber  die  Reihe 
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coDvergirt,  ist  leicht  ersichtlich     Denn  es  ist 

£ Äk^i  ^£hk.kk^<:  A,n+i  .  ^  hk^ 

Der   massgebende    Quotient    der    Reihe    ist    also    kleiner    als 
rjprÄ^ft,  bleibt  mithin  auch  für  ;i  =»qo  ein  echter  Bruch. 

Die  Formeln  (20)  und  (2)  lassen   sich  auch  erhalten  als  beson- 
dere Fälle  des  Satzes 

fnx)dx  <  A^+l)+/(m+2)  +  .  . .  +nn)  <ff(x)dx 

der  unter  der  Voraussetzung  gilt,  dass  f{x)  positiv  ist  und  im  In- 
tervall X  =  m  . .  .  n-f-I  °io  zunimmt,  und  der  sich  leicht  aus  der 
geometrischen  Bedeutung  des  bestimmten  Integrals  ergiebt.  In  der 
Tat  braucht  man  nur  f{x)  die  Werte  Ä^pfi  und  hx  zu  erteilen,  um 
zu  jenen  Formeln  zu  gelangen. 

8.    Grenzeinschliessung  von  C(z).    Wenden  wir  die  For- 
mel (21)  auf  (18)  an,  also  auf  die  Gleichung 

C«-C«ilog(l  +  Äm)+^ö-V-i   2ä*2p+i 
80  erhalten  wir 

Jlog(l  +  M+42^g^)<C„-C 

Beide  Grenzen   lassen   sich  leicht   nach   Potenzen  von  hm  ent- 
wickeln; mit  Rücksicht  auf 

Am+l  «=»  \Jl^Ji    ^  *"»  — Äm^  +  Äw' h  •  •  • 

findet  man 
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Die  Differenz  beider  Grenzen  beginnt  mit 

wenn  man  also 
-  (22)     Cfn  {z)  -  C(z)  =  Sn,{z)  —  log  (m+ z)  -  C{z) 

=  ihm —  12^«* 

setzt,  begeht  man  einen  Fehler,  der  sicher  kleiner  als  Ja«'  ist ,  der 
also  durch  Yergrösserung  von   m  beliebig  verkleinert  werden  kann. 

Tatsächlich  ist  übrigens  die  Annäherung  der  Formel  (22)  er- 
heblich grösser,  als  es  aus  den  obigen  Hechnungen  zu  erkennen  ist. 
Denn  die  Reihe  ') 

(22a)         li£i^)-5r(,)  =  _c(.+  i) 

WO  die  1?  die  Bernouilli'schen  Zahlen  bedeuten,  liefert,  wenn  nur 
die  drei  ersten  Glieder  berücksichtigt  werden, 

C(z  +  1)  ~ -logz- 1+ ^, 
also  nach  (5) 

(23)  cW--log*+|^+ji^, 

und  diesen  Wert  ergiebt  Gleichung  (22)  schon  für  w  =•  0.  Nun  ist 
bei  jener  Reihe,  so  lange  die  Glieder  abnehmen,  der  begangene 
Fehler  stets  kleiner  als  das  erste  nicht  mehr  berücksichtigte  Glied, 
also  bei  (23)  kleiner  als 

^  ^  _L_ 

Schon  für  «  =  10  genügt  daher  Formel  (23)  zur  Berechnung  von 
C(z)  auf  6  Decimalstellen  genau,  und  man  würde,  von  solchem  Werte 
ausgehend,  C{z)  auch  für  kleinere  z  mit  Hilfe  von  (6)  hinreichend 
genau  berechnen  können. 

Ist  sonach  C(z)  für  jedes  z  als  bekannt  anzusehen,  so  bietet 
Gleichung  (22)  umgekehrt  ein  Mittel,  um  Smiz),  die  Summe  der  end- 
lichen harmonischen  Reihe,  leicht  zu  berechnen. 


1)  Eulcr,  Diff.-Rcchn.  II.  §  146.—  Natnni,  ^Reihc^  S.  320.    Eben- 
da, S,  31-ft  ff.,  findet  man  die  Fchlcrbestimmung  nach  Scrrct. 
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Zur  Ableitung  dieser  Näberungsformcln   war   eine   Summirung 
der  Reihen  von  der  Gestalt 


P=i 


'Jp{2p  +  1) 


in  geschlossener  Form    entbehrlich.     Dieselbe   hat  indessen   keine 
Schwierigkeit.    Denn  wegen 


2p(2p+l)       2p       2p+l 
zerfällt  jede  Snmmo  in  die  Differenz 

•rf-ifw -*'«'<-'■'- i('-s^o 


i-jic.8a-j')-^iogl±J 


Hiernach  findet  man 

l+Jlog(l+W- (l+2^)log(l  +  2Ä„)  <  ft.-C 

9.  Die  speciello  harmonische  Reihe.  Als  solche  werde 
die  Reihe  der  reciprokcn  natürlichen  Zahlen  bezeichnet,  die  aus  der 
allgemeinen  Reihe  für  0  »  1  hervorgeht.  Formel  (2)  lässt  sich  dann 
schreiben 

l^gäT<^   J<^^ß^.    («»=-0,1,2...) 

Hiernach  liegt  z.  B.   die  Summe  dos  zweiten  Tausends  der  Glieder 
der  Reihe  zwischen 

log  ^  =  0,6926  ...    und    log  2  =  0,6931  . . . 

Fahren  wir  die  Bezeichnungen 

l+i  +  i+- •  • +- =*  *»•    ^^^    A4— logÄj  =  c* 


ein,  so  ist  nach  (3) 


♦♦1       r    «1  M  ==* 

lim  (sn—sm)  =  lim  2;  -  —  log   lim  -  _ 

m+i «  I       mj     m  = 


=»  00 


00 


Die  Function  <?»  ist  hier,  da  z  den  festen  Wort  1  erhalten  hat,  nur 
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noch  Yon  ihrem  Index  abhängig;  sie  fällt  von  C|  »  1  mit  wachsen- 
dem k  beständig,  bleibt  aber  positiv,  da  $n  >  Iog(n4-l)  >  logn  ist, 
nähert  sich  also  einem  constaaten  echten  Brach  c,  für  den  die  Kin- 
Schliessung  gilt  (§  5): 

cm— log  (l+-)  <  c  <  <?« 

Zur  Berechnung  von   c  aus  einem  bekannten   Cm  dienen  danD, 
entsprechend  (15)  und  (16),  die  Reihen 

c„-.=..og(l+l)-i|J.+i|J-,-  +  ... 

oder  besser  die  aus  beiden  hervorgehende  Reihe 

(24)  c„~c  =  m{l+i)+il  +  lll  +  ... 
Für  m  »  1  erhält  man  hieraus  die  Formel 

(25)  c«l-ilog2-i^i-Ji|^^-... 

die  sich  in  der  Theorie  der  analytischen  Facultäten  als  Specialfall 
der  Formel 

■«<"■"+■■> - »'»i!a^a-*>»«ri-°+<'— ).-y  f  p -  ■ . . 


(•■<.) 


für  a  —  1  ergiebt.  *) 

Zu  Formel  (24)  gelangt  man,  ohne  den  Umweg  über  die  weniger 
convergenten  Entwickelungen  zu  nehmen,  wenn  man  in 

-,     ib+1       1,1.1. 
i»ogjfcZri=ifc+3P  +  5Ä*+--- 

über  k  ^  m-i-l  ...  n  summirt.    Man  erhält  so 
und  mit  Rücksicht  auf 


1)  Natani,  Die  höhere  Analyiii,  S.  183. 
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Sn  —  ilOg*i(n+  1)  «  #,.  —  logn  —  Jlog  ( 1-f  -J 


-^^^i^nu+- 


was  für  n  =-  00  in  Formel  (24)  übergebt 

Eine  noch  rascher  convergirende  Reihe  entsteht,  wenn  man  in 

öder 

1      ^+^        1    i    _J_   I    _1 

*^^2ifc— 1  ""ifc  +"3.4P"*"5.4*>"^"  ••• 

äher  Jk  «  «+1  . . .  n  snmmirt 

Man  erhält  so: 

,     2ii+l  ,1      "   1    ,      1       *    1     , 

*^2-ii+l  ='--'«+3:4\,f,  ^3+574-^  5i^'"^  •  •  • 

■od  wenn  man  hiervon  die  Identität 

log—  «  logn  -logw 
ahiieht,  kommt 

,,-.^»log-^-log-^+3^^2^  j^3+^,^^^^ 

also  fär  n  «oo 

oder  aach 

2to+1        1      00   1  1       00   1 

(26)  ^---log-f-^-3-4„f,i^-5-:ii.f.^---- 

So  ist  z.  B.  für  m  :=  0 

1         00   1  1  OD   1 

(27)  <r-log2-3-^   f  P-ÖTI"«   f  *5---- 
und  die  fftr  i»  »  1  entstehende  Formel 

1        001  l         00  1 

(27a)        ''-l-'ogi  -374fp-5-^,  f  i»  -  •  •  • 
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Würde   sich  aus  dem    oben  angefQbrtea   Ausdruck    für   logr(l-|-a)| 
durch  die  Annahme  a  «  ^  ergeben. 

Schreiben  wir  (26)  in  der  Form 

nnd  wenden  wir  die  Einschlicssung  (21)  für  die  Summen  der  reci- 
prok  n  Potenzen  an,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  nach  Potenzen  von 
Ijm  entwickeln, 

2m~127r»~24^»+24i37;ii  ••   < '»•  " 'Og"»  -  <? 


2m        I2m«^24m8       80m*  *  '  • 

Das  arithmetische  Mittel  zwischen  beiden  Grenzen  bis  zum  dritton 
Gliede 

(28)  *--"^««^-^='2m-"l2tn'« 

ist  dann  ein  Näherungswert,  der  sich  von  dem  wahren  höchstens  um 

2i~3  entfernt,   während  die  blosse  Spcclalisirung  der   Formel    (22) 

zwar  denselben  Näherungswert  ergiebt,  aber  fdr  den  begangenen 
Fehler  den  vierfachen  Spielraum  lässt.  In  Wirklichkeit  ist  auch 
dieser  noch  viel  zu  weit  gegriffen,  denn  aus  der  Reihe  *) 


(28a)    c  =  »m  - 

■  log  »» — 

2m  ^  2 

1  _  ?J^  > 

m*        4    «»4 

+  - 

-...+(- 

^'         2»    »»2» 

geht  Formel  (28)  für  n 

«  1  hervor,  und  der  Fehler  beträgt 

wieder 

weniger  als 

1 

120  m* 

^  Nimmt  man  m  =  100  an,  so  liefert  (28)  also  c  bis  auf  10  De- 
cimalen  richtig.  Die  Addition  der  ersten  10^  Reciproken  der  natür- 
lichen Zahlen,  die  zu  diesem  Zweck  auf  12  Decimaien  berechnet 
wurden,  ergiebt 

if,oo  «-  5,  1873  775  176 
während 


1)  Euler,  Diff.  R.  11.  §  149. 
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log  100«  4,  6051  701  860 


ist    Somit  ist 

12 


c  —  0,  5822  073  316  —  ^  .  0,01  +  ^  .  0,0001 


c  —  0,  5772  126  649. 

Für  f7i=50  erhält  man  c  auf  8  Decimalen  richtig,  fQr  m^2b 
auf  7.  Bei  m  ==  20  beträgt  die  Abweich oDg  eine  Einheit  der  7. 
Stelle,  bei  t»  =  10  eine  Einheit  der  6.  Stelle.  —  Euler  hat  c  aus 
der  soeben  angeführten  Reihe,  für  m  =  10,  auf  16  Stellen  berech- 
net Wie  aus  einer  Note  bei  Gauss')  hervorgeht,  hat  Masche - 
roni  (in  den  mir  nicht  zagäuglich  gewesenen  Adnotatimes  ad  Exderi 
Calc.  Ifü,)  die  Rechnung  weiter  ausgedehnt  nud  einen  Wert  gefunden, 
der  von  der  20.  Stelle  an  von  dem  durch  Gauss  auf  23  Stellen  be- 
stimmten Werte  abwich,  so  dass  auf  Gauss'  Veranlassung  Nicolai 
die  Berechnung  bis  auf  40  Stellen  erstreckte.    Er  fand ') 

c  =  0,  5772  156  649  015  328  606  065  120  900  824  024  310  421  . .  . 

Jede  der  Grössen  «m,  logm,  c,  die  die  linke  Seite  in  (28)  bil- 
den, kann  übrigens  ans  dieser  Formel  berechnet  werden,  wenn  die 
beiden  anderen  als  bekannt  vorauszusetzen  sind. 

So  hat  man  zur  Ermittelung  der  Summe  der  ersten  million  Glieder 
der  speciellen  harmonischen  Reihe 

c-  0,  5772  156  649  015  328  606  065 
logm -13,  8155  105  579  642  741  041  079 

^  —  ^-i  ■=    0'  OÖOO  004  999  999  166  666  667 
«m-  14,  3927  267  228  657  236  313  811 

Den  Beitrag,  den  die  zweite  Million  Glieder  zur  Summe  liefert, 
findet  man  aus 

n    .    1         1  1.1 

'  m 


«»— «m  -  log„+  2„-  2»»~  12n«+  i2m» 


bezeichnet  m  eine  Million,  so  hat  man 

««-.„  =  log2-^+(^)* 
nnd  mit  Benutzung  von 


1)  DisqaiB.  getier.,  Art    31.  —  2)  Vgl.  Oettinger,  üeber  die  Oonstante 
des  Integrallogarithmus.     Grelle  Jonrn.  LX.  375 — 6. 
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log2  =  0,  693  147  180  559  945  309  417  232 
ergiebt  sich 

*2m— *w  -=  0,  693  146  930  560  007  809  417  232 

Dies  Resultat  zeigt  recht  deatlich  die  schwache  Couvergenz  der 

^.eihe  1  —  J+i  — IH .  . .  =  log2      Deun  da,  nach  der  schon  in 

§y  henatztcn  Catal an 'sehen  Formel 

^2^3       4"''      •"'^2»»— 1       2»«       m-|-.l"^***"T~2m 

«  «an  —  Sm 

Reihe  ist,  so  würde  die  Addition  der  ersten  zwei  Millionen  Glieder  der 
den  soeben  berechneten  Wert  0,  691469  ergeben,  während  die  Summe 

durch  das  nächstfolgende  Glied  9~xv  äuf  0,  693  1474  springt,    so 

dass  beide  Grenzen  noch  nicht  in  den  sechs  ersten  Stelle u  überein- 
stimmen. 

Formel  (28)  kann  auch  dazu  dienen,  die  Berechnung  der  Loga- 
rithmen grosser  Zahlen  auf  die  kleinerer  zurückzuführen,  wie  dies 
schon  Euler^)  getan  hat.  Wir  wollen  hier  noch  eine  Anwendung 
auf  die  Logarithmen  der  Facultätcu  machen  und  eine  Formel  ablei- 
ten, die  mit  der  Stirlin gesehen  sehr  nahe  übereinstimmt.  Herr 
Man  Bio  n  hat  so,  aus  der  in  der  Einleitung  angeführten  Einschlies- 
sung  für  «H  den  Ausdruck 

Iog(n!)-(n+i)logn-n+^--f  ^     (0  <  ö  <  1) 

gewonnen.    Nach  der  Stirl Inguschen  Formel  ist  nun  bekanntlich 
für  wachsende  n 

log(n!)  «  (7i-f  J)logn-n+ilog(2«) 
und  da 

ii^  «  0,788  6078 

ilog(2;F)«  0,918  9385 

ist,  so  bleibt  jene  Annäherung   hinter  dem  wahren  Wert  erheblich 
zurück,  um  so  mehr,  als  auch  die  Stirling'sche  Formel  noch  durch 

Hinzufügung  von  jk-  sehr  viel  genauer  wird*). 


1)  Diff.  R.  II*  §  145. 

2)  Vgl.  Eulcr,  Diff.  Beehn.  Cap.  III.  159  oder  Gauss,  Disqais.  gencr. 
§  29. 
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Wenn  wir  nun  in 

iiwr k  =  m-\-l  .  .  .n  summireD,  erhalten  wir 

(/,+«,+  . . .  +»»)-(«,+»»+  •  •  •  »«.)  =log(w!)  -log(«!) 


Wie  man  sich  leicht  aherzongt  Vi  ist  aber 


+  (n  — m)<?-|-J(*„— #m)— ^jj^-S^  ^2 


'i  +  «i+  ...+**-  (^•  +  1>*  -* 


a/so 


lögM-log(m!)  +  (n  +  i>,.-(m  +  i)#„.~(n-m}(l+^) 


l      "     l 

^^  m  +  1   * 


Fftr  das  letze  Glied  liefert  (20)  die  Grenzen 

und 


m 


-j-l       n-f-l  *»       w 


deren  arithmetisches  Mittel,  wenn  wir  — r-r  nach  Potenzen  von  - 
entwickeln  und  bei  den  Gliedern  zweiter  Ordnung  stehen  bleiben, 

virtl.  Setzen  wir  diesen  Wert,  sowfü  far  «h  den  Näherungswert  aus 
1*-^)  io  die  letzte  Gleichung  ein,  so  kommt,  nach  gehöriger  Zusam- 
iD^nziehung 

(Ab)         l0g(»!)  =  („+})log«-n  +  ~ +em 

ist  Die  Formel  wird  mit  der  verbesserten  Stirling'schcn  um  so 
S^^nauer  Qbereinstiromen,  je  grösser  das  feste  m  zur  Berechnung  der 
CoDstante  ^m  angenommen  wird.  Schon  für  m  =  1  unterscheidet 
sich  aber  S^  -=0,92833  von  ilog25r  um  kaum  0,01.  Legt  man  m  «  10 
^  Grande,  so  nimmt  die  Formel  die  Gestalt  an 


1)  Vgl.  MansioD,  a.a.O.,  lowio  des  Verfassers  Notiz  „Zur  Snmmation 
wAliebcr  Reihen  Ton  der  Form  Zkuit"»     Arch.  d.  Math.   T.  IV.      S.  107. 

Awfc.  d.  mth.  u.  Phys.    2.  Beihe.  T.  VIII.  10 
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(28c)         log  (n !)  -  (n+i)  logn  -  n  +  j|;+0,918  9658      (n  >   10) 

Für  n  =  100  ist 

(n+i)logn  — n  «  362,  819  6037 

also  nach  unserer  Formel 

log(100!)  =  363,  739  4028 
während  die  Addition  der  Logarithmen  der  ersten  100  ganzen  Zahlen 
in  einer  siebenstelligen  Tafel  den  Wert 

logdOO!)  -  363,  739  3755 
ergiebt.     Genau   denselben    liefert   die    verbesserte    Stirling'sche 
Formel,   die  gewöhnliche  dagegen  einen  um  ry    -=  0,000  8333    zu 
kleinen.    Nach  der  Formel  von  Mansion  wird 

log(100!)  -363,608  2115 

Nimmt  man  m  =  100  an,  so  findet  man  mit  Hilfe  des  genauen  Werts 
von  log(100!)  und  von  «loo  W®**  letztere  wurde  oben  auf  10  Deci- 
malen  angegeben) 

6,00=0,918  9385 

also  in  den  sieben  ersen  Decimalen  mit  ilog29r  vollständig  über- 
einstimmen. 

10.  Die  alternirende  Reihe.  Versieht  man  die  geradstel- 
ligen  Glieder  der  Reihe  ^,  .  mit  negativem  Zeichen,  so  erhält 
man  die  Reihe 

die  für  n  =  od  in  eine  convergeute  unendliche  Reihe  übergeht ,  da 
die  Glieder  sich  unbegrenzt  der  Null  nähern  ,  beständig  fallen  und 
abwechselnde  Zeichen  haben.  Die  Summe  der  Reihe  lässt  sich  leicht 
durch  die  Function  C(z)  ausdrücken.  Fassen  wir  zu  dem  £nde  in 
@{m(2)  die  positiven  und  die  negativen  Glieder  fUr  sich  zusammen, 
so  ist 

V'i       2  +  1  2+V 

-*(4i+i±r^+-+sTt:iT) 

also 
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Hier  wOrde  für  n=0D  dio  rechte  Seite  in  uübestimmter  Form  er- 
scheinen, was  durch  Einführaog  von  Cu{z)  vermieden  wird.  Wir 
erhalten  so: 

2S».(z)  -  log  («+.0  +  C'n(|)-l0g(u-l  +'-±-^) 

- c- Q±l)  -  ,..4-+^  +  c. (I)  -c._.(l) 

und  fbr  n  »  OD 

wie  anch  durch  (4)  leicht  zu  bestätigen. 

Zu  einem  anderen  Ausdruck  gelaugt  man,  wenn  man  schreibt  *) : 

S21.W  — 

1,_1_  1         ^r    1  1  1         ] 

(30)  @(z)  =  C(«)-c(^)  +  log2 

Die  Vergleichung  beider  Formelu  ergiebt  die  Beziehung 

(31)  f^(^)  +  C  (^^)  =  2[C(,)  H-log  2] 

oder 

C(z)  +  C{z-\-  i)  =  2C(2z)  +21og  2 

Beispiele,     Für  2  —  1  ist 

Formel  (30)  giebt  dann  das  bekannte  Resultat 
@(1)  —  log  2 
w&hrend  ans  (29)  oder  (Bl)  der  schon  in  §  6  gefundene  Ausdruck 


1)  Vgl.  Natani,  „Reibe*",  S.  286. 

lO« 
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C(i)=2\og2  +  c 
folgt.    Nach  (29)  und  (11)  ist 

!-*+!-*+-  •  ■■  =  *©(*)  -  K<?(})-c(f)]  -  i« 
Nach  (30): 

l-i+*- A+-  • .  •  =i«©(i)  =*[C(i)-0(j)  +  log2] 
-i(jv3+log2) 

l-i+4  -  A+-  •  •  •-*©(!)  -  i[<?(i)-<7(|)] 
-*(jV3-log2) 

l-f+A-TV+- . . .  -  mi)  -  tV[c?(J)-<?(tV)J 

r^lö  J 


10 
Setzen  wir  z  gleich  der  rationalen  Zahl  ",  so  ist  nach  (29) 


H^-<i,)-<'^) 


Unter  der  Bedingung  0  <  n  <  «»   liefert   dann  die  zweite  der 
Formeln  (14) 


kjrn 
COS  — 
m 


~  '^^ m )  '«82  Sin  -  +  (-1)«  H  [i _  (_ ij«] ,og  2 

Da 

knn  /knn  \  knn 

COS  — .-C0S(— +i«)  =  C08*^[l-(-l)»] 

ist,  so  fallen  in  der  Summe  die  Glieder  für  gerades  Ar  fort,   und  es 
ergiebt  sich, 

wenn  m  gerade  ist, 

m 
und  wenn  m  ungerade  ist, 
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2 


^"•^       28in^         ^  '^  ^  2m      J 

m 

+  (-!)»-» log 2 
(0  <  n  <  11.) 

Ist  s»  gerade,   so  dass  n  und   n-f-m  als  nngerade  angesehen 
«erden  können,  so  Iftsst  sich  in 


für  die  beiden    C-Functionen  Formel  (14a)  in  Anwendung  bringen. 
Man  erhält  so 

w-2 
2® 6)  -  T^-2f  ogtg£cos^"[l-(-l)»] 

^       '  Bin    ■* 


Bin 


oder 


^^^  ®G)"7:^-2^«>«<2*-i)%.iogtg<H*i^ 


(2ifc  — Dn; 


2  Bin  — 
m 


/n  ungerade        ,       ^    .        m— 2      ,      »»      ^   ^      ^    \ 
(»gerade      '    *  =■  1,  2. . . -^  oder  j,     0<«<«) 

eine  Formel,  die  Bich  natttrlich  auch  aus  (32)  in   derselben  Weise 
herleiten  Ifisst,  wie  (14a)  aus  (14)  gewonnen  wurde. 

Die  Umformung,  die  hier  die  Gliederzahl  der  zu  summirenden 
endlichen  Reihe  auf  die  Hälfte  herabminderte,  hat  diesen  Erfolg  im 
Falle  eines  ungeraden  m  nicht.  Denn  dann  wird,  je  nachdem  n  ge- 
rade oder  ungerade  ist,  einer  der  Zähler  n  und  n-}-'»  in  den  auf- 
tretenden C-Functionen  gerade,  so  dass  Formel  (14a)  nur  auf  eine 
der  letzteren  anwendbar  ist.  Immerhin  hat  die  Rechnung  den  Er- 
folg, die  unter  dem  Summenzeichen  stehenden  Bögen  zu  verkleinern, 
so  das  wenigstens  das  Resultat  angegeben  werden  möge.  Man  er- 
hält 
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m-l 

2 

hn 
n 
.    -  -  .  m 

281D- 


(33a)    ©  ( j)  =  — ^+  (— l)*-^  log  2  -  22:(-l)"(*+i)  cos  - 


m 


(m  uogerade,    n  beliebig,    0  <  «  <  »») 

wo  das  Functionszcichen  f  den  Sinus  oder  Cosinus  bedeutet,  je  nach- 
dem k  ungerade  oder  gerade  ist,  so  dass  also  auch 

»«8  2/-(2^)  =  log2      008(2^+2)  I 

geschrieben  werden  könnte '). 
Beispiele^ 


@(i)  «  ^  — 2C0S^  logtgg- 

also 


28in-^ 


i~i+i-A+-  ...  -  i©(i)  «  lV2[|4.iog(V2+i)] 

wie  sich  auch  aus  (29)  mit  Hilfe  der  kleinen  Tafel  in  Abschnitt  6. 
ergiebt. 


1)  Die  Formeln  (32),  (33^  und  (32a)  finden  sich  bereits  in  einer  Alteren 
Abhandlnng,  auf  die  ich  erst  aufmerksam  wurde,  nachdem  der  erste  Druck 
der  Torliegenden  Arbeit  fast  vollendet  war ,  wobei  übrigens,  wie  manches  an- 
dere, auch  die  Umformung  (S2a)  der  Raumersparnis  wpgen  fortblieb.  Jene 
Abhandlnng  ist  die  von  Prof.  Seh  rader  in  Tübingen  herrührende,  überarbei- 
tete Lüsung  einer  im  Jahre  1S13  Ton  der  Kopenhagener  Kgl.  Gesellschaft 
gestellten  Freisaufgabe,  die  unter  dem  Titel  „Commentatio  de  summatione  seriei 

-— — j — -  4_  ;-—___ —    __  4.        '*  zu  Weimar  ISIS  erschien.     DieSum- 

mirung  wird  durch  Integration  bewirkt  und  liefert  die  genannten  Formeln  auf 
S.  17.  Später  (§  15  fif.)  wird  die  Reihe  als  Differenz  zweier  harmonischen 
Reihen  mit  Hilfe  der  Eul  er 'sehen  scmiconvcrgcnten  Snmmenformel  behandelt 
und  die  Bestimmung  nach  Erchinger  ansgeltlhrt  („qni  ante  paucos  annot 
rusticus,  nunc  mathesin  apprime  scicns,  eam  in  Lyceo  Tubingensi  docet**  a.  a.  O. 
S.   57). 


Digitized  by  CjOOQIC 


2Bm  \j 
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Ö(|) 2i  ^  l0g2— 2f  cos  y  10g28in  |^+C08y  log2co8^ 

+  C08yl0g28inj^^ 

[2».-,- 
—log 2  —  2  I  cos  -=-  log28in  .j  -  sin  j j  ]og2 cos  ^  — cos ^^  X 

Xl0g2c08yU 

Mit  Hilfe  der  Formeln  (32)  und  (33)  oder  (32a)  and  (33a)  lässt 
sieli  jede  anendliche  alternirende  Reihe  rationaler  Zahlen,  derea 
Kenner  eine  arithmetische  Reihe  hilden,  sammiren.    Denn  es  ist 

1     1  +-1 +     -i®''«' 


Die  Formeln  geben  ©(t)  allerdings  nar,  wenn  a<6.    Ist  nan 

a  >  fr,  etwa  a  ^  pb-^-q,  yro  p  and  q  ganzzahlig  and  q<ib  ist,  so 
kann  man  die  Reihe  nach  rückwärts  bis  zam  Nenner  q  fortsetzen 
und  hat  dann,  indem  man  das  Hinzagefttgte  wieder  abzieht 

«(f)-±[«(9-'(i-A+flbi-+-^ 

"«+(^-1)*)] 

wo  das  obere  oder  antere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  p  gerade  oder 
nngerade  ist,  so  dass  wir  aach  schreiben  können 

(34)       ©(p+f)  -(-D'f©  (f)-®.-!©]  («<*) 

Zur  angenäherten  namerischen  Berechnang  von  ©(«),  besonders 
f&r  grosse  Werte  yon  z^  hat  man  ans  (30),  wenn  man  fttr  C{z)  den 
Nfthernngswert  aas  (23)  setzt, 

(35)     ©W-2«-H^  +  12?-3(H^+*'^^^ 

Für  z  ^  1  heben  sich  die  Ungenaaigkeiten  dieser  Formel  voU- 
stftndig  auf,  sie  liefert  richtig 
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©(1)  =  log2 

2 
Im  allgemeiDen  ist  der  Fehler  für  «  >  1    kleiner  als  t^/  4,i\4 

Wird  in  (35)  noch  nach  Potenzen  von  -  entwickelt,   so  ergiebt 
sich 
(35a)  @(,)  =  |-^  +  ^,_^... 

Diese  Formel  ist  auch  sehr  hraachbar,  um  die  Sammirong  einer 
endlichen  Gliederzahl  der  alternirendcn  Reihe  zn  bewerkstelligen, 
oder  was  anf  dasselbe  hinauskommt,  den  Rest  der  nneiidlichen 
Reihe,  beim  Abbrechen  nach  einem  bestimmten  Gliede  zu  schätzen. 

Offenbar  ist  nämlich 

1      /a\        1  1  f— l)*»-i 


+  (-l)".J@(f  +  m) 


und  auf  das  letzte  Glied  lässt  sich,  wenn  m  nicht  all  zn  klein 
ist,  Gleichung  (35a)  mit  hinreichender  Genauigkeit  anwenden.  Da- 
mit ist  aber  der  fragliche  Rest  bestimmt,  und  sonach  auch  die  Summe 
der  m  ersten  Glieder. 

Setzen  wir  nun  in  (35a)  z-i-m  statt  z  und  entwickeln  wir  nach 

Potenzen  von  — ,  so  kommt 
m 

also  ist  der  Rest 

(35c)     -  ©  ^-  +;. j  =  —  -  - -,  +  A^- 

(2fl-&)(2fl«— 2a*  — 6») 
4**m* 

Die  Summe  der  m  ersten  Glieder   der  Reihe   1— i+i  — iH .. . 

ist  also  um  (—1)»»  f  ö 4~2"l~  T~i  •  •   )  algebraisch  kleiner    als 

log 2,  wie  schon  in  Abschnitt  9.  gefunden  wurde.  Sollte,  um  ein 
anderes  Beispiel  zu  wählen,  n  aus  der  Leibnitz'schen  Reihe 

berechnet  werden,  so  hätte  man  a  «  1,  5  =-  2,  mithin  für  tt  selbst 
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Nimmt  man  also  m  ==  10*»  Glieder,  so  beträgt  der  Fehler  fast  genau 
eine  Einheit  der  nten  Stelle  hinter  dem  Decimalkomma,  und  zwar 
erhält  man  dies  nte  Ziffer  um  1  zu  klein,  die  darauf  folgenden 
Stellen  aber  richtig,  und  eine  Abweichung  tritt  erst  wieder  nach  2n 
weiteren  Stellen  ein. 

Es  sei  noch  darauf  hingewiesen,  dass  Formel  (3Öb)  nicht  nur 
dazu  dienen  kann,  die  Summirung  der  endlichen  Reihe  auf  die  der 
nnendlichen  zuröckzuföhren ,  sondern  dass  danach  eben  so  wol  die 
linke  Seite  berechnet  werden  kann,  indem  man  die  Summation  der 
endlichen  Keihe  soweit  wirklich  ausführt,  dass  zur  Abschätzung  des 
Restes  Gleichung  (35)  oder  gar  die  ungenauere  aber  einfachere 
Formel  (35c)  genügt. 

So  ist  z.  B. 

und  nach  (35) 

©  (P  =  0, 12  308 
während  nach  (35c) 

@  (f)  -  0, 12  285 


2) 

kommt.     Für  j  erhält  man  so  die  Werte  0,  78  535  bzhw.  0,78524, 

deren  erster  dem  wahren  Werte  0,  7r^53  98  natürlich  näher  kommt. 
Man  sieht  leicht,  dass  man  den  Fehler  erheblich  yerkleinern  kann, 
wenn  man  nur  einige  Anfangsglieder  mehr  unmittelbar  addirt 


11.  Abgeleitete  Reihen.  Werden  alle  Glieder  der  Reihe 
@  positiv  genommen,  so  geht  sio  in  die  divergente  Reihe  S  über 
sie  convergirt  also  nur  bedingt.  Convergenz  und  Summe  der  Reihe 
sind  daher  abhängig  von  dem  Yerhältniss,  in  welchem  die  positiven 
und  negativen  Glieder  in  den  ersten  n  Gliedern ,  als  deren  Grenz- 
wert die  Summe  der  Reihe  anzusehen  ist,  auftreten.  Wie  schon  in 
der  Einleitung  und  im  §  4  angedeutet,  ist  die  Untersuchung  dieser 
Abhängigkeit  mit  den  hier  gegebenen  Mitteln  sehr  einfach  ausführ- 
bar. Der  einzuschlagende  Weg  ist  derselbe,  dem  Herr  Natani*) 
gefolgt  ist,  nur  dass  wir  keinen  Gebrauch  von  bestimmten  Integralen 
machen. 


1)  A.  a.  0.  S.  287. 
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Wir  leiten  aus  der  gegebenen  Reihe  @  eine  neue  ab,  in  der 
positive  und  negative  Glieder  nicht  mehr  in  gleicher  Anzahl,  sondern 
im  Verhältnis  p :  q  vorbanden  sein  sollen ,  nnd  zwar  so ,  dass  wir 
die  p  ersten  Glieder  der  gegebenen  Reihe  unmittelbar  auf  einander 
folgen  lassen,  dann  die  q  ersten  negativen  Glieder  einschalten,  dann 
wieder  p  positive  und  q  negative  Glieder  nehmen  n.  s.  f.  Da  p  und 
q  als  endlich  vorausgesetzt  werden,  besteht  die  neue  Reihe  aus  alter- 
nirendon  Gruppen  von  endlich  vielen  Gliedern.  Diese  Gliedergruppen 
werden  schliesslich  unendlich  klein;  ob  sie  beständig  abnehmen,  ist 
nicht  ohne  weiteres  ersichtlich.  Hier  genügt  aber  auch  die  erstere 
Eigenschaft  zur  Convergenz,  da  sich  leicht  ergiebt,  dass  die  Summe 
einer  endlichen  Anzahl  der  Gruppen  sich  mit  wachsender  Anzahl 
einer  festen  Grenze  nähert.  Fassen  wir  nämlich  die  beiden  ersten 
Gruppen 


und 


1.   J_.         +_1_ 


j  +  1       2+3       •••       z  +  2q-'l 


zu   einem    Gliede  U|    der  neuen  Reihe  zusammen,    so  können    wir 
p  ^  q  vorausgesetzt,  schreiben: 

A 1 L  _  , 1 1__  1     \ 

'"''^Kz        «  +  !"*■       '"'^z  +  2q--2       z  +  ^q-l^  »  +  2qJ 

und  erbalten,  wenn  wir  np  nnd  nq  statt  p  und  q  setzen,  die  Summe 
der  2n  ersten  Gruppen 


ün(»)  =  ©2HgO 


»+ifr—^-+r-^ —  +  ... 

also,  wenn  wir  zur  Grenze  übergehen,  und  beachten,  dass  nach  (3) 

lim    «f  ^    1  p 

n=o.-S   i log^ 

ist, 

(36)  üW -©(«)+ Jlog^ 
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Fttr  q'^p  bfttte  mao  ganz  ebenso 

1  1  ^ 

also 


i+2g 


i;«©^iiog^ 


mithin  dasselbe  Resultat. 


Die  Summe  der  2«  ersten  Gruppen,  oder  der  n(p'\-q)  ersten 
Einzelglicder,  der  neuen  Reibe  bleibt  also  mit  waebsendem  n  end- 
lich; da  nun  ein  Oscilliren  der  Reibe  durch  das  scbliesslicbe  Ver- 
schwinden der  Gruppen  ausgeschlossen  ist,  rouss  die  Reihe,  auch 
wenn  man  an  anderer  Stelle  abbricht,  demselben  Grenzwert  zu- 
streben. 

Es  ist  deutlich,  wie  die  ursprüngliche  und  die  neue  Reihe  sich 
ftr  jedes  endliche  n  um  eine  Anzahl  Glieder  unterscheiden,  die  mit 

wachsendem  n  selbst  eine  unendliche  Reihe  mit  der  Summe  ^log- 

bilden.  Ist  9  —  p ,  so  verschwindet  dieser  Betrag ,  und  die  abge- 
leitete Reihe  hat,  wie  zu  erwarten  war,  dieselbe  Summe  wie  die  ur- 
sprflngliche. 

Die  WertHndernng  ist  übrigens  einerseits  von  0,  andererseis 
aach  davon  unabhängig,  wie  die  einzelnen  Glieder  innerhalb  der  2n 
ersten  Gruppen  angeordnet  sind,  da  es  bei  der  Ermittelung  der 
Samme  nur  darauf  ankam,  wieviel  Glieder  jeder  Art  vorhanden 
waren.  — 

Die  Trennung  der  Fälle  p  ^  q  und  p  <,  q  lässt  sich  auf  fol- 
gende Art  vermeiden.    Schreiben  wir 

-1  .  .J__a-        ,         ^  ^  ^ 

10  Ut 


21M«)  -  Ä^-,  (0  -  S^-i  (^) 


^  ^  ^  ^  — 7z \-na — 1 


2    -r^- 


aho  für  n  =  OD 
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.»(.,- c(|)-cC4i)+,.,» 

woraus  sich  nach  (29)  Formel  (36)  ergiebt. 


so  dass  man  die  Logarithmen  beliebiger  rationaler  oder  quadratisch 
irrationaler  Zahlen  durch  die  reciproken  natürlichen  Zahlen  dar- 
stellen kann.  —  Für  i?  —  1,  3  —  4,  erhält  man  so: 

o  =  i-i-i-*-i+i-Ä-A-A-A+ ... 

Eine  Entscheidung  darüber,  ob  die  Gliedergrnppen  beständig 
abnehmen,  oder  aber  bald  steigen,  bald  fallen,  lässt  sich  mit  Hilfe 
der  Formel  (22)  gewinnen ,  da  jede  Gruppe  als  ein  Ausschnitt  einer 
harmonischen  Reihe  anzusehen  ist  Bezeichnen  wir  die  A;te  Gruppe 
mit  fjk,  so  ist  die  nte  positive  Gruppe 

L_ .  ?__     .  .__!__ 

^-^""  »  +  2(«-l)p"T"«  +  2(n  — l)p+2"T"'--"T"  ,4-2i»p  — 2 

also 

2t?2n-l  -=  Ätp-l  (  2)  —  Ä(»-l)p-l  \xj 

Ebenso  gilt  für  die  nte  negative  Gruppe 

L__        .  .    L_ 

*^"  ^  «  +  (2n-2)g  +  i  "*■•••"*"  z+2nq-l 

^ach  (22)  ist  nun,  für  hinreichend  grosse  m  und  m. 
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1-i+i- 

-++- 

. . .  — 

4 

-  i@(i) 

daher  für  jp  =  2,  9  =  1 

i+i-i+i+A-l++-.. 

■-![©(*)+ ilog2] 

-J+ilog2 

Fttr  z  —  1  hat  man 

<S(1)-1- 
Demnach  ist 

-i+t- 

-1+- 

.  =  log2 

0(1)- 

log2j/ 
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,    m+it  ,  1/  1         1  \ 

"  12V(»»+*)*        {"h+«)V 
il80,  wenn  wir  ö  ~  *  setzen 

,        np-l+g       ,   1  / 1 1  \ 

1/ i_ 1 ^ 

~  V2\(np-l+x)*       (np-p-l  +  x)V 

/  p        \         1    /        1         _  1  \ 

\  np  np       / 

Entwickeln  wir  uach  Potenzen  von  -,   so  wird,    wenn   wir  nur 

n 

die  beiden  ersten  Potenzen  berücksichtigen 

Setzen  wir  hierin  «-J-1  statt  z  nnd  q  statt  p,  so  erhalten  wir 

nnd  ebenfalls  ans  2t?2M-i,  für  n-f- 1  statt  n 

Demnach  ist 

2(r2»_i-r2H)  =  ^,(|-^) 

und  zwar  bis  auf  Grössen  von  der  Ordnung  -3   genau.      Für   einen 

hinreichend  grossen  Wert  yon  n  haben  also  die  Differenzen  t?2t»-i— va» 
and  V2n  —  V2n^i  bzhw.  dieselbeq  Vorzeichen  wie 

^p  ==  -  -4 und    w^  —  2 — w. 
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Sind  lüj  und  w^  bade  positiv,  so  n^men,  von  jenem  n  an,  die  GUeder- 
gruppen  beständig  ab.  Dies  ist,  wie  leicht  ersichtlich,  für  ganz  belie- 
bige Werte  p  und  g  der  Fall,  sobald  {z  als  reell  vorausgesetzt) 


ist,  da  dann  auch  w^  in  demselben  Intervall  liegt,  mithin  f^^  sich 
zwischen  1  und  2  bewegt.  Insbesondere  gilt  dies  also  von  allen  auf  die 
in  Rede  stehende  Art  aus  der  jySpeciellen"'  harmonischen  Reihe  abgeleiteten 
Reihen, 

Ist   aber  z  y  i   oder  negativ,    so   hängt    das   Vorzeichen   der 
Grössen  w  von  der  Wahl  von  p  und  q  ab.    Ist  z.  B.  ;s  —  2,  so  ist 

__  2  _  1  __  2p  — q 

also  negativ,  wenn  p  ^  \,  q  ==  *d  ist.    lu  der  Tat  ist  dann 
1       L_l_i        ^  108»«  -36«  — 1 


6»— 3^6»  -1^6«+1  ■"  2l6i»ä— 108»*— 6a4-3 


t^2«-l-2„,       «^2n|l-5^;^ 


3 

i  an  t?2w-i  <.  V2ny  aoer  V2n  ^  h 

so  dass  in  der  Reihe 


und  schon  von  n  —  1  an  v2n-\  <  V2ii,  aber  V2n  >  g^TTf  >  *^f  i» 


«©(2)  +  Jlogi  =  l  -log2V3 

die  Gruppen  von  Anfang  an  abwechselnd  steigen  und  fallen.  Man 
kann  also  durch  passende  Wahl  von  p  uud  q  leicht  Reihen  von 
dieser  Beschaffenheit  herstellen,  die  trotzdem  convergiren. 

Uebrigens  ist  auch  ohne  die  Beziehung  w^'\-w^^2  klar,  dass, 
weun  eiue  der  beiden  Grössen  w  negativ  ist,  die  andere  nicht  auch 
negativ  sein  kann,  denn  sonst  würden  die  Gruppen  beständig  zu- 
nehmeuy  könnten  also  nicht  unendlich  klein  werden. 

Ist  3  —  ;>,  so  fällt  z  ganz  heraus,  es  wird 

1  2^1-1 

^  P  P 

d.  h.  beide  sind  stets  positiv,  Gruppen  aus  gleich  vielen  Gliedern  fallen 
schliesslich  beständig,  aus  welcher  harmonischeti  Reihe  man  auch  die  Glieder 
entnehme. 
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12.  Yerallgemeinernng.  Es  liegt  nahe,  die  Oliederzahl 
der  alterDireoden  Gruppeu  in  der  abgeieitcten  Reihe  variabel  zu 
machen.  Bezeichnen  wir  sie  mit  p«  fOr  die  positiven,  qn  für  die 
negativen  Glieder,  so  beginnt  die  nene  Reihe  also  mit  den  ersten  p^ 
positiven  Gliedern  der  nrsprQnglichen,  dann  folgen  die  ersten  qi  ne- 
gativen, dann  die  nächsten  p^  positiven  und  q^  negativen  Glieder 
Q.  8.  f.    Schreiben  wir  noch 

«i+3t+  •  •  •  +2*  =  Q»i    Pi+Pi+  •  •  •  +Pk  —  Pk 
80  ist  also  die  nte  positive  Gruppe 


and  die  darauf  folgende  nte  negative  Gruppe 

1  ,   1 .  .  L 

80  dass  also  die  Summe  der  ersten  2n  Gruppen 

1       _1 •,  1  

^2"  -  i  +  «4-  2  +  •  •  •  +  z+2~Pn  -  2 


ist,  woraas 


'^  \z  +  l'^  z  +  3'^  '"  z  +  2Qn-l} 


z 


-'»«/^+-.-6)-'^.-('t') 

«n—i-h     2 

Es  seien  nun  pn  und  qn  so  gewählt,  dass  Fn  und  Qn  mit  n  un- 
endlich werden. 

Wäre  nämlich  etwa  limP»  endlich,  so  müsste  limp«  «-  0  sein, 
also  Pn  bei  einem  gewissen  n  unter  1  sinken ;  dies  bedeutet  aber 
ein  Aufhören  der  positiven  Glieder.  Wäre  dann  auch  lirnQ«  end- 
lich, so  bräche  die  Reihe  ab,  während  bei  lim  9«  ^  1  die  negativ6n 
Glieder  weiter  laufen  und  die  Reihe  divergent  machen  wtlrden. 

Werden  aber  Pn  und  Qn  heide  unendlich,  so  ist 


(37) 


,!roo^^--®('>+*^"«[^^°^SJ 
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Lim  V2n  bleibt  also  endlich  mit  lim  Pn  :  Qu.  Kommt  noch  hinzu, 
dass  die  Groppen  v  dio  Nnll  zar  Grenze  haben,  so  convergirt  die 
netto  Reihe,  und  ihre  Summe  wird  durch  Formel  (37)  angegeben. 
Ist  dagegen  lim t^n-i  =  lim 2>2n  endlich,  so  wird  die  neue  Reihe,  als 
Summe  der  einzelnen  v  aufgefasst,  in  den  Grenzen  limT^bn  und 
\m(V2n-^v2nii)  oscilliron;  indessen  würde  dann  jede  der  Reihen 

00  OD 

£  (t^2Jk-l  — V2k)  -=  lim  V2u    und    v^  —  £(v2k  — r2*f  i)  ==  lim  Tauf  i 

als  convergent  zu  bezeichnen  sein,  und  je  nach  der  Definition  der 
neuen  Reihe  durch  die  eine  oder  die  andere  Form,  hat  sie  dann  die 
eine  oder  die  andere  Summe. 

Zur  Untersuchung  von  v^  hat  man 

also  nach  (3) 

21imv2i»-i  =  logflimp^'^j  =.  log  lim  ^1+-^^^ 
(38)  und  ebenso 

21imt;2n  =  log(lim^)  =  log  [lim  (l+  ^^^)  J 

ÜQO  wird  also  immer  und  nur  dann  verschwinden,  wenn  P«  und  Q« 
stärker  unendlich  werden,  als  ^^m^-i  und  gnfi. 

Bei^iele,  Die  Voraussetzung  limPH=oo,  lim  Q  »od  ist  erfüllt, 
sobald  die  Reihen  Pi+p^^  • . .  j  5i  +  g8+  •  •  •  divergiren,  zunächst 
also  sicher,  wenn  auch  pn  und  qn  mit  n  unendlich  werden,  so  dass 
die  Gruppen  schliesslich  selbst  unendliche  Reihen  bilden.  Dass  die 
Convergenz  der  dann  entstehenden  Doppelreihe  nicht  ausgeschlossen 
ist,  zeigt  sich  in  dem  Falle,  wo  pn  und  q»  ganze  rationale  Functio- 
nen von  n  sind.  Sei  pn  vom  Grade  r,  qn  vom  Grade  «,  so  ist  Pn 
vom  Grade  r  +  1,  Qn  vom  Grade  *  +  l»  ^^^  ^^ 

^  Pn  ^      qn 

so  folgt,  auch  ohne  die  Benutzung  von  (38)  unmittelbar,  dass 
limv2M~i  =  limv2n  =  0 

Pn 

ist.  Lim  -^  wird  nun  nur  dann  endlich  und  von  null  verschieden, 
wenn  beide  Functionen  von  gleichem  Grade  sind,  also  r  =  «  ist;  ist 
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r^«,  80  wird  der  Quotient  co  oder  0,   der  Logarithmus   desselben 

also  ±  OD,  und  die  v-Reihe  divergirt 

So  erhält  man,  um  einen   ganz  einfachen  Fall   zu  wählen,  far 
f «  1,  jj  =  1,  «  —  «>  die  Reihe 

i-(J)+i-(i+i)+i-(i+A+A)+* 

-(a+...+2-o)  +  -- 
Die  allgemeinen  Glieder  derselben  sind 

1 

and  da 

Q.  =  H-2+...+n  =  !^> 

ist, 

1  .  .         1 


'n{n -l;  +  2^  •  "  •  ^«(n-f  1) 

Trotzdem  nun  V2n  <  -, m-ö»  also   limvs»  —  0   ist,    wird    die 

Reihe  mit 

log n-«  log 


n^tiv  unendlich  und  giebt  so  ein  einfaches  Beispiel  für  eine,  trotz 
der  unbegrenzten  Abnahme  der  Glieder,  divergente,  alternirende  Reihe  ^). 
(Vgl.  §  3.) 

Ist  aber  «  =  r  und  pn  «  Ornr-^  . .  . ,  gn  —  hrn^  +  . .  .  ,    so  ist 

,.      -P«         Or  ,.      Ph 

hm  TT-  «  -  —  hm  —  • 

w  ^n         Or  qn 

Die  Snmmenänderung  hängt  also  nur  von  den  Coefficienten  der 
höchsten  Potenz  in  pn  und  qn  ab,  so  dass  wir  den  Satz  aussprechen 
können: 


1)  Dass  die  ganz  fthnliche  Reihe,  welche  man  erhält,  wenn  man  umgekehrt 
p=fi,  9=  1  wählt,  eine  gleichfalls  divergente  „ümstellang^  der  Reihe  1  —  1 
•fi-'l-l'**  •  •  •  i*^>  hat  Herr  Lionnet  in  der  schon  angefahrten  Kote  nach« 
gewiesen.    (Koay.  Annales  de  Math.  1879.) 

knk.  d«i  Uatk.  v.  Thjt,    2.  Reihe,  T.  YIII.  1 1 
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Sind  pn  und  qn  ganzzahlige^  ganze  rationale  Functionen  gleichen  Grades 
von  n,  und  bildet  man  aus  den  Gliedern  der  aliemirenden  harmonischen  Reihe 
eiue  neue  Reihe,  in  der  auf  je  p^  positive  Glieder  der  ersteren,  je  q^  nega- 
tive Glieder  derseWen  folgen^  so  convergirt  die  neue  Reihe,  und  ihre  Summe 
übertrifft  die  der  ersten  um 


ilogf    """   ?--) 


Insbesondere  wird  keine  Sammenänderang  stattfinden,  wenn  die 
Coefficienten  der  höchsten  Potenz  in  pn  und  qn  gleich  sind.  Dem- 
nach ist  also,  für  pn  =2»  —  1,  ^«  «  2n, 

i-a+i)+(i+i+i)-(i+j+A+A)+---  =  io«2 

and  ähnlich 

-h  ••  •  — 4 

Sind  die  Functionen  pn  und  qn  vom  Grade  0,  also  constant,  so  ent- 
steht Formel  (36). 

Ein  Beispiel  fttr  den  Fall ,  dass  die  Gruppen  far  n  »oo  nicht 
der  0,  sondern  festen  endlichen  Grenzen  zustreben,  bietet  sich,  wenn 
Pn  und  qn  Exponentialfunctiouen  sind.  Sei  etwa  pn  «  a"-*  und 
a  >  1,  also 

so  ist  nach  (38) 

lim2t?2n-i  -=  log  f  lim  p^^J  =  loga 

Die  v-Reihe  kann  also  nur  conyergiren,  wenn  auch 
lim2t?2n  «  loga, 
was  etwa  durch  die  Wahl  von 

zu  erreichen  ist.    Man  hat  dann 

lirar2n  «-  @W+ilogl  «  ©(«) 
und 

limrjsn+i  «  ®W  +  4loga 

£vic  wird  zwischen  diesen  beiden  Werten  oscilliren,  wofern  nicht 
i 
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durch  Zosammenfiassniig  je  zweier  anfeinander  folgender  Glieder  in 
in  der  oben  angedeuteten  Weise  für  die  Convergenz  gesorgt  wird. 

Wir  wollen  noch  aber  das  Grössenverhältniss  aufeinander  fol- 
gender Gmppen  dieselbe  Untersnchnng  anstellen,  wie  sie  in  Abschnitt 
11.  bei  constanter  Gliederzahl  p  und  q  gefahrt  wurde.  Wir  brauchen 
in  den  dortigen  Ausdrücken  ftlr  V2n-'i  und  vstn  nur  Pn  statt  np  und 
Q«  statt  nq  zu  schreiben ,  um  die  jetzt  in  Frage  kommenden  Werte 

g 
m  erhalten;  demnach  ist,  wenn  wir  noch  ö  =  ^  setzen, 

nnd  fflr  hinreichend  grosses  n,  wieder  nach  (22) 

^ i ^ 

Pn-pn  —  l+xJ 

Hier  können  wir  abbrechen,  wenn  wir  bei  der  Entwickelung  nach 
Potenzen  yon  -^  uns  mit  den  Gliedern  zweiter  Ordnung  begnügen 
wollen.    Es  wird  so 

w.=g+j(g)'+lf^f.) 


2    Qn* 


— «    Pn^l 


*    Pn  ^   \Pn  J'^      2         Pn* 


WO  die  Formeln  für  V2n  und  t^f  i  wie  früher  aus  dem  Werte  von 
«^-1  abgeleitet  sind,  um  die  Vorzeichen  der  Grössen  v2h^i  —  v2h 
nnd  V2bi^van-i-i  untersuchen  zu  können,  wollen  wir  voraussetzen,  pn 
ond  qn  seien  ganze  rationale  Functionen  gleichen  Grades  von  n  und 
dieselben  wie  vorher  bezeichnen.    Dann  ist 

p^  =  ar£k^  +  ar~i£kr-^+  .  . . 
1  1 

nnd  Ar  unseren  Zweck  genfigt  es,  zu  wissen,  dass  diese  Summen 
die  Form 
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1  r  +  1 

besitzen  ^).    Wir  haben  hiernach  nämlich 

f.  _-ij^,+(f +-=■)..+.. 

also 

r  +  1 


and,  wenn  wir  wieder   bei  den   Gliedern   zweiter   Ordnung   stehen 

bleiben, 

Pn  _  r  +  1  r+1  /l  a^_i       r  +  l\ 

Pn^      n  n*      V     «r      •"      2     / 

Da  wir  'die  Functionen  p  und  q  mindestens   als  linear,    also 
r^l  voraussetzen  können  —  der  Fall  r  —  0   ist  in  Abschnitt  11. 

erledigt  —  so  wird  das  in  »2n-i  auftretende  Glied  — ö~  »^    schon 

f Or  r  »  1  mit  Gliedern  dritter  Ordnung  beginnen,  also  für  uns  nicht 
mehr  in  Betracht  kommen.    Wir  haben  daher 


r  +  1       r+1  br^i  1_ 
n  r         br     n* 

r+1       r  +  l| 


2v2n      —     \.      —      .         ,:       ^j 


mithin 


r+1        r  +  1/        ar-i\l 

r-\-l/br-l        ar-l\  1 
r  +  1/        br-l    ,    ar-i\l 

Für  hinreichend  grosse  Werte  von  n  sind  folglich  die  Vorzeichen 
dieser  Differenzen  dieselben  wie  die  der  Grössen 

br-l        Or-l 

Wi  — ■  -7 ,     Wo  ■=■  r  —  tßt 


1)  Eine  elementare  Herleitang  dieser  Eigenschaft  findet  man  in  dem  schon 
oben  Angeffihrtcn  Anfsatse  „Zur  Summa tion  endlicher  Reihen  n.  s.  w.*'  (Arcbir 
d.  Matii.  T.  IV.   S.  107.) 
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«Htteh  unabhängig  Ton  «,  so  lange  nicht  w^  oder  Wf  noll  wird,  in 
wdchem  Falle  die  höheren  Potenzen  von  n  in  Frage  kommen,  deren 
Coeffiidenten  s  enthalten. 

Das  beständige  Fallen  der  Gliedergrappen  von  einem 
fwissen  n  an  ist  also  hier  an  die  Bedingung 

geimflpft. 

In  den  beiden  oben  gegebenen  Reihen  fttr  log  2   und  j   ist    w^ 

»«t«—^,  also  die  Bedingung  erfollt,  während  fflr  p»*n,  <2»  — n— 1 
sich  tP,  =  — ly  to«  «  2  ergiebt,  so  dass  in  der  Reihe 

7+  \iT2+  7+4/  ^  (iT^fi/  "^  vrF6+ /rf8+ i+lö/ 

Ton  einem  gewissen  äliede  an  jede  positive  Gruppe  sowol  kleiner 
Ist  als*  die  vorhergehende  wie  auch  als  die  folgende  negative  Gruppe. 

13.  Der  Schlömilch'sche  Satz  verallgemeinert  Wie 
in  der  Einleitung  erwähnt,  hat  Herr  Pringsheim  eine  Methode 
gegeben,  nm  die  Wertveränderung  einer  bedingt  convergenten  Reihe 
unter  Umständen  auf  die  einer  andern  zurflckzufahren.  So  führt 
der  ebenda  genannte  Satz  von  Schlöroilch  die Wertänderung einer 
beliebigen  convergenten  altemirenden  Reihe  fOr  den  Fall,  dass  die 
positiven  und  negativen  Glieder  nicht  mehr  in  dem  Verhältnis  1 :  1, 
sondern  in  dem  Verhältnis  p  :  q  auftreten,  auf  die  entsprechende 
Wertänderung  der  harmonischen  Reihe  zurück,  die  hier  in  §  11  er- 
mittelt ist.  Wir  wollen  diesen,  in  so  enger  Beziehung  zur  harmo- 
nischen Reihe  stehenden  Satz  elementar  herleiten,  dabei  aber,  wie 
in  §  12,  statt  des  constanten  Verhältnisses  p :  ^  das  variable  pniqth 
sowie  die  Bedingung  Pq^^  — i  oo,  Qqq  —  oo  einführen. 

Zwei  divergente  Reihen  positiver  Glieder 

»1,    ttj,    tt5    . . .    und    «,,    «4,    ti«    • . . 

seien  nun  zu  der  bedingt  convergenten  Reihe 

«1  — tiji+tij-tt^H —  . . .  —  ü 

vereinigt,  wobei  nicht  erforderlich  ist,  dass  die  uh  mit  ungeradem 
Index  demselben  Bilduogsgesetz  folgen,  wie  die  Glieder  mit  geradem 


Digitized  by  CjOOQIC 


16g  Simon:  DU  harmonische  Reihe, 

Index,  ük  sei  die  Summe  der  ersten  h  Glieder.  Bilden  wir  jetzt 
die  neue  Beihe 

(**i  +  «*s+  •  •  •  +«2Pi-l)— (««+tt4+  •  -  •  +«8«i)  +  —  •  •  • 

80  ist  (bei  derselben  Bezeicbnnng  wie  in  §  12)  die  mit  einer  nega- 
tiven Gmppe  abbrechende  Summe  der  ersten  2n  Gruppen  oder 
Pn+  Qn  Einzelglieder; 

Je  nachdem  nun  P*  >  Q»  oder  Qn  >  A  ist!,  wird  Fa»  im  Ver- 
gleich mit 

Pm  — Qm  negative  Glieder  weniger,  oder  Qm— Pm  solche  Glieder  mdw 
enthalten,  so  dass  wir  schreiben  können 


Fa»—  Ü2P^ 


=      £u»,    wenn    Pn>  Qn 

=  —  J^ttsk,    wenn    P»  <  d» 

Ziehen  wir  nun  nach  der  Pringshe  im 'sehen  Methode  die  har- 
monische Beihe  zur  Yergleichung  heran,  indem  wir  schreiben 

Fa.-  Ü2P^  =  £(k.«»)  .1  (P,  >  Q») 

so  mnss  es  zwischen  dem  kleinsten  nnd  dem  grössten  der  Werte 

(Q«  +  lM«„+2,      (<J«+2)«8«^-f4,     ...      i»»tl2/; 

einen  Mittelwert  M„  geben,  dergestalt  dass 

'-    1 
Fa.— «u'.  =  J»«.2r    t 

Ist  nun 

lim 

niift»  —  m 
n  ^  00 

wo  m  endlich  (auch  0)  oder  unendlich  sein  kann,  so  nimmt  auch 
jedes  der  Producte,  deren  Mittelwert  Mn  ist,  für  n  —  oo  den  Wert 
m  an,  so  dass  auch  lim Afn  mit  diesem  übereinstimmen  muss,  und 
wir  erhalten 
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(39)  limFzH  =  rr+  ^  ^^  [n.ttan  log  ^] 

und  zwar  auch  für  den  Fall  Pn  <  Qn,  da  dann  zwar  P«  and  Qn  zn 
vertauschen  sind,  dafür  aber  der  Logarithmus  das  negative  Zeichen 
bekommen  mnss,  und  beide  Operationen  einander  aufheben. 

Im  übrigen  gelten  auch  für  Formel  (39)  die  bei  (37)  gemachten 
Bemeckungen. 

So  ist    £vk   nur  dann  convergent  und  gleich  lim  Fs»,   wenn 
hmvito-i-i  »  0.    Nun  ist 

Pn+l 
Pfi+l 

also,  auf  demselben  Wege  wie  vorher, 

limran+i  -  „  ™^  I «  .  «2H-ilog  ^J 
(40) 

=  ,!f.[»— '■'»»(•+'7?)] 

Ist  z.  B. 

1 

"*  "  Ä:.log(Ä:  +  l) 

sowol  für  gerade  wie  für  ungerade  &,  so  ist 

limni«2M  =  limttfifiH— 1  «-  0 

In 

Der  Wert  von  »2h+i,  sowie  in  (39)  der  von  nuonlog-^      wird    aber 

ausserdem  noch  davon  abhangen,  wie  P»  und  Qn  unendlich  werden. 
Sind  pn  und  g»,  also  auch  P«  und  Qn^  ganze  Functionen  gleich 
hohen  Grades  von  n,  so  wird,  nach  dem  in  12.  Gesagten,  limt^an-i-i 
=»0  und  limF2H  —  limF2H+i  ■=-  ü  sein,  also  keine  Wertänderung 
eintreten.  Während  dort  dagegen  die  neue  Reihe  divergirte,  sobald 
der  Grad  der  Functionen  ein  verschiedener  war,  wird  hier  die  Con- 
vergenz  noch  statthaben,  wenn  der  Grad  von  pn  und  der  von  qn 
sich  um  eine  Einheit  unterscheiden.    Denn  ist  demgemäss  etwa 

Fn  =  ar+in»'+l+  .  . , 

60  ist 
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nähert  sich  also  der  Grenze  ^.  Da  ausserdem  lim^aM^i  -« 0,  so 
convergirt  die  neue  Reihe,  und  ihre  Summe  übertrifft  die  der  ur- 
sprünglichen um  iy  Tvährend  eine  Verminderung  um  i  eintreten  wird, 
wenn  Fn  vom  Grade  r,  Qn  vom  Grade  r-f-l  ist.  Von  dieser  Be- 
dingung abgesehen,  sind  also  sowol  die  Grade  als  die  Coefficienten 
der  für  pn  und  qn  zu  wählenden  Functionen  ganz  gleichgültig.  Ge. 
legentlich  sei  noch  bemerkt,  dass  zwei  solcher  v-Reihen,  wenn  in 
der  einen  p»,  in  der  andern  qn  den  höheren  Grad  besitzt,  hiomach 
stets  die  Differenz  ±1  ergeben,  so  dass  danach  die  Einheit  auf  an- 
zählig viele  Arten  durch  Brüche  von  der  Form  . .  .,  .  ^^  darge- 
stellt werden  kann. 

Sindp  und  9  constant,  so  geht  (39)  in  den  Seh  lömi  Ich 'sehen 
Satz  über,  wonach  die  Wertänderung  der  u-Reihe 

ilog^.  lim  (nun) 
beträgt.  — 

Versagen  wird  Formel  (39)  nur  in  den  Fällen!,   wo  die  Wert- 
änderung in  unbestimmter  Form  erscheint    Dies  tritt  ein,  wenn 

Pn 

lim  TT-  »0  oder  co  und  gleichzeitig  limnu2M  *  0 

Un 


sowie,  wenn 


Pn 

limTf-  =  1    und  dabei    limnv2N  =od 


ist.  Da  in  diesen  Fällen  der  wahre  Wert  von  0 .  oo  davon  abhängt, 
in  welcher  Weise  Pn  und  Q»  unendlich  und  uan  null  wird,  lassen 
sie  sich  nicht  erledigen,  ohne  über  diesen  Punkt  besondere  Voraus- 
setzungen zu  machen. 

Dabei  ist  ferner  zu  beachten,  dass  zwar  mit  limnusn  —od  auch 
jedes  der  Producte 

{Qn  + 1)  «2^^+2,      ...     Pn  U2P^ 

und  also  auch  ihr  Mittelwert  Mn  unendlich  wird,  dass  aber  der  Cfrad 
des  Unendlichwerdens  —  und  auf  diesen  kommt  es  wesentlich  an  — 
für  den  Mittelwert  i.  allg.  nicht  derselbe  sein  wird,  wie  für  nu^n.  Ist 
z.  B. 

Pn  ■=»  2a»-j-& 
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^»  =  2an 


also 

Q»  — a(n«+«) 
10  sind  jene  Producte  die  Glieder  der  Reihe 


Pn      Je  an^+an+bn  |  /k 


und  jedes  derselben  incd  oo  wie  ny  2y^^^^^T^inu2n^  |/ 2 weniger 
stark  00  wird. 

Bisweilen    —    und  so  auch  hier   —    führt  aber  schon  die  Be- 

Pn 

merknng  zum  Ziel,  dass  der  Ausschnitt  £u2ki  der  fOr  Pn^  Qh  die 
Wertftndernng  darstellt,  zwischen  den  Grenzen 

und 


liegen  muss.     Für  unser  Beispiel  fallen  nämlich  beide  Grenzen  zu 

b 
dem  Werte  --r^  zusammen ,  der  mithin  die  Wertänderung  angiebt 

die  nach  (39)  in  der  Form  qo.O  erscheinen  würde. 

Ob  limv2M+i  verschwindet,  darf  in  solchem  Falle  ebensowenig 
nach  (40)  beurteilt  werden,  da  auch  diese  Formel  über  die  Art  des 
Unendlichwerdens  von  Mn  i.  allg.  nicht  den  richtigen  Aufschluss  er- 
teilt.   Nach  (40)  wäre  der  Mittelwert  für  unser  Beispiel  mit 

lim«M3»-i  —  lim  i/^ 

in  Anschlag  zu  bringen,  während 

log  (1+   p^-  ;  -  log  (1+  ,,,+Ya+ W 

1  2 

nach  Potenzen  von  -  entwickelt,  mit  -    beginnt.     Hiemach   würde 

lirnuÄn-i  mit  l/^  .  -  verschwinden,  während  in  Wahrheit,  wie  wir 
sahen, 

limt^+i  -  lim  j/|.  nlog(l+^')  -  V2i 

zu  setzen  ist.    Da  auch 
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1 

V2k 


limva«  «  lim  i:       ^kt  —  V^^ 


a»(n— 1)+1 
ist,  wird  die  neue  Reihe  zwischen  den  Werten 

UmFjjn  ^  ü+~    und    limr2n+i  -  U+  -7=+  Väi 

oscilliren,  aber  convergiren,  wenn  wir  sie  in  eine  der  Formen  setzen: 

Berlin,  Janaar  1887. 
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VL 


Verallgememerung  des  Entstehungsgesetzes  der 
Fusspunktcurven. 


Von 

Eduard  Janisch. 


1.  Wir  yerallgemeinern  das  Entstebongsgesetz  der  Fusspunkt- 
Conen  dahin,  dass  wir  den  Pol  Fauf  einer  Bahncnrve  B  gleichzeitig 
mit  dem  Ponkte  P  der  Directrix  D  sich  bewegen  lassen.  Wir  er- 
halten dann,  wenn  wir  durch  die  F  auf  die  Tangenten  i  in  dem  ihrer 
(der  F)  Lage  entsprechenden  Punkte  P  der  D  Senkrechte  fällen,  in 
den  Fusspnnkten  P*  derselben  eine  Reihe  von  Punkten ,  die  einer 
Cnnre  C  angehören,  welche  eine  verallgemeinerte  positive  Fusspunkt- 
conre  der  D  genannt  werden  mag.  Dem  analog  werden  wir  eine 
verallgemeinerte  negative  Fusspunktcurve  der  D  die  EinhtÜlende 
aller  jener  Geraden  t*  nennen  können,  deren  jede  durch  einen  Punkt 
P  der  D  geht  und  normal  ist  zur  entsprechenden  PF,  —  Es  liegt 
nim  die  Frage  nahe:  „Was  ist  erforderlich,  damit  eine  Construction 
der  Tangente  in  jedem  beliebigen  Punkte  P*  einer  verallg.  pos. 
Fusspunktcurve,  beziehungsweise  eine  Construction  des  BerUhrungs- 
ponktes  einer  beliebigen  t*  einer  verallg.  neg.  Fusspunktcurve  leicht 
möglich  wird?** 

2.  Wir  bemerken  zunächst,  dass  diese  Constructionen  zurttck- 
gef&hrt  werden  können  auf  die  fär  die  gewöhnlichen  Fusspunkt« 
euren.  Es  lässt  sich  nämlich,  wenn  wir  eine  verallg.  pos.  Fuss- 
punktcurve vorliegen  haben,  auf  jeder  FP*{=p)  ein  Punkt  -F*  so 
angeben,  dass  die  erste  pos.  Fusspunktscnrve  der  Directrix  D  be- 
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züglich  dieses  Punktes  ^  *  in  P*  eine  Berflhrang  mit  der  bewnssten 
verallg.  Fnsspanktcarve  eingeht.  Ebenso  kann  im  andern  Falle, 
wenn  wir  eine  verallg.  neg.  Fasspnnktcorye  gegeben  haben,  auf  jeder 
FP  ein  Pnnkt  F*  ermittelt  werden,  dem  die  Eigenschaft  zukommt, 
dass  die  neg.  Fusspunktcurve  der  D  bezflglich  desselben  auf  der  <* 
zur  Berührung  kommt  mit  der  in  Rede  stehenden  verallg.  Fuss- 
punktcurve. —  Betreffs  dieser  Punkte  F*  ist  zu  sagen,  dass  die- 
selben nichts  andres  sind,  als  Punkte  der  Enveloppe  aller  PP*  im 
ersten,  aller  FP  im  zweiten  Falle  und  zwar  ist  der  auf  einer  ge- 
wissen FF*(FP)  liegende  Punkt  F*  identisch  mit  dem  Berfthrungs- 
punkte  derselben,  —  eine  Tatsache,  die  die  Anschauung  ohne  weiteres 
bestätigt.  Wir  brauchen  demnach  jetzt  nur  zu  untersuchen,  unter 
welchen  Umständen  die  Ermittlung  der  P*  einfach  von  Statten  geht. 

3.  Es  sind  in  Fig.  1.  zwei  benachbarte,  willkflrlich  gewählte 
Lagen  der  Punkte  P  und  P  mit  Po,  Pq  und  Pj,  Pj  bezeichnet,  femer 
mit  Po*,  Pf*  die  entsprechenden  Punkte  der  verallg.  pos.  Fusspunkt- 
curve. Der  Schnitt  der  FqPq*^  F^  P,*  wird  der  zu  ermittelnde  Punkt 
Po*,  fUr  dessen  Entfernung  x  von  Pq  sich  aus  dem  Dreiecke  ^FoPi^o* 

ergibt: 

,    sinv 

sin» 

da,  wie  aus  der  Figur  ersichtlich,  dm  das  Bogenelement  PoPj,  v  der 

Winkel  bei  P„  und  t  der  Winkel  bei  Po*  genannt  wurde.     Nun  ist 

aber  i  offenbar  auch  gleich  dem  Winkel,  den  die  beiden  Tangenten 

in  Pq  und  P^  einschliessen ,   er  ist  also   ein  Contingenzwinkel,   und 

wir  haben  daher 

ds 


wenn  ds  das  Bogenelement  PoPi  und  q  den  Krümmungsradius  fdr 
Po  bedeutet    Schreiben  wir  im  Äusdrack  fflr  x  anstatt  sin» 

sin»  . 

— :-.» 

» 

so  erhalten  wur,  wenn  für  »  der  eben  gefundene  Wert  substitnirt  wird, 
da  unter  den  obwaltenden  Verhältnissen 

sin» 
» 
zu  erachten  ist: 

dm 
x-^srnv^ 

damit  dieser  Ausdruck  und  daher  auch  Po*  für  jede  beliebige  Lage 
von  Po,  Po  construirt  werden  kann,  massen  also  die  entsprechen- 
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dm 

tei  ^,  ^  and  V  constructibel  sein.    Hieza  ist  notwendig,   dass    es 

1)  eine  allgemeine  Constroction  für  den  KrQmmangskreis  eines 
Punkte  der  D  gibt,  ferner  dass  es  2)  möglich  ist,  stets  das  Ver- 
Utnias  der  gleichzeitigen  Geschwindigkeiten  der  einander  entspre- 
cbeoden  Punkte  F  und  P  anzugeben 


/,     dm        dm    ds\ 


ud  endlich  3)  dass  man  in  jedem  Paukte  F  der  Bahncurve  B  die 
Tangente  herzustellen  vermag. 

4.  Wir  untersuchen  nun,  welche  Bedingungen  erfüllt  sein 
mOsBen,  damit  F*  als  Berührungspunkt  einer  FP  constructiv  er- 
mittelt werden  kann.  —  Wir  haben  zu  dem  Bebufo  in  Fig.  2.  wieder 
eine  Bahncurve  B  und  eine  Directrix  D  ersichtlich  gemacht,  und 
amf  ersterer  einen  Punkt  Pq»  &u^  letzterer  den  ihm  entsprechenden 
P^  Der  Berührungspunkt  i^*  der  F^Pq^  als  einer  Tangente  der 
ijiveloppe  aller  FP,  ergibt  sich  im  Schnittpunkt  der  PiPi,  wenn 
Pi,  Pj  die  zu  Fqj  Pq  benachbarten,  von  ihnen  um  c/m,  ds  abstehen- 
den, entsprechenden  Punkte  sind.  Nun  bestimmen  aber  die  Punkte- 
pare  1^,  P^  und  Po,  Pi  auf  den  Verlängerungen  von  <2m,  d$  zwei 
iholicfae  Puuktreihen  und  das  Erzeugniss  derselben  berührt  offenbar 
P«Po  in  Po*.  Mit  Benutzung  dieses  Resultates  können  wir  also  die 
Aufgabe  ,,den  Berührungspunkt  einer  Tangente  der  Enveloppe  aller 
FP  za  construiren'S  zurückftlhren  auf  die  „den  Berührungspunkt 
einer  Tangente  einer  als  Erzeugniss  zweier  ähnlichen  Punktreihen 
gegebenen  Parabel  zu  ermitteln^'.  Es  hängt  somit  die  Darchführ- 
barkeit  einer  graphischen  Lösung  unserer  Aufgabe  davon  ab,  dass 
die  beiden  Reihen  für  jede  Lage  von  F  und  P  construirt  werden 
können.  Dies  erfordert  die  Erfüllung  folgender  Bedingungen:  1)  Es 
müssen  ihre  Träger,   d.  s.  die  Tangenten   in  F  und  P,  constructiv 

sein,  und  2)  es  muss  wieder  das  Yerhältniss  ^    der    gleichzeitigen 

Geschwindigkeiten  der  Punkte  F  und  P,  als  das  Yerhältniss  ent- 
sprechender Strecken  der  P-  und  der  P-Reihe,  allgemein  angegeben 
werden  können.  —  Auf  eine  Darlegung  der  Einzelheiten  der  nötigen 
Constructionen  brauchen  wir  nicht  einzugehen.  Wir  erwähnen  blos, 
dass  man  am  zweckmässigsten  die  dem  Schnittpunkte  X  der  beiden 
Träger  entsprechenden  Punkte  O  und  U  der  P-  und  P-Reihe  be- 
nutzen wird,  wenn  sie  samt  X  auf  der  Zeichenfläche  zu  liegen  kom- 
men. Im  andern  Falle  wird  man  sich  noch  zwei  Tangenten  der 
Ptaibel  versebaffen  und  den  Satz  von  Brianchon  in  Anwendung  bringen. 

5.  lu  dem  Art.  sei  es  uns  gestattet  einige  einfache  Fälle  hcr- 
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Yorzuheben,  in  welchen  sofort  zu  erkennen  ist,  dass  die  Bedingung 
betreffend  3—  erfüllt  wird. 

a)    Bahncarve  B  und  Directrix  D  sind  ähnliche  Cnryen.    Zu- 

/7m. 

geordnete  Punkte  F  und  P  sind  homologe  Punkte,  ^  ist  dann  con- 

stant  und  zwar  gleich  dem  Yerh&ltniss  homologer  Sehnen  der  B 
und  D.    Sind  beide  Curven  congrnent,  so  haben  wir 

dm 
dT'"^ 

Wir  können  in  diesem  Specialfalle  unter  der  weiteren  beschränken- 
den Voraussetzung,  dass  B  und  D  ein-  oder  mehrfache  Symmetrie 
aufweisen,  sogar  Bahncurve  und  Directrix  coincidiren  lassen  und 
erhalten  bei  einfacher  Symmetrie  blos  eine  verallg.  pos.  Fusspunkt- 
curve,  die  als  Ort  der  Projectionen  aller  Punkte  der  gegebenen 
Curve  auf  die  Tangenten  der  symmetrisch  gelegenen  definirt  werden 
kann.  Die  verallg.  neg.  Fusspunktcurve  degenerirt  nämlich  in  dem 
Falle  in  ein  Parallelstrahlenbüschel.  —  Bei  mehrfacher  (n-facher) 
Symmetrie  ergeben  sich  hingegen  zwei  Gruppen  verallg.  pos.  Fuss- 
punktcurven  und  eine  Gruppe  verallg.  neg.  Fnsspunktcurven  und 
zwar  enthält  die  erste  Gruppe  der   verallg.  pos.  Fusspunktcurven  n 

(wenn  n  ungerade,  sonst  2X5)  congruente  Curven,  die  so  zu  Stande 

kommen  wie  bei  einfacher  Symmetrie,  während  die  zweite  Gruppe, 
die  dadurch  charakterisirt  wird,  dass  l^^und  P  sich  hinter  einander 
bewegen  und  zwar  so,  dass  ihre  Entfernung  auf  der  Bahncurve  ge- 
messen stets  constant  »  -  Teile  deren  Peripherie  beträgt  (m  und  n 

ganz),  im  Falle, dass  n  ungerade  ist  aus  (n—1)  Curven  besteht,  von  denen 

n 
je  zwei  congruent  sind,  ist  aber  n  gerade,  so  haben  wir  ^  von  ein- 
ander verschiedene  Curven,  worunter  sich  als  bemerkenswerteste 
diejenige  befindet,  welche  als  Ort  der  Projectionen  aller  Punkte  der 
gegebenen  Curve  auf  die  Tangenten  in  den  diametral  gegenttber 
liegenden  erscheint*).  —  Weit  einfachere  Beziehungen  walten  hier  ob 


1)  FtLr  die  Ellipse  ist  dies  die  KeelhofiTsche  Carve.  S.  Mathesis,  VI,  16: 
„Le  lieu  des  projections  d'un  ellipse  sur  la  tangente  men^e  au  point  diam^- 
tralement  oppos^.^     In  diesem  Falle  wird 

dffi  ,  _       dm       ^  _  n 

flc  «  ^  —  sm  V  «^  ^,  da    jr  ^'^     ^^^    ^  '^  2 
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bezüglich  der  verallg.  negat.  Fasspanktcurven.  Die  einzige  Ornppe 
derselben,  die  vorhanden  ist,  setzt  eine  Bewegung  der  Punkte  F 
uod  P  voraus,  die  identisch  ist  mit  der  bei  der  zweiten  Gruppe  der 
?erallg.  pos.  Fusspunktcnrven  angenommenen. 

Nun  ist  aber  die  Enveloppe  aller  FP  unter  dieser  Voraus- 
setzung stets  mit  der  ersten  neg.  Fusspunktcurve  der  gegebenen 
Gorve  ähnlich,  da  deren  (der  Enveloppe)  erste  pos.  Fusspunktcurve 
bezügl.  des  Gentrums  O  mit  der  gegebenen  Curve  ähnlich  ist,  welch' 
letzteres  Moment  sehr  leicht  nachzuweisen  ist,  wenn  man  bemerkt, 
dass  die  Winkel  FOP  alle  unter  einander  gleich  sind.  Ebenso 
leicht  ist  auch  der  Nachweis  herzustellen,  dass  diese  Enveloppen 
des  weiteren  mit  den  verallg.  neg.  Fnsspunktcurven  ähnlich  sind. 
Mithin  können  wir  sagen:  „Alle  verallg.  neg.  Fusspunktcnrven  sind 
im  vorliegendem  Falle  mit  der  ersten  negat.  Fusspunktcurve  der 
gegebenen  Curve  bezflglich  O  ähnliches 

Wir  gehen  nun  zu  einem  andern  Falle  über: 

b)  Bahncurve  B  und  Directrix  D  sind  Kreise.  Die  Punkte 
F  und  P  bewegen  sich  auf  deren  Peripherien  mit  gegebenen  Ge- 
schwindigkeiten gleichförmig  fort  In  dem  Falle  sind  offenbar  alle 
Bedingungen  erfttlU,  insbesondere  ist 

dm  ry 

wenn  r  den  Radius  von  J,  R  den  Radius  von  2>,  y  die  unveränder- 
liche Winkelgeschwindigkeit  von  F  und  endlich  F  die  unveränder- 
liche Winkelgeschwindigkeit  von  P  bedeutet     Man  sieht,   dass  der 

Quotient  y,  entscheidet,  ob  die  auftretenden  verallg.  Fusspunktcnrven 

wie  auch  die  Enveloppen  der  FP(FP*)  algebraisch  oder  transcendent 
werden,  auch  wird  man  leicht  bemerken,  dass  der  specielle  Fall 

zn  snbsumiren  ist  unter  a).  —  Es  bietet  aber  gerade  dieser  letztere 
Fall  bezüglich  der  Einhüllenden  der  FP  ein  bemerkenswertes  Re- 
sultat, wenn  wir  noch  die  Beschränkung  einführen,  dass  B  und  D 


ist.  Mit  Bflcluicbt  hierauf  ergibt  sich  der  Satz:  „Beschreibt  man  Über  der 
Verbin  dnngsstrecke  eines  Punktes  A  einer  Ellipse  mit  dem  Krflmmnngsmittel- 
pnnkt  des  diametral  gegenüber  liegenden  als  Durchmesser  einen  Kreis,  so  be- 
rührt dieser  die  KeelhofiTsche  Curye  in  dem  A  entsprechenden  rnnkte**. 
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concentrisch  liegen.  (Selbstverständlich  müssen  die  Bewegungen  von 
F  und  P  hier  im  entgegengesetzen  Sinne  erfolgen).  Wir  erlauben 
uns  die  nötigen  analytischen  Entwickelnngen,  welche  die  Natur 
dieser  Enveloppe  erkennen  lassen  werden,  hier  anzufahren: 

Wir  verlegen  den  Anfangspunkt  unseres  rechtwinkligen  Ooor- 
dinatensystemes  in  den  gemeinsamen  Mittelpunkt  der  Kreise  B  and 
D  und  leiten  von  den  Lagen 

die  angedeutete  Bewegung  dergestalt  ein,  dass  gleichzeitige  Lagen 
von  F  und  P  die  Coordinaten  haben : 


X  «=  rC0S9»  1 
y  =  r  sin  g)  )     ' 


y  «  —  R%\VLtp 


Als  Gleichung  der  Yerbindungsgeraden  von   F  und  P  erhalten  wir 

dann: 

y  — rsiny {R'\-r)%mtp 

«  — rCOSg)         "  (Ä-  r)C0Sy 

oder  nach  gehöriger  Reduction: 

I)  (Ä  +  r)arsin9  +  (-ß— Oy^^Sy  «^  Rr?\\i2(p 

Durch  Differentiation  dieser  Gleichung  nach  q>  ergibt  sich: 

II)  (i2+*')«C0Sg)  —  (Ä  — r)ysin9  —  272rcos29> 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  bestimmen  sich  leicht  die  Werte 
von  X  und  y,  der  Coordinaten  des  Berührungspunktes  der  FPi 

III)  X  -  -^^  cos  q>\  y  -  ^3;^  Sin  9' 

Durch  Elimination  von  9  aus  den  beiden  Gleichungen  III)  erhalten 
wir  dann  die  Gleichung  unserer  Enveloppe: 


welche  dieselbe  als  die  Evolute  der  Ellipse 


W)'W)-' 


zu  erkennen  gibt.   —  Mit  Rücksiebt  auf  dieses  Ergebniss  könnte 
man  zu  einer  Construction  der  Krümmung&kreise  für  Punkte  einer 
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Ellipse  gelangen  ^).  —  Wir  gehen  hierauf  nicht  ein,  sondern  wenden 
US  sogleich  der  Untersnchnng  eines  weiteren  Specialfalles  za ,  der 
(fadnreh  gekennzeichnet  ist,  dass  B  nnd  D  coincidircn.  In  dem  Falle 
rerdeo  die  Einhaltenden  der  FP  congrnent  mit  den  verallg.  neg. 
Ftsspanktcnryen.  Der  Beweis  hiefür  kann  anf  folgende  Art  gegeben 
verdeii:  In  den  Fig.  3  sind  dnrchgehends  zwei  entsprechende  Lagen 
der  F^  P  schlechtweg  mit  F,  P  bezeichnet  nnd  mit  JF"  der  zu  F 
dJunetral  gegenüberliegende  Punkt,  so  dass  F'P  die  der  Tangente 
FP  der  Enveloppe  zugeordnete  der  verallg.  neg.  Fussdunktcurve 
tinL  Ferner  hat  man  X  als  als  jenen  Punkt  anzusehen,  iu  welchen 
ät  Anfangslagen  Fq,  Pq  vereinigt  sind.  Demnach  kann  man  für  das 
Verhiltoiss  der  Winkel  FOX  —  q>,  POX  «  ^  setzen : 

?«^«fc(const) 

Wir  stellen  uns  nun  die  Aufgabe  einen  Punkt  X'  auf  dem  Kreise 
derart  zu  bcstironaen,  dass  das  Verhältniss  der  Winkel  F' OX  '^  g>\ 

POX'  =  ^' :  -^^   auch  gleich  k  wird.    Es  ist   leicht  abzusehen ,   zu 

vdchem  Zwecke  dies  geschieht.  Stellt  sich  nämlich  heraus,  dass 
der  ftr  Winkel  X'OX^  i  sich  ergebende  Wert  blos  von  k  abhängig 
ist,  dann  kann  die  Enveloppe  der  F'P  analog  zu  Stande  gebracht 
werden,  wie  die  der  FP  und  ist  folglich  mit  derselben  cougrueut, 
T-  z.  b.  w.    Dies  ist  aber  tatsächlich  der  Fall,  denn  man  findet  für 

gleichgerichtete  Bewegung  der  Punkte  F,  P: 

Wüu  ?==!:<  1,  (Fig.  3a): 

5»t>l,  (Fig.  3b): 


1)  In  Herrn  Dr.  K.  Schwering's  Schrift:  „Theorie  und  Anwendungen  der 
Uiencoordinaten  etc.  Leipsig  1884<<.  befindet  sich  anf  S.  77,  Art.  94 
<^e  antljtitche  UnterBuchung   der    „Enveloppen    aller  FP'',    wenn  ß  und  D 

coitcentrUche  Kreise  sind,  fttr  den  allgemeinen  Fall  fH.   beliebig  Y  welche  das 

^rkeoswerte  Besnltat  liefert,  dass  deren  Brennpunkte  aeqnidistant  anf  einem 
Bit  B  and  D  eoncentriscben  Kreise  gelagert  sind.  Es  wird  dann  auch  der 
'ill  in  Betracht  gezogen ,  dass  die  beiden  Kreise  zusammen  fallen,  und  mit 
ZAhilfenthme  des  Imaginftren  sagar  eine  allgemeine  Gleichung  dieser  Enveloppe 
^'^'gntellt,  ohne  dass  gesagt  wird,  dass  dieselben  mit  den  Cykloiden  identisch 
*™^.  Wvt  werden  dies  weiter  unten  nachweisen. 


^rek.  d.  Hath.  u.  Phys.    2.  Beihe,  T.  Ym.  12 
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nnd  fQr  entgegengesetzt  gerichtete  Bewegung  derselben: 
wenn  J-*<1,  (Fig.  3c): 


§  = 


1+fc' 


I -.*>!,  (Fig.  3d): 


^-jfc^« 


Die  Ableitang  des  einen  oder  des  anderen  dieser  Ausdrücke  geht 
sehr  einfach  von  Statten.  Es  sei  uns  gestattet  die  vollständige 
Rechnung  blos  für  Fig.  3a  hier  anzuführen.  Wir  entnehmen  dieser 
Fig.: 

ip' =  n  —  y— 5?  t^' =>  2n?  —  i^  —  'i 

daher  erhält  man  für  -7  «  t  "*  * 
V        * 

5p n  —  y  —  I 

1^       27r  —  -^  —  i; 
and  hieraus  ^': 

2g)— V'  2ifc  — 1 

9>  -  t|;  h  —  1 

Ebenso  ergeben  sich  die  Werte  von  E  für  die  anderen  Fälle.  — 
Wir  ziehen  aus  diesen  Resultaten  vorläufig  keine  Coosequenzen, 
sondern  untersuchen  jetzt,  mit  was  für  Curven  wir  es  eigentlich  zu 
tun  haben. 

Nehmen  wir  an,  in  den  Fig.  3  bedeute  OX  die  pos.  Richtung 
der  Abscisseuaxe  und  es  sei  <p  ^  pO^  ^  ^  q^t  wobei  p  stets  pos., 
q  aber  pos.  oder  neg.  seiu  mag,  so  haben  wir: 

X  —  pcosp^)  a;  —  ^cos^^  ) 

y  —  psin  j>9  J  y  — >  p  sin  9^  ) 

Die  Verbindungslinie  FP  erhält  also  die  Gleichung: 

y  —  p  sin^9       sin  pd^  —  sin  qß^ 

X—QCOSP&  "*  C08;>i'>  — C0S5^ 
oder 

a:(sinpd^  — sing^)— y{cos/)^  — cos^^)  «  (fsm{p  —  q)9^ 
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I,  .c08£±?*+,8in^*  -  *C08^«* 

Dien  Gleichnng  nach  ^  differentiirt  gibt: 

also  bekommen  wir  für  die  Coordinaten  des  Berührungspanktes  FP 
die  Werte: 

p  COS  qd^'\-q  COS  ftd" 

m)  '^^^ 

2)  sin  q^  4"  5  sin  p^ 

"  *  ^  7+7 

Es  seien  nunp  and  q  pos.,  p>g.    Setzen  wir  in  den  Gl.  III): 

rH^  ^  ^"^*''    P+q  ^^  **'     ^*  "  *"•      *'®^     ^^  *"      r     "" 

dann  erhalten  wir 

X  «  (Ä  +  Ocosw  +  ^'COS — —  <o  \ 

Illa)  *"  ( 

y  «-  (Ä+r)ßina}-|-rBin— ^^  a>  1 

d.  s.  die  Gleichungen  einer  Epicykloide,  welche  durch  Wälzung  des 
Kreises  mit  dem  Radius  r  auf  dem  mit  dem  Radius  R  zu  Stande 
kommt.  —  Dieselben  Gleichungen  hätten  wir  gefunden,  wenn  q'^p 
angenommen  worden  wäre,  und  wir 

substituirt  hätten.  —  Anders  gestaltet  sich  die  Sache,  wenn  q 
i^egaÜT  vorausgesetzt  wird-,  die  Gl.  III)  können  dann  geschrieben 
werden: 

p  cos  q&'-q  COSp^ 

in')  ^    ^ 

— psin^^  —  q  siupd" 
y  "•  ^  p—q 

ttnd,  wenn  nun  gesetzt  wird  (p  >  q): 

18* 
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(<)-Ä-2r) 
dann  ergeben  sich  die  Aasdrflcke: 

«—      {R — r)c08o> — rco8 lo 

ni'a) 

y  m^  — (12  ~  r)  sin  09  — r  sin  — © 

welche  erkennen  lassen,  dass  wir  eine  Hypocykloide  vorliegen  haben, 
die  durch  Wälznng  eines  Kreises  vom  Radins  r  anf  einem  Kreise 
vom  Radins  R  entstehen  kann  *).  —  Dass  das  Resultat  einer  ana- 
logen Substitution  fttr  den  Fall  p  <,q  wieder  Gleichungen  einer 
Hypocykloide  gibt,  ist  vorauszusehen;  wir  brauchen  wol  auf  das 
Nähere  nicht  mehr  eingehen. 

Interessant  wäre  es  zu  erfahren,  ob  nicht  unter  Umständen  die 
Enveloppe  der  FP  mit  der  verallg.  neg.  Fusspunktcurve  zur  Coin- 
cidenz  kommt.  Um  hierüber  Aufschluss  zu  bekommen,  müssen  wir 
die  Werte  für  §  heranziehen.  Es  wird  dies  offenbar  dann  eintreten, 
wenn  die  Gleichung  _ 

9 + 5  -=■  2w» 

erfüllt  ist,  unter  q>  den  Winkel  J'OX  verstanden,  unter  F  einen 
Punkt  der  mit  dem  ihm  entsprechenden  P  in  X'  zusammenfallt,  und 
endlich  unter  m  eine  ganze  Zahl.  —  Die  dies  bezüglichen  Untersuch- 
ungen müssen  für  die  durch  die  vier  Fig.  3  veranschaulichten  Fälle 
für  die  ersten  zwei  für  jeden  separat  und  können  für  die  übrigen 
zwei  für  beide  zugleich  durchgeführt  werden. 

(Fig.  3a).  In  dem  Falle  [findet  zwischen  ^  und  "^  (W.  ~POX) 
die  Beziehung  statt:  _      _ 

(n  ganz),  woraus  folgt,  da 

^  —  -9    ist: 


1)  Wir  hatten  anch  setzen  können: 

und  würden  dann  allerdings  ein  anderes  Gleichangssystem  III 'a)  bekommen 
haben,  Dasselbe  hatte  aber  nichtsdestoweniger  dieselbe  Hypocykloide  definirt, 
da  ja  r-f  r'  =  R  ist. 
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Dieser  Wert,  sowie  der  für  g 


dmr  Fhswpunhteurven.  Igl 

2nJß 


eingefCIhrt  in 
gibt: 

hieraas : 


<p-\-i  —  2m» 
2nk        ,    1  — 2A; 


ik=?-, 


2m  — 1 


g        2(m  +  n  — 1)  ""Ä+r 

eine  Cr  rosse,  die  tatsächlich  für  ganzzahhge  m  nnd  n  stets  kleiner 

als  1  Weiht    Man  sieht,   dass  das  VerhÄltniss  -  gleich    dem   einer 

kleineren  ungeraden  za  einer  grösseren  geraden  Zahl  sein  mnss, 
and  dass  ferner|,  da  man  findet 

r  _2m-f  1 
Ä  ^  2»  —  1 

das  Verhaltniss  des  Radius  des  rollenden  Kreises  znm  Radins  des 
Gmndkreises  der  entsprechenden  Epicykloide  gleich  dem  zweier  un- 
gerader Zahlen  ist.  (Beispiel:  p  »  1,  g  —  2;  m  —  1,  n==l,  ^  — 0; 
Kardioide). 


also 
nnd 


(Fig.  3b).    Hier  ist 

9  =  ^-(-2n» 
-        2nk 


woraus  folgt 


<P 

'^  k 

—  1 

n 



+1 

= 

2nk 

ir    1 

2k 

-3 

9 

7t    1 

k" 

-1 

f. 

P 

2m- 

-3 

n  =  2tnn 
q       2(m  —  n — 1)  r 


welcher  Ausdruck  auch  keinen  Widerspruch  birgt,  daher  kann  in 
dem  Falle  die  fragliche  Goincidenz  gleichfalls  stattfinden,  und  zwar 

geschieht  dies  dann,  wenn  das  Verhaltniss  -  gleich  ist  dem  einer 

grösseren  ungeraden  zu  einer  kleineren  geraden  Zahl,  und  die  Epi- 
cykloiden  die  hier  auftreten  sind  dadurch  charakterisirt,  dass  das 
Yerh&ltniss  des  Radius   des  rollenden  zu  dem  des  festen  Kreises 
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gleich  sein  muss  dem  einer  geraden  zu  einer  angeraden  Zahl,  denn 
man  bekommt 

r         2(w-n  — 1) 


Ä~" 

2n  — 1 

(Fig.  3c,  3d). 

Man  hat  in 

diesen  beiden  Fällen 

^-|-if;  =  2n» 

demnach  resaltirt  für  9 



2^0; 

und  somit  wird: 

9- 

'  Ä+1  '^ 

9 
und           « 

_L_v:          2nJfc 

"  +  Jk+l" 

=   2wMr 

k  <- 

/i        2»i  — 1 

Ä  — r 

r' 

g"*2(n— 7») 

r 

Ä-r' 

ein  Ausdruck,  welcher  sowol  grössere,  wie  auch  kleinere  Werte  als 
1   annehmen    kann.     Es   ist  also  die  Coincidenz  in  beiden  Fällen 

möglich  und  zwar  dann ,  wenn  das  Verhältniss  -  gleich  kommt  dem 

Yerhältniss  einer  ungeraden  zu  einer  geraden  Zahl.  Bezüglich  der 
Art  der  Hypocykloiden  ist  hier  auch  eine  Beschränkung  zu  verzeich- 
nen, denn  man  findet: 

r_       2(n  — m)      r'  _  2m— 1 
Ä*"     2n  — 1  '     Ä'~2n— 1 

mithin  sind  diejenigen  ausgeschlossen,  bei  welchen  das  Verhältniss 
des  Radius  des  rollenden  zum  Radius  des  stabilen  Kreises  gleich 
kommt  dem  einer  ungeraden  zu  einer  geraden  Zahl,  was  übrigens 

schon  aus  dem  Ausdruck  für  -  ersichtlich  ist. 

Die  Ergebnisse  dieser  Untersuchungen  berücksichtigend,  können 
wir  ungezwungen  zu  folgenden  beiden,  die  hier  aufgetretenen,  spe- 
ciellen  Cykloiden  betreffenden  Sätzen  gelangen: 

„Ein  Teil  des  geometr.  Ortes  aller  Schnittpunkte  von  zu  ein- 
ander senkrechten  Tangenten  an  eine  dieser  Cykloiden  ist  deren  In- 
bez.  Umkreis". 

„Jede  dieser  Epi-  oder  Hypocykloiden  ist  die  Enveloppe  von  mit 
ihr  concentr.  Ellipsen  oder  Hyperbeln,  deren  Hauptaxe  constant  = 
dem  Durchmesser  des  Um-  oder  Inkreises  derselben  und  deren  ein 
Brennpunkt  die  Cykloide  durchläuft". 
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Hiermit  wollen  wir  mit  dorn  sehr  dankbaren  Fall  b)  abschliessen 
und  nor  noch  kurz  eines  weiteren  gedenken: 

c)  Bahncurve  B  nnd  Directrix  D  sind  Ähnliche  ein-  oder  mehr- 
fach schief-symmetrische  Gniren  (klinogr.  oder  axonometr.  ProjecUo- 
nen  orthogonal  symmetr.  Garven).  F  und  P  sind  zugeordnete  Punkte, 
wenn  der  bezüglich  einer  bestimmten  Symmetrale  symmetrisch  zu  F 
gelegene  Puakt  F'  dem  Punkt  P  homolog  ist    Fttr  das  Yerhältniss 

dm        dm     dm' 
ds         dm*  '    dt 

WO  dm'  das  Bogenelement  bei  F'  bedeutet,  erhalten  wir 

dm       FT^ 
ds  ^  F'T'^ 

wenn  wir  mit  T  den  auf  der  entsprechenden  Symmetrale  gelegenen 
Schnittpunkt  der  Tangeuten  in  F  und  F'  an  die  B  bezeichnen  und 
anter  k  das  Yerhältniss  homologer  Sehnen  der  B  nnd  D  verstehen 
wollen.  Um  alle  Fälle  zu  erschöpfen ,  müssen  wir  die  Zuordnung 
aber  noch  allgemeiner  gestalten.  Wir  müssen  nämlich  zwei  Sym- 
metralen  «j,  #,  herausgreifen  nnd  zu  einem  angenommenen  Punkt  F 
den  bezüglich  #,  symmetrischen  F^  und  zu  diesem  den  bezüglich  »^ 
symmetrischen  JF,  ermitteln.  Zuletzt  zu  F^  den  homologen  Punkt  P 
der  />.  Wenn  wir  dann  bezeichneu  mit  T,  7]  die  beziehungsweise 
anf  «, ,  8^  gelegenen  Schnittpunkte  der  Tangenten  in  F  nnd  F^ ,  F^ 
dm 


und  F„ 

so 

haben 

wir  für 

dm 
di 

dm 
dm^ 

•dm,' 

dm^ 
ds  "" 

FT 
F^T' 

F,T, 
F^T^ 

nnter  dm^ ,  dm^ ,  die  Bogenelemente  in  F| ,  F,  verstanden  und  unter 
k  dasselbe  wie  oben. 

Auch  hier  wird  der  Fall  besonders  hervorzuheben  sein,  dass 
Ä;  =  1  ist,  die  Curven  B  nnd  D  mithin  congruent  sind,  in  welchem 
Falle  man  noch  weiter  specialisiren  kann,  indem  man  dieselben  zu- 
sammenfallen lässt.  In 's  Detail  gehen  wir,  des  geringen  Interesses 
dieser  Curven  wegen,  aber  nicht  mehr  ein. 

Wien,  im  Januar  1889. 
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VII. 
Zur  sphärischen  Schleifenlinie. 

Von 

Eduard  Janisch. 


Herr  Professor  Schiffner  hat  im  5.  Teil  der  zweiten  Reihe  dieses 
Archivs  iuteressante  Untersachungen  mitgeteilt  über  eine  Curve  — 
die  sphärische  Schleifenlioie  —  ,  welche  mich  auch  bereits  vor  län- 
gerer Zeit  beschäftigte.  Ich  fand  diese  Curve  ursprünglich  als  Ort 
aller  jener  Punkte  der  (kugelförmigen)  Erdoberfläche,  deren  geogra- 
phische Länge  gleich  ist  der  geographischen  Breite,  oder  allgemeiner, 
deren  geographische  Länge  um  eine  constante  Grösse  von  der  geo- 
graphischen Breite  differirt. 

Bezüglich  der  Curve  selbst  können  wir  nicht  viel  mehr  bemerken, 
wol  aber  werden  wir  im  Folgenden  uns  eingehender  mit  geometr. 
Gebilden  beschäftigen,  welche  mit  dieser  Schleifenlinie  in  gewisser 
Beziehung  stehen. 

Wählen  wir  die  Erdachse  zur  2;-Achse,  die  Ebene  des  Aequators 
zur  ir^-Ebene  und  die  Ebene  des  Anfangsmeridians  zur  ar^-Ebene, 
dann  müssen  wir  einem  Punkte  P,  dessen  geogr.  Länge  k  =  der 
geogr.  Breite  q>  {k  ^  fp  =  u)  ist,  die  Coordinaten  zuweisen: 

X  «  rCOS*tt,         y  =  rsinucosu,         z  =  rsinu 

wo  r  den  Erdradius  bedeutet  — •  In  der  citirten  Abhandlung  des 
Herrn  Prof.  Schiffner  ist  nun  unter  anderem  gezeigt,  dass  die  ste- 
reogr.  Projection  der  Schleifenlinie  aus  deren  reellem  Doppelpunkte 
(a;  «  r,  y  -«  ö,  » •=»  ö)  eine  gleichseitige  Hyperbel  mit  der  Achse  2r 
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wird.  Hieran  aDknttpfend  erwähnen  wir,  dass  auch  noch  für  die 
Projectionscentra  («  «=-  0,  y  «-  0,  «  «  ±r),  (»—  —  r,  y  —  0,  «  —  0) 
bekannte  Curven  als  Projectionen  auftreten. 

Leiten  wir  zunächst  die  Gleichung  der  Projection  aus  dem  Cen- 
trum  («  —  —r,  y  =  0,  »  «•  0)  ab.  Wir  finden  als  Gleichungen  der 
Verbindungslinie  eines  Gurvenpunktes  P  mit  diesem  Gentrum: 

sinttcosu.^  IV«.  *^"'**      /vr  I    \  f-^/vfl.. 

Also  sind  für  die  Goordinaten  des  Schnittpunktes  ir  derselben  mit 
der  ^Ebene  zu  setzen: 

sin « cos«       .  sinn 

g-ö,    ^-^i_|_cosV     ''""''l+cos^u 

nnd  mithin  werden  wir  die  Gleichung  des  Grtes  der  77,  das  ist  die 
der  gesuchten  Projection  der  Schleifenlinie,  erhalten  durch  Elimi- 
nation von  u  aus: 

Wir  finden  leicht : 

die  Gleichung  einer  Lemniskate  des  Bernoulli 

Für  (ä  «  ö,  y  «  ö,  «  —  zh*")  als  Projectionscentrum  bekommen 
wir  dagegen  einei  Strophoide.  Wir  haben  in  dem  Falle  als  Glei- 
chungen der  Verbindungslinie  des  Projectionscentrums  mit  einem 
Cunrenpunkte  anzusetzen: 

co8*tt  sinttcostt 

nnd  als  Goordinaten  des  Schnittpunktes  n  desselben  mit  der  xy-Ebene: 
cos*tt  _   sinucosu 

Fttr  §  kann  auch  geschrieben  werden: 

g  »  ±r(sint*±l)  =-»  r(l±8intt) 
Hieraus  folgt  für  sinu: 

sinu  —  i 

—     r 
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Mit  Berttcksichtignng  dieses  Wertes  nnd  der  Beziehung  $  •»  i^cotw 
resultirt  dann  fflr  cosu: 

cost*  -■  ±-  • 

und  wir  erhalten  endlich  durch  Sabstitution  in  sin^u-f-cos^u  —  1 

(S-r)»(§«+i;«)  =  r«i;« 
oder  entwickelt: 

(E«-2rS)(|«+i;«)+rn*  =  0 

Hierin  den  Factor  £  unterdrückt  und  17'  isolirt  gibt: 

^  2r— g 

die  Gleichung  einer  Strophoido,  deren  Doppelpunkt  die  Goordinaten 
({  —  r,  1;  -=  0)  und  deren  Asymptote  die  Gleichung  §  «  2r  hat  ■). 

Soviel  wollten  wir  noch  bezüglich  der  Schlcifenlinio  selbst  be- 
merken. —  Was  nun  des  weiteren  folgen  wird,  betrifft  eiufacho 
Schnitt-  und  Durchdriugungscurveu  1)  jenes  Kegels  K^  der  die  Schlei- 
fenlinie enthält  und  seine  Spitze  im  Anfangspunkt  der  Goordinaten 
haty  und  2)  jener  geraden  Konoide,  die  eine  der  Coordinatenachsen 
zu  Achsen  haben,  und  auf  deren  Oberfläche  diese  Gurve  ebenfalls  zu 
liegen  kommt. 

Gemäss  der  Definition  des  Kegels  K  können  wir  eine  beliebige 
Erzeugende  desselben  darstellen  durch  die  Gleichungen: 

i7«-g.tgu,        17  — f.cosu 

Hieraus  folgt  sogleich: 

und  wir  haben  daher: 


1)  Mit  Hilfe  einer  Kaito  der  Planiglobien,  die  sich  in  jedem  Atlas  vor- 
findet, kann  man  sich  dieses,  wie  das  vorhergehende  Resultat  leicht  veran- 
schaulichen. Verbinden  wir  n&mlich  beispielsweise  Cauf  der  Haoptkarto)  die 
Funkte,  deren  geogr.  Goordinaten  sind;'  (90"  w.  L.,  0"  Br.) ,  100«  w.  L., 
10  n.  Br.),  .  .  .  (170«  w.  L.,  80®  n.  Br.),  (ISO«  w.  L.,  90«  n,  Br.),  (»O* 
w.  L.,  SO«  n.  Br.),  .  .  .  (80«  w.  L-,  10«  Br.),  (90«  w.  L.,  0«  Br.),  (100« 
w.  L.,  10«  s.  Br.),  . .  •  etc.,  so  erbalten  wir  eine  Lemniskate.  —  Verbinden 
wir  aber  von  diesen  Punkten  ,  etwa  die  auf  der  nOrdl.  Halbkugel  gelegenen, 
in  dem  einen  Nebenkftrtchen,  welches  eben  diese  Erdh&Ifte  in  stereogr.  Polar- 
projoction  dargestellt,  so  ergibt  sich  dio  Schleife  einer  Strophoide. 
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SiD«U  +  C08«tt  -  |^+  ^  -  1 

ils  Gleichnog  dieses  Kegels.    Selbe  gibt  geordnet: 

,«(P+V)  =  4«j«   oder   n^^lK^-n") 

Setzen  wir  hierin  C  =  4,  so  erhalten  wir: 

die  Gleichong  eines  in  der  HOfae  {  — >  d  znr  dBy-Ebene  {»arallel  ge- 
fönten 8€hnittes.  Durch  EinfQfamng  der  Polarcoordinaten  q^  9 
■itt^  der  Relationen  |  »  ^0089,  7  — >  ^sin^  nimmt  jene  Oleichnng 
die  dofoche  Gestalt  an: 

f  =  ±  4C0S9> 

welche  eise  leichte  Gonstmction  einzelner  Punkte  der  Gunre  an  die 
Hand  gibt  —  Für  9  -»  0  wird  p  -=»qd  und  fj  —  ^sin^  =  ±i,  so 
diss  die  Geradon  11=+^  Asymptoten  der  Curve  sind. 

Für  9  =  j  wird  p  gerade  —  ±*  und  endlich  für   9  —  0    ^^' 
gibt  sich: 

VIS  besagt,  dass  die  Curve  im  Ursprung  (der  ein  Doppelpunkt  ist) 
die  Ordinatenaxe  berührt.  Wir  fanden,  dass  diese  Our^^e  identisch 
at  mit  der  Subtangenten-Ordinaten-Gurve  des  Kreises  aj*+y*  =  d\ 

Ist  oämlich  g  —  i'(Snbtang.)  —  ^  und  7  *-  y  {x^y  ein  Punkt  des 

Preises},  so  ergibt  sich  zunächst: 

Qod  Bftch  Substitution  dieses  Wertes  Air  m  und  des  fbr  j^(— 17)  in 

,^*  +  ^«  -  d«  oder    Vft*+i?«)  =  ««{» 

Ils  Gleichung  der  Subtangenten-Ordinatencurve  des  obigen  Kreises, 
welche  Gleichung  übereinstimmt  .mit  der  für  den  Schnitt  unseres 
l^egeh. 

F&hren  wir  in  der  Gleichung: 
«in  I?—  6,  so  erhalten  wir: 
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aU  analyt.  Aequivalent  des  Schnittes  einer  in  der  Entfernung  tj:=ö 

zur  xz'Ehene  parallel  gelegten    Ebene.    Diese  Schnittcurve  hat  za 

Asymptoten :    Die  Achse  der  f  und  die  beiden  Geraden   C  «=-  ±  d. 

Sie  passirt  die  Achse   der  £  nicht,   folglich  besteht  sie  aus  vier  za 

den  Coordinatenachsen    symmetrisch  gelegenen,  getrennten  Aesten, 

deren  jeder  diesen  Achsen  die  convexe  Seite  zukehrt.  —  Suchen  wir 

diejenigen  Punkte,   in  welchen  die  Tangenten  an  die  Curye  unter 

n 

j  gegen  die  0%  geneigt  sind.    Verbinden  wir  zu  dem  Zwecke  ihre 

Gleichung  mit  der  eines  Kreises  um  O  mit  dem  Radius  p,  so  haben 
wir  nach  Elimination  von  ?  aus  den  beiden  so  sich  bietenden  Glei- 
chungen: 

a*  =  5»(^«  -  p  -  (5»)    oder    |*  —  {q^  -  d«)§«  =  -  6* 

woraus  wir  für  die  Abscissen  der  diesen  zwei  Curven  gemeinsamen 
Punkte  gewinnen: 


Ist 
also 


4       -'*  = 


dann  bertthrt  der  Kreis  ansere  Cnrve  in  den  vier  symmetrisch  ge- 
legenen Pnnkten,  in  welchen  die  Tangenten  die  verlangte  Eigenschaft 
haben,  und  wir  bekommen  fttr  deren  Abscissen: 

und  für  die  Applicaten: 

Untersuchen  wir  endlich  noch  die  Schnittcurve  einer  zur  t/z- 
Ebene  in  der  Entfernung  £  — >  4  parallel  gelegten  Ebene.  Diese 
Curve  bekommt  die  Gleichung: 

Derselben  kann  vor  allem  entnommen  werden,  dass  die  Curve  durch 
den  Ursprung  zweimal  hindurchgeht.  Um  die  Richtungen  der  beiden 
Tangenten  in  diesem  Doppelpunkte  zu  erfahren,  substituiren  wir 
{;  —  iii}  und  erhalten  so: 

d.  i.  für  «  =  0 
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SoBit  Bud  die  beiden  TaDgenten  im  UrspruDg  anter  je  45^  gegen 
äß  Achsen  der  17  nnd  i  geneigt  Im  übrigen  bemerkt  man  noch 
lacht,  dass  die  Carve  überall  der  Achse  der  17  die  couvexo  Seite 
nreiHiet,  und  dass  sie  sich  ins  Unendliche  erstreckt  ohne  Asymp- 
toten ZQ  besitzen. 

Nachdem  wir  jetzt  die  einfachsten,  ebenen  Schnitte  erledigt 
fiiben,  möchten  wir  ans  erlauben  complicirtere  heranzuziehen :  näm- 
lieh  Schnitte  projicirender  Ebenen,  da  auch  diese  Fälle  einiges  Be- 
Derkenswerte  liefern.  Und  zwar  wollen  wir  da  zuerst  eine  grund- 
ritsprojic  Ebene  E  wählen,  die  durch  den  Punkt  (S«^i=0,  C-*0) 
gebt.   Dieselbe  habe  die  Gleichung 

IHe  Projection  von  deren  Schnittcurve  mit  dem  Kegel  auf  die  Ebene 
$  wird  dann  gegeben  sein  durch 

^2j»  _  a*(g  -a)«[E*+fl«(S'  d)*]  (1) 

Dieser  Gleichung  kann  sofort  entnommen  werden,  dass  selbe  Pro- 
jection im  Punkte  '$  »  d,  t  =  0  einen  Doppelpunkt  hat,  ferner  dass 
die  C- Achse  Asymptote  ist.  Differentilren  wir  die  Gleichung,  so  er- 
sten wir: 

also  für  t^ 

i  -  Pf  (2) 

l^ieser  Ausdruck  yerschwindet,  wenn 

aMß-d)B*+«*(^-- W  +  (g-«)TS+«ß-«)])  -  ^r         (3) 

EKminiren  wir  aus  der  soeben  erhaltenen  Bedingnngsgleichung  und 
der  Conrengleichung  £*,  dann  finden  wir 

<^er  nach  einiger  Reduction 

woraus  sich  endlich  ergibt 

(1-f  a»)^»-a«asa-a«38?-{-a«63  «  0  (5) 
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eine  Gleichang  in  $,  deren  einzige  reelle  Wurzel  die  gemeiDsame 
Abscisse  des  höchsten  und  tiefsten  Punktes  unserer  Projectionscnrve 
liefert. 

Eliminiren  wir  ans  (1)  und  (4)  ...  a'  ...  so  erhalten  wir 

Nach  gehöriger  Zusammenziehung  und  Kürzung 

das  ist  die  Gleichung  jener  Curve,  auf  der  die  höchsten  und  tiefsten 
Punkte  aller  jener  Curven  (1)  zu  liegen  kommen,  welche  durch 
Variation  von  a,  durch  Drehung  von  i/  — a(S— ä)  um  (S=d,  ^=0) 
zu  Stande  gebracht  werden.  Wollen  wir  erfahren,  welche  Punkte 
des  Kegels  auf  die  Ebene  der  H  projicirt  werden  müssen,  um  die  Curve 
(6)  zu  erhalten ,  so  können  wir  hierauf  die  Antwort  auf  mehrfache 
Weise  erhalten,   am  einfachsten  dadurch,  dass  wir  in   (4)   an  die 

•M 

Stelle  von  a  setzen  fz^-    ^^  ergibt  sich  auf  die  Art 

eine  Bedingung,  an  welche  die  Ordinalen  und  Abscissen  jener  Kegel- 
punkte geknüpft  sind,  —  nichts  andres  als  die  Gleichung  ihres 
Grundrisses,  einer  gewöhnlichen  Cissoide,  deren  Spitze  im  Ursprung 
liegt,  und  deren  Asymptote  die  Gerade  £  *»  —  ^  ist.  Dieses  £rgeb- 
niss  wird  man  zweckmässig  bei  einer  graphischen  Lösung  der  Auf- 
gabe: die  höchsten  und  tiefsten  Punkte  unserer  Curve  zu  suchen  — 
entsprechend  verwerten.  Wir  halten  uns  dabei  nicht  auf,  sondern 
gehen  gleich  daran  die  Richtung  der  Taugenten  im  Doppelpunkte 
(§  •»  ^,  t  '^O)  zu  ermitteln.  Wir  können  zu  dem  Ende  nach  der 
bekannten  Regel  für  die  Auswertung  der  unbestimmten  Form  } 
Z&hler  und  Nenner  des  Ausdrucks  (2)  für  Ü  differentiiren  und  finden 
so,  wenn  wir  gleich  §  »-  d,  £  -*  0  einführen : 

f  =  3fC^.     f*  =  «* 
also 

a^±a  (8) 

Nun  bleibt  uns  noch  die  Frage  nach  den  Asymptoten  zu  erledigen. 
Wir  haben  bereits  die  Achse  der  (  als  Asymptote  erkannt.  Um  die 
übrigen  zwei   zu   bestimmen,   die  zweifellos  vorhanden  sind,   setzen 
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wir  in  der  GorvengleichnDg  (1)  i  -»  Ä§  und  bekommen ,  wenn  wir 
gleich  auf  der  linicen  nnd  rechten  Seite  durch  £^  dividiren 

..-.(.-in.+..(.-^)'] 

also  für  I  =-  00  

ii-aVl+a«  (9) 

Sabstitniren  wir  nun 

i^SaVl  +  ä^  +  B 
BD  resultirt  « 

-  a«B«+d((J-2J)][|M+««)  +  a**(d-2J)] 
Dies  ausmultiplicirt  gibt: 

and  wenn  wir  uns  durch  i^  hierin  dnrcbgehends  dividirt  denken  nnd 
und  hernach  §  »  oo  eingeführt  voraussetzen,  dann  hat  man 

2Ba  Vr+^ 2a» *(1  +  2a») 

also 

«(l+2a») 

SO  dass  die  beiden  Asymptoten  die  Gleichung  haben 

f  =  ±«Vi+^*[f-^^*«]  (11) 

I)ie  Gonstruction  derselben  kann  auf  folgende  Weise  vorgenommen 
werden:  Man  lege  durch  die  Spitze  des  Kegels  K  eine  Ebene  e 
parallel  zu  unserer  Schnittebene  E\  bestimme,  die  in  e  gelegenen 
Erzeugenden  k^^  k^  und  die  längs  derselben  tangirenden  Ebenen  Tj, 
T,  mit  Hilfe  der  Schleifenlinie  Die  Schnittlinien  von  r,,  x^  mit  E 
geben  dann  bekanntlich  projicirt  die  gesuchten  Asymptoten.  — 
Sollte  der  freundliche  Leser  versuchen  die  Curve  darzustellen,  so 

möge  er  d »  2  bis  3  cm  annehmen  und  a  «  V\  ( a  —  tga  =  tg  ^  V 

In  dem  speciellen  Falle  ist  der  aus  Gleichung  (5)   sich  ergebende 

Wert  für  S  —  5  und  die  zugehörigen  t  —  ±  ^  V3.    Femer  wird  die 

Gleichung  der  Asymptoten 
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Aus  der  Figar  dieser  Curve  wird  erBichtlich  sein,  dass  zu  einem 
ausgiebigen  posit.  Werte  von  i  zwei  zur  §^'  symmetr.  Wendepunkte 
gehören,  was  nicht  nur  für  a  =  V^,  sondern  allgemein  gilt.  Da  die 
Bestimmung  derselben  aber  auf  eine  zu  weitläufige  Rechnung  führt, 
so  glauben  wir  hiervon  absehen  zu  dürfen. 

Wir  gehen  dader  gleich  über  zur  Untersuchung  des  Schnittes 
einer  aufrissprojicirenden  Ebene  E  mit  der  Gleichung  f  =-=  a(g— d). 
Die  Gleichung  von  dessen  Grundriss  wird  sein 

Derselben  entnimmt  man,  dass  diese  Projectiouscurve  den  Ursprung 
und  ebenso  den  Punkt  (£  =.^,  17  ==  0)  zu  Doppelpunkten  hat,  und 
ferner  auch  noch,  dass  die  17-Achse  die  Tangente  im  ersteren  Dop- 
pelpunkt ist,  so  dass  in  diesem  Punkte  zwei  Aeste  der  Curve  sich 
berühren.  Um  die  Richtung  der  beiden  Tangenten  im  zweiten  Dop- 
pelpunkt zu  erfahren,  können  wir  wie  folgt  vorgehen.  Wir  setzen 
in  (1)  fj  —  -<4(J  — ^)  und  bekommen  nach  Unterdrückung  von  (J— ^)* 

eine  Gleichung,  welche  durch  die  Abscisscn  fj.s  der  beiden  noch 
übrigen  Schnittpunkte  der  Geraden  y  —  A(i^d)  mit  der  Curve  (1) 
erfüllt  wird.  Soll  aber  diese  Gerade  in  (H  =  d,  iy  =  0)  tangiren, 
dann  muss  Gleichung  (2)  für  ^  =  d  bestehen,  was  nur  sein  kann, 
wenn  A  =  ±a  ist.  Mithin  sind  die  beiden  Tangenten  in  dem  Dop- 
pelpunkte gegeben  durch 

V  =  ±aa^ö)  (3) 

Differentiiren  wir  (1)  nach  £,  so  erhalten  wir 

und  hieraus 

V  -  ^ w+w  ^  ^ 

1^'  verschwindet,  wenn 

ist    Setzen  wir  diesen  Wert  für  t^^  in  (1)  ein,  so  ergibt  sich  eine  Glei- 

d 
chung  in  |,  deren  einzige,  reelle,  zwischen  0  und  -f"  ö  8®l^«ö°oWur- 

zel  die  Abscisse  des  höchsten  und  tiefsten  Punktes  liefert.    Selbe 
Gleichung  lautet: 
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a*i\S-  J)«  =  «»(5_«)(2J-a) ({«+o»a-»)(2£-d)] 
Buh  KArznog: 

4»(£  -  d)  =  (2{-Ä)ß»-|-a«(6  -  d)(2t-i)] 
oder  a*  iaoUrt 

oder  endlich  nach  fallenden  Potenzen  von  ^'  geordnet 

(l+4a«)^»-8a»«*  +  5aM*5-aM»  -  0  (6) 

Nahmen  wir  den  Wert  ?on  a*  ans  (5)  und  setzen  denselben  ein  in 

80  reiultirt 

V  -  j^Yi  <') 

Die  Gleichung  des  Ortes  der  höchsten  und  tiefsten  Punkte  der 
Grundrissprojectionen  aller  Schnittcurven,  die  durch  Drehung  von  E 
um  (§  —  d,  i=  0)  zu  Stande  kommen.  Dieser  Ort  ist  eine  ellip- 
tische Cissoide,  wie  aus  folgendem  hervorgeht.  Es  sei  die  Gleichung 
einer  Ellipse 

oder 

in  Polarcoordinaten 

Q{n*e08^<P'\-m^B\n^q>)  =  2ii»n*C0S<p 

Ziehen  wir  durch  O,  den  Ursprung,  eine  beliebige  Gerade  unter  dem 
Winkel  <p  gegen  die  Polarachse  geneigt,  welche  die  Ellipse  zum 
zweiten  Mal  in  P  und  die  Gerade  'i  =^  2m  in  Q  trifft,  so  bat  der  /' 
entsprechende  Punkt  der  elliptischen  Cissoide  die  Polarcoordinaten 

—  2m 

tp  und   ö  •-  Ott  —  O/' «« p 

cos  fp      ^ 

Die  Polargleichung  dieser  Cissoide  wird  sich  demgemäss  aus  der  ftlr 
die  Ellipse  ergeben,  wenn  wir  hierin  einfahren 

2m 

^       COS  9 
wodurch  wir  erhalten: 

(2m'~  acOS(p}(n^COh^(p-\-m^sm^(p)  —  2mn*C0S*gp 

Durch  Wiedereinfahrung  der  cartos.  Coordinaten  resultirt: 

▲ich.  d.  Math.  n.  Fhj:    2.  B«i]i«,  T.  Tin.  13 
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(2m  -f)(n»{»+m«iy«)  -  2mnH^ 
oder  nach  Isolirang  von  ^' : 

^•-iJ-^ W 

Vergleichen  wir  diese  Gleichung  mit  (7),  so  finden  wir,  dass  sie  mi  t 
derselben  identisch  wird,  wenn 

—Y  =  ö    und    -^  —  2 

also 

♦»  -  4»       «-jVi 

ist.  Aus  diesen  Resultaten  ersehen  wir,  dass  unsere  Gurve  tatsäch- 
lich eine  Cissoide  ist,  und  zwar  die  einer  Ellipse,  bei  welcher  die 
kleine  Achse  gleiche  Grösse  mit  der  £xcentricit&t  hat.  — 

Um  die  Asymptoten  der  Curve  (1)  zu  erhalten,  setzen  wir  in 
deren  Gleichung 

dividiren  beiderseits  durch  g^  und  bekommen 

also  fUr  §  —  OD 
woraus  sich  ergibt  ^) 


I)  Wählen  wir  f&r  a  der  Reihe  nach  Werte,  welche  bewirken,  data 

Vl-f  4a«  =  3,  5,  7,  .  .  . 
wird,  so  ergibt  sich  folgendes  Schema 


Vi+iV  =  3;    «1  -  V2;      Ai  -  VI  — a,  -  Ä^A^ 

yi+4a,«-ö;    a, -V6;      A^=  V2  —  o,  -  ^jilj 

yi+4^=7;    a8-Vl2;    ^5  =  V3  -a^^il,^* 

yi+4V  =  9;    a^  — V20;    il«  —  V4  — a4  =  ii^J5 

etc. 

Man  ersieht  hieraas,  dass,  wenn  a  die  Quadratwurzel  ans  einer  Barlong'schen 

Zahl  ist,  A  =  der  Qaadratwnnel   aas  dem  entsprechenden  Gliede  der  natflr- 

liehen  Zahlenreihe  wird. 


(a -■/«(«+ 1),     A=Vn) 

Digitized  by  VjOOQIC 


r 

■  Santa  eh:  Zur  sphärischen  SehUiftnlinit,  195 

I  ^  -  ±  y^c-i+yr+ia^j  (9) 

Fihfea  wir  mui  im  (1)  ein 
I         duB  haben  wir  : 

Dies  teilweise  ansmaltiplicirt  liefert: 

Bach  Division  mit  '4': 

-  2a^d  +  a«  ^^*  =  i^[2  Vj^ITi+V  1+4«"»)  +  f  J  ^1"+  ü^ 

woraus  fUr  $  ^==  qo  gefunden  wird: 

a* 

Ä     ^ -^3=£^  d  (10) 

yi  +  4a«.  Vj(-l  +  yi  +  4aO 
Mitbin  haben  die  beiden  Asymptoten  die  Gleichung 

L  Vl  +  4a^     J 


(11) 


Aus  dieser  ersehen  wir,  dass  der  (natQrlich  in  die  Abscissenacbse 
fallende)  Schnitt  derselben  stets  zwischen  die  Punkte  (5'  =  9'  ^/=ö) 

und  r$  ^-"  ^9  ^  *^  0)  zu  liegen  kommt,  also  in  die  zweite  Hälfte  der 
Strecke  von  | «  0  bis  ?  -=  ^ ,  während ,  wie  wir  schon  früher  be- 
merkten (was  erst  aus  Gl.  (7)  hervorgeht)  die  Projection  der  höch- 
sten and  tiefsten  Punkte  auf  die  Achse  der  $  im  Gegensatze  hierzu 
stets    in    der  ersten  Hälfte,   zwischen  den  Punkten  (J  «-  0,  1/  =  0), 


(4  —  5»   ty  «  0 J  enthalten  ist 


Das  bisher  Gesagte  genflgt,  um  uns  von  der  Gestalt  der  Curve 
eine  richtige  Vorstellung  zu  bilden.  Es  gilt  diesbezüglich  folgen- 
des: 1)  Die  Punkte  für  die  negat.  £  gehören  einem  Aste  derselben 
an 9  der  überall  der  Abscissenacbse  die  hohle  Seite  zukehrt,  ferner 
2)  Cs  fonniren  die  Curvenpunkte  für  die  |  von  ^'  =  0  bis  ^'  =  ^ 
eine   Schlinge  und  dann  endlich  3)  Es  wendet  die  Curve  iu  ihrem 
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weiteren  Verlaufe  anfangs  der  Abscissenachse  die  gewölbte  and 
später  bis  ins  Unendliche  wieder  die  hohle  Seite  za,  so  dass  in 
dem  letzteren  Bezirke  zwei,  selbstverst&ndlich  bezttglich  der  Achse 
der  ^'  symmetrisch  gelegene  InflexioDspankte  auftreten  mQssen.  Die 
Berechnung  derselben,  die  auf  erhebliche  Weitläufigkeiten  führt ,  sei 
uns  erlassen. 

Wir  gelangen  nun  zur  Untersuchung  der  Schnittcar?e  einer 
kreuzrissprojicirenden  Ebene;  f  =  a(ij  —  d).  Die  Gleichung  der  Pro- 
tection derselben  auf  die  Ebene  der  $,  ^  lautet 

Diese  Curve  enthält  den  Ursprung  als  Doppelpunkt  und  berührt  in 
in  demselben  sich  selbst  längs  der  Ordinatenachso;  denn  setzt  man 
in  (1)  71  =  il'^',  so  findet  man : 

A^l\l  +  A^)  —  a\Al  -  ö)^ 

welcher  Ausdruck  für  g  =  0  nur  für  J  —  od  bestehen  kann.  — 
Isoliren  wir  in  Gl.  (1)  £^  dann  ergibt  sich: 

eine  zweite  Form  der  Gleichung  der  Projectionscurve,  aus  der  zu 
ersehen  ist,  dass  diese  Curve  zwei  zur  ^'-Achsa  parallele  Asymptoten 
besitzt,  deren  Gleichungen  sind: 

V=^-,S,     V  =  ^i  (2) 

Man  bemerkt  leicht,  dass  dieselben  zu  beiden  Seiten  der  Abscissen- 
achse zu  liegen  kommen,  wenn  (obno  Rü?ksicht  auf  das  Zeichen) 
a  <  1  ist,  während  im  Gegenfalle  (a  >  1)  beide  auf  derselben  Seite 
sich  vorfinden .  Endlich  eoiucidiit  für  die  ganz  specielle  Annahme 
a  =  +  1  die  eine  mit  der  unendlich  weiten  Geraden  und  die  andre 
erhält  die  Gleichung  r;  =  ^ö.  —  Untersuchen  wir  nun,  ob  es  nicht 
auch  schiefgerichtete  Asymptoten  gibt.  Setzen  wir  zu  dem  Ende 
in  (V)  4  =  Ar],    Wir  erhalten  dann: 


■('-,) 


1 


woraus  für  i/  =  oo   hervorgeht: 


+  —1=  •    (3) 

-ya^-i 
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Hierauf  gesetzt 


5  = 


gibt: 


nach  WegschaffaDg  der  Brüche 

(,«+2Äi?  V^TZl  ^U«)  [{ai-  1)^«  -  2a«*ij4  a«d»]  =  i?*(a»— 1) 

Dies  zum  Teile  redacirt,  gibt  weiters: 

Ä[2iy  Va*^^  +  Ä] [(a«  -  1)V -  2aMi?  +  a«  J«] -  aMi?«(2i|  -  d)=0 

und  hieraus  folgt  endlich,  wenn  durch  17^  dividirt  und  hernach  17=  od 
eingeführt  wird: 

Somit  haben  die  beiden  noch  Übrigen  Asymptoten  die  Gleichung 

oder  auf  eine  andre  Form  gebracht 

i?=±gy^*^:i-^j^d  (5') 

Man  sieht,  dass  dieselben  nur  dann  reell  sind,  wenn  a^'^1  vor- 
ausgesetzt wird,  was  auch  geometrisch  evident  ist.  Ferner  bemerkt 
man ,  dass  fttr  den  Grenzfall  a^  =  1  dieselben  mit  der  unendlich 
weiten  Geraden  coincidiren.  —  Aus  all  dem,  was  wir  bisher  bezüg- 
lich der  in  Betrachtung  stehenden  Curve  gefunden  haben,  erhellt  zur 
Genüge  y  dass  die  absolute  Grösse  von  a  deren  Gestalt  wesentlich 
beeinflusst.  Es  wird  sich  dies  noch  weiters  bestätigen,  wenn  wir 
untersuchen,  ob  nicht  ausser  dem  Ursprung  andere  Punkte  existiren, 
in  welchen  die  Tangenten  parallel  zur  1;- Achse  sind.  —  Wir  be- 
stimmen zu  dem  Behufo 


Digitized  by  CjOOQIC 


198  Janisch:  Zur  sphärischen  Schlei fenlinie, 

I'  wird  0,  wenn  die  Bedingungsgleichung  erfüllt  ist: 

welche  auch  geschrieben  werden  kann: 

ri\a^  —  1)  —  3a»  dtj  +  2a«  tJ«  =  0  (7') 

Diese  Gleichung  gibt  aufgelöst : 

3a^ö  aö         i— — j — - 

Vi.,  -  ^^z:  f j  ±  2(^.rr)  Va*  +  8  (8) 

die  Werte  der  Ordinalen   der  von  uns   gesuchten  Punkte.    Es  sind 
diese  beiden  Werte  positiv  und  ist  der  kleinere  derselben   bereits 

(ZO 

>  -^j—r   {a   ohne  Zeichen  zu    nehmen),    woraus   schon  hervorgeht, 

dass  für  a»  <  1  die  zugehörigen  '^^y^  imaginär  werden,  also  in  dem 

Falle  derlei  Punkte  nicht  bestehen.     Das  letztere  gilt  auch  für  a*  =  1 ; 

hingegen  ergeben  sich,  wenn  a'  >  1,  zwei  zur  iy -Achse  symraetr.  für 

den  grösseren  der  Werte  i^^,«,  da  sich  von  diesem  leicht  nachweisen 

aö  aö 

lässt,  dass  er  nicht  nur  >  — r-r^    sondern  auch  > ist,    wäh- 

'  a-\-V  a — 1       ^ 

rend  der  kleinere  unter  — -    bleibt  und  daher  zu  keinem  reellen 
a  -1 

Punkte  führen  kann^).     Eine  Bestätigung  werden  diese  Ergebnisse 


1)  Die  Behauptung,    dass   der  kleinere   der  Werte  f^^s    ^°  ^^^  gekenn- 

aö 
zeichneten  Falle   (a  >  1)   unter bleibt,    Iftsst    sich    auf    folgende  Art 

beweisen.     Man  setze 

^"^(3«  -  y^8)  -  ^^  (2(a+,)-v]  -^ 

ai 

~*'2(a»— 1)-''» 
dem  augeoteheinlicb   kleinerem  Werte.     Damit  diese  Annahme  besteht,   moss 
offenbar 

v«2  — a  +  Vii«-f'8 
sein,  welcher  Wert  fOr  a  ^   1  stets  positir  ansf&lU,  und  daher  ist 
5  aö  aö 

factisch    ^  -.    --    Auf   ähnliche  Art    lassen   sich  auch  die  anderen  oben 

a — 1 

angeführten  Tatsachen  verificircn. 
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erfahren,  wenn  wir  wieder  den  gewissen  geometrischen  Ort  durch 
£]imination  von  a  aus  {V)  und  (7)  bestimmen.  Wir  finden  als 
Gidchong  desselben  ohne  Schwierigkeit: 

{•«  =  i?*(i?-2«)  (9) 

Die  hiednrch  cbarakterisirte  Corvo  besitzt  nnr  reelle  Punkte  fdr 
posit  Ordinaten  >  2^;  für  17  =  2d  ergibt  sich  5  =  0  —  ihr  Scheitel, 
welcher  demnach  vom  Ursprang  weiter  entfernt  ist,    als  der  Fuss- 

pankt  der  einen  Asymptote    m  =  ""TT  ^  von  der  Ordinatenachse.  — 

Um  diejenige  Corvo  des  Kegels  kennen  zu  lernen,  deren  Grundriss 
die  Gleichung  (8)  hat,  verschaffen  wir  uns  die  Gleichung  ihres  Ereuz- 

risscs.    Selbe  erhalten  wir,  wenn  wir  in  (5)  für  a  . . .  — -^ 
sie  lautet: 


(10) 


Die  bisherigen  Resultate  genügen  um  die  sypischen  Formen  der 
unserer  Betrachtung  unterzogenen  Curve  genau  festzustellen.  Wir 
beben  Folgendes  hervor: 

1)  Ist  a  •<  1  y  so  besteht  die  Curve  aus  zwei  im  Ursprünge 
längs  der  Achse  der  17  sich  berttbrenden  Zweigen,  die  zwei  zur  Achse 
der  (  parallele  und  zu  beiden  Seiten  derselben  gelegene  Asymptoten 
besitzen,  wovon  diejenige,  welche  den  dritten  und  zweiten  Quadranten 
durchquert,  weiter  von  dieser  Axe  absteht,  als  die  andere. 

2)  a  ]>  1.  In  dem  Falle  besteht  unsere  Curve  aus  vier  Aesten, 
Ton  denen  natürlich  je  zwei  bezüglich  der  Achse  der  17  symmetrisch 
gelegen  sind.  Sie  besitzt  vier  reelle  Asymptoten.  Zwei  hiervon 
Biod  parallel  zur  Absciäsenaxe  und  durchsetzen  beide  den  ersten  und 
vierten  Quadranten,  die  übrigen  sind  zu  den  Axen  schief  gerichtet. 
Der  gemeinsame  Punkt  der  letzteren  liegt  auf  der  negat.  17-Achse. 
Die  beiden  ausschliesslich  im  ersten  und  vierten  Quadranten  gelege- 
nen Aeste  der  Curve  haben  keinen  Contact  mit  einander.  Sie  schnei- 
den die  Achsen  nicht,  und  von  den  zur  §- Achse  parallelen  Asymp- 
toten gehört  ihnen  die  von  die  von  dieser  Axe  weiter  entfernte  an. 
Dagegen  haben  die  zum  grössten  Teile  im  zweiten  und  dritten  Qua- 
dranten gelegenen  Aeste  mit  den  Coordinatenachsen  den  Ursprung 
gemein,  in  welchem  sie  sich  längs  der  17- Achse  berühren,  und  haben 
zur  gemeinsamen  Asymptote  (von  den  beiden  zur  |- Achse  parallelen) 
die  derselben  näher  gelegene. 

3)  Für  den  Grenzfall  a=l  resnltirt  endlich  eine  Curve,  welche 
aus  zwei  sich  gleichfalls  im  Ursprung  längs  der  Ordinatenachse  be- 
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rührenden  Zweigen  bestellt,  die  sich  einerseits  einer  im  ersten  und 
vierten  Quadranten  gelegenen  zur  £- Achse  parallelen  Asymptote 
nähern  und  andrerseits  parabolisch  ins  Unendliche  sich  erstrecken  ^). 

Einfach  gestaltet  sich  die  Qaadratar  dieser  CorTen,  denn  man 
hat  fUr  den  zwischen  einem  Bogen  derselben,  der  Ordinatenachse 
und  zweien  zur  Abscissenachse  parallelen  Geraden  17  =  i^j ,  17  =  1}, 
gelegenen  Flächenranm  das  Integral 

Vi 

welches  mit  Hilfe  der  bekannten  Rednctionsformeln  zurückgeführt 
werden  kann  auf  das  folgende 

/  '  .=irr  =  (1  — g»)-i  arcsin- ^ — 

Vi  Vi 

« (a»-i)-;  [iognat(-  —L.+^V^^?-:^ 


Man  findet  nämlich: 


r 

Vi 


1)  In  bemerkenswerter  Beziehong  steht  zu  dieser  Curve  die  Neirsche 
(seoii kubische)  Parabel.  Diese  erscbeiut  n&mlicb  als  Ort  der  Halbirungspunkte 
der  durch  den  Doppelpunkt  der  ersteren  gehenden  Sehnen,  wie  ans  nach- 
stehender Rechnung  hervorgehen  wird.  ->  Ks  sei'  die  Gl.  einer  solchen  Sehne 

S  =  w^ 
Verbinden  wir  diese  Gleichung  mit  der  der  Cuive 

Fl  -  ^  _  __?*__ 

SO  ergibt   sich: 

woraus  zwei  Werte  9^^^^,  für  f^  folgen,  welche  die  Ordinaten  der  Endpunkte 
jener  Sehne  sind.  Bedeutet  y  die  Ordinate  und  x  die  Abscisse  des  Halbi- 
rungspunktes,  dann  hat  man 

y  =  i(Vi  +  Vi)  =  —  »**^»       «  —  f»y 
und  mithin  als  Gleichung  des  Ortes  dieser  Halbirungspunkt« 
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J   ya«a«— 2a»«ij— (1— a«V 

ni 

Vt 

m 

V    Vä«««  — 2a«tf^  — (l-aVJ 
woftos  sich  z.  B.  für  ly,  =0,  i;,  =  iX^*  ^^  <  ^)  ergibt: 

und  flir  Vi  =  —  r-^  *,    ^i  =  0 

10  dass  für  2(iS|-{-iS,\  das  ist  für  die  ganze  von  den  Asymptoten 
und  der  Cnrve  begrenzte  (?on  der  Achse  der  y\  durchschnittene) 
Flftche  resoltirt 

Ist  a^\^  dann  erscheint  bei  Benntznng  der  obigen  Formeln 
das  Integral  für  die  Fläche  S^  in  anbestimmter  Form.  In  dem  Falle 
könnte  man  wol  die  Auswertung  nach  den  Regeln  der  Differential- 
rechnung vornehmen,  weit  einfacher  ist  aber  die  directe  Behandlung 

Man  hat,  wenn  a  -«  1  ist: 

Va«««— 2a«Äi|-(l-a»V  ""  ^^^   Vl^^V 
Vt  Vi 

welches  Integral  durch  die  Substitution 

Ä— 2iy  =  d{;« 
flbergeht  in  das  folgende: 
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Vi  ti  it 

Setzen  wir 

Vi  =  0,    »72  =  ^^    d-^iö 
also 

dann  ergibt  sich  die  von  der  Asymptote,  der  Curve  und  der  17- Achse 
eingeschlossene  Fläche  S^ : 

0 

Hiermit  wollen  wir  die  Untersuchungen  über  die  ebenen  Schnitte 
des  Kegels  |*J*  =  i?*(§*  +  »?*)  abschliessen  und  übergehen  zur  Be- 
trachtung der  Projectionen  einiger  Durchdringungscurven  desselben 
mit  eirfachen  Flächen  zweiter  Ordnung.  Wir  fassen  uns  dabei  sehr 
kurz  und  geben  blos  eine  tabellarische  Ucbersicht,,  welche  der  Reihe 
nach  enthalten  wird  die  Projectionsgleichungen  der  Durchdringungs- 
curven des  Kreiscy linders  b*  +  »?*  =  »**j  des  Rotationsparaboloids 
£«-|-^«  =  />?,  der  parab.  Cyl Inder  17*  =  —  pt,  P  =  PV  ^^^  endlich 
des  byp.  Cylinders  i'f  =  a*. 

^2^,^«  =  r*:    S*£*  =  r*{r^  —  {*)  oder  in  Parameterdarstellung 

g  =  rcosu,    C  =  rigu\    rj^j^  =  r«(f*  — ^*)    oder 
i7  =  r8intt,    {;=rsintitgu 

4>-f  ij«  =  jaf :  p^if  =  '§*(§*+»?*) ;  die  hierdurch  charakterisirte  Curve 
ist  identisch  mit  dem  Schnitte  der  Ebene  i^p.  Die 
beiden  übrigen  Projectionen  sind  Curven  dritter  Ord- 
nung 

^  ~P+t'    ^     p+t 

f}*  =  —  pt-      Gibt  denselbeo  Anfriss  me  l*-\-v*  =  pt 

*        P+t 
Der  Grundriss  bat  dagen  die  Gleichung: 
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?=f>f:     Bios  bemerkenswert  der  OraudriM 

£»=  -^ 
eine  Cissoide. 

:{=a*:      Aach  hier  nnr  die  Grandrisscnrve   hervorzaheben,   da 
selbe  uns  später  wieder  bogegnet,  Gleichung : 

Uosenn  Programme  nach  kommen  wir  nun  zu  den  geraden 
Konoiden,  deren  Leitlinie  die  Schleifenlinie  und  deren  Achse  eine 
der  Coordinatenachsen  ist  und  zwar  beschränken  wir  uns  auf  die, 
Jereo  Achse  die  Achse  der  g  und  t  ist. 

Eine  Erzeugende  des  ersteren  hat  die  Gleichungen: 

*r  —  -  =  cos  u,    5  —  «  —  r  cos*M 

iomit  besteht  zwischen  den  drei  Coordinaten  eines  Punktes  desselben 
^e  sehr  einfache  Beziehung  : 

£8  ist  dies  Konoid  also  eine  Fläche  blos  dritter  Ordnung,  wie  man 
Beht  —  Der  Schnitt  einer  zur  Grundrissebene  parallelen  Ebene 
l^^  wird  eine  Parabel: 

ud  der  Schnitt  einer  anfrissparallelen  Ebene  ^  —  4  wird  die  Dif- 
fenntialcanre  einer  Parabel : 

Bemerkenswerte  Ergebnisse  liefern  noch  die  Schnitte  von  Ebenen, 
I     «elcbe  durch  die  ij-  oder  (-Achse  hindurchgehen.    So  erh&lt  man 

I 

^6  Gleichung  einer  Neirschen  Parabel;  für  i^rsrng: 
I  r  =  m«rg 

<^Q  Gleichung  einer  gemeinen  Parabel. 

Von  weiterem  Interesse  dürfte  es  sein,  dass  die  Durchdringungs- 
föne  des  Kreiskegels 
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mit  dem  Konoide  sich  auf  die  Ebene  der  ^,  1/  als  Cissoide  des 
Diokles  projicirt,  denn  mau  erhält  durch  Elimination  von  i  ans  den 
Gleichungen  des  Kegels  und  des  Konoids: 

oder 

.     J!_ 

Führt  man  diesen  Wert  von  tj*  in  die  Konoidengleichung  ein,  so 
ergibt  sich: 

die  Gl.  des  Aufrisses  der  Darchdringungscarve.  —  Derlei  einfache 
Projectionsgleichnngen ,  wie  die  soeben  erhaltene,  haben  auch  die 
Dnrchdringungcn  Cf,  G,  der  Kegel  Ki  . .  .  i*  —  »j*+t*,  /f,  . .  .  ij*  = 
£*+§*.    Man  wird  finden: 


n*  - 


I- 


Nun  wollen  wir  die  Projectionsgleichnngen  des  Ortes  der  dem 
Konoide  und  dem  Rotationsparaboloide  «y^+S*  "~  pi  gemeinsamen 
Punkte  aufstellen.    Wir  erhalten 

als  Gl.  des  Kreuzrisses  einer  Curvo,    die  uns  hier  schon  wiederholt 
begegnet  ist;  ferner  als  Gleichungen  des  Auf-  und  Grundrisses: 

^-P  r  +  r    .   "^         r'r  +  g 

d.  s.  Gleichungen,  welche  Curven  angehören,  die  affin  sind  mit  kurz 
vorher  gefundenen. 

Zum  Beschlüsse  geben  wir  eine  Tabelle  der  Projectionen  der 
Durchdringungen  parab.  und  hypcrb.  Cylinder.  In  derselben  er- 
scheinen zum  grossen  Teile  Parabeln  höherer  Ordnung,  nebstdem 
auch  Differentialcurven  solcher  Parabeln. 

v*=ph  t-+y^,  t V^ 

£2.^^.      §3=«^'j2^      t*-p' 
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f-PV  «=^.  £*-^7l 

P*  »■» 

£•-1*:    t*-^fv,    i-piv 


gij  =  a»: 

5»£*-«*r,    i,»  =  fV 

tjC-««: 

V*-^t      J^-a«r 

:£-»»: 

Wir  gelaugen  jetzt  zum  s-Koooid.    Die  "durch  den  Punkt  (or,  y,  «) 
der  SclüeifenliDie  gehende  Erzeugende  desselben  hat  die  Gleichungen  : 

C  =  iB  — »  rSinU,  r.   ■=-   -  =  tgtt 

Demgemflss  wird  die  Gleichung  der  Fläche  sein: 


r«        5^  +  1,» 
oder 

Schneiden  wir  dieses  Konoid  durch  die  Ebenen  i  =  6  und  17  =  ', 
80  erhalten  wir  als  Gleichungen  der  Schnitte: 

r«i7«  -  J«(a«  +  i?«)    und    r«Ä«^J;»C^«+^) 

Dieselben  gehen  für  5  =  r  über  in 

rV  =  {*(r«+t?*)     und     r*  -  J«(^«+r») 

welche  Curven  angehören,  die  als  BerQhrungsgrössenlinien  der  Kreise 
«'+y*««rf  resp.  «*+«*  =  r*  erscheinen,  und  zwar  ist  die  erstere 
die  Tangenten-Ordinaten  (t,  z)  Curve  und  die  letztere,  die  nebenbei 
bemerkt  identisch  ist  mit  der  Aufrissprojection  der  Durchdringung 
des  Cylinders  ^»+ij«  — r«  mit  dem  Kegel  £*£*  —  i?*ß'+«7*),  iBt 
die  Tangenten-Abscissen-Gurve,  wie  aus  folgendem  hervorgehen  wird. 
Dieses  Konoid  ist  bereits  Gegenstand  früherer  Arbeiten  gewesen, 
welche  in  der  Schlussnote  augefahrt  sind. 
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1)  Wir  haben  fOr  die  Grösse  der  Tangente  t  im  Punkte  (y,  «)  des 
Kreises  y*+«*  =  r*  den  Aasdruck: 

M 

y 

Setzen  wir  noa  «  =  i=r-,   f:  =  «  und  eliminiren  wir   hieraus  mit 

y 
Hilfe  von  y^-J-««  =  r«  y  und  z,  so  ergibt  sich  zunächst 


geordnet  r'??*  =  f*(r*-f-'7*)  übereinstimmend  mit  der  Gleichung  der 
obigen  Schnittcurve.  Die  Bemerkung  dieser  Identität  fahrt  uns 
auch  zur  einfachen  Parameterdarstellung  der  Curve.    Man  bekommt 

leicht 

i;  =  rtgt«,         J— rsinu 

2)  Für  die  Tangente  t  des  Punktes    («,  x)   am  Kreise    x*-j-«'  -=  r* 

hat  man  analog 

z 

X 

Mithin  sind  die  Coordinaten  der  Tangenten-Abscissen-Curve 

und  die  Gleichung  derselben  wird  sein: 

^  +  (7)*  =  ***    ^^^^     ?{§*+*•*)  =  *•* 

Von  Interesse  sind  weiter  die  Schnitte  der  Ebenen  £  =  mi;  und 
i  =  m|.  —  Der  der  ersteren  dieser  beiden  Ebenen  ist  eine  Ellipse, 
die  sich  auf  die  Grundrissebene  als  Kreis  projicirt: 


i'+v'=(^-y 


und   der   der  letzteren  hat  zum  Grundriss  wieder  die  wolbekannte 
Subtangenten-Ordinaten-Curve 


des  Kreises 


Nunmehr  führen  wir  noch  einige  Durchdringungscurven  an.  Zo- 
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n&chst  die  des  Kegels  §*+«?*  =  £*.  Dieselbe  hat  zur  Kreuzriss- 
projection  die  beiden  Parabeln 

£•=±♦•17 
zum  Anfiriss  die  Cnrve 

d.  i.,  wie  man  leicht  findet,  der  Ereozriss  der  Schleifenlinie  and  zum 
Ornndriss  die  beiden  Kreise 

Diese  Darchdringangscnrve  zerfällt  also  in  zwei  bezüglich  der  'Ü- 
Ebene  symmetrisch  gelegene  Ranmcarven  vierter  Ordnung  und  zwar 
sind  sie  mit  der  als  Leitlinie  des  Konoids  fangirenden  Schleifenlinio 
coDgruent.  Bezüglich  ihrer  Lage  ist  zu  bemerken,  dass  die  beiden 
Doppelpunkte  in  den  Ursprung  fallen,  und  dass  die  Längssjrametrie- 
ebene  beider  die  ^f-Ebene  ist.  —  Von  den  Projoctionen  der  Durch- 
driugungscurve  des  Kegels  ly*  +  £*•=■  $*  sind  hervorzuheben  der 
Grnndriss  und  der  Kreuzriss.    Ersterer  hat  die  Gleichung 

oder  in  Polarcoordinaten 

rsin^ 

^""Vcöiää^^ 
und  letzterer 

welche  durch  die  Substitution 
übergeht  in 

die  Gvleichung  der  Subtangentcn-Ordinaten-Curve  des  Kreises 

folglich  ist  jener  Kreuzriss  affin  mit  dieser  Curve.  Schreiben  wir 
die  Polargl.  des  Grundrisses  in  der  Form 

rsin^ 

Q  «-  r — 7= 


rl/cos2^ 
und  setzen  wir 

r  sin  ^  =  ^x,    r  "/cos  2^  =  qx 

^0  ^x  und  QX  beziehungsweise  die  Radien- Vectoren  eines  Kreis-  und 
Lemoiskatenpunktes  bedeuten,  dann  haben  wir  die  Beziehung 
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Endlich  sei  noch  erwähnt,  dass  Gnindriss  and  EreazriBS  der  Darch- 
dringnngscnrye  des  Kegels  ü^-\-i*  =  v^  die  Gleichungen  haben: 

»7^-0=^*    und    r«iy«  =  {:«(2if-£^ 

Bezüglich  des  Krenzrisses  ist  zu  bemerken,  dass  derselbe  affin  ist 
mit  der  Subtangenten-Ordinaten-Cnryo  der  gleichseitigen  Hyperbel 

Man  findet  nämlich  durch  Elimination  ?on  »  und  y  aus  dieser  Hy- 
pergleichung  und  aus  iy  =  i'  =  -     f  =  « 

£*~(^y=j'    geordnet    £«(i7*  - £•)  =  J%« 
und  wenn  man  hierin  statt  17  setzt  17 V2,  so  erhält  man: 

die  obige  Ereuzrissgleichnng.  —  Von  den  Durcbdringungscurven  der 
gewissen  drei  Rotationsparaboloide  ist  blos  die  von 

bemerkenswert  wegen  ihres  Krenzrisses  einer  Neil'schen  Parabel  mit 
der  Gleichung: 

£»  =  -,» 

Was  nun  noch  folgt,  ist  eine  Auswahl  von  ProjectionsgleichungOD 
der  Durchdringungen  einiger  parab.  und  hyporb.  Cylinderflächeu. 
Die  Resultate  wurden  wieder  in  eine  Tabelle  geordnet 

^*=:yiy:  r*$*  =  t'(p*+E*)  identisch  mit  dem  Schnitt  der  Ebene 
5  =  0;  C*  «  — r-^  der  Kreuzriss. 

•?•  —  p4:      t*  =  gj^  (Different.  C.  einer  Parabel) ;  rV=£*(i7«+p«) 

fOr  p  =  r  wird  die  Curvo  identisch  mit  dem  Schnitt  der 
Ebene  iy  =  r. 

n*  =  pii  ??*(§*+^*)  =  r^p\  diese  Curve  trat  bereits  auf  als  Grund- 
riss  der  Durchdringungscurve  des  hyperb.  Cyliuders 
$£  =  a>  mit  dem  Kegel  £•£*  =  »?*($•+«?*). 
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Jf  =  p^:       Bloss  zu  bemerken  der  Grandriss 


E 

--  eine  Cissoide  des  Diokles. 


:i=a^:  r*5*i^«  =  a*(^*+i7*)  identisch  mit  dem  Grandriss  der 
Durchdringung  des  parab.  Cylinders  17'  =  pi  mit  dem 
Kegel  S*C*=i?^(S*4-'?^)-  —  I>«rch  Einfachheit  der 
Gleichung  bemerkenswert  der  Kreuzriss 

in  Parameterdarstellung 

a«       1  ,  . 

'       r     cosi*'     • 


Bemerkung  za  Seite  S05, 
N&heres  Qber  dieses  Konoid,  welchem  nach  Fabst  den  Numcn  „gerader 
{«reb.  Cooo-Coneoft^  trftgt,  findet  sich  in  T.  LI II.  dieses  Archivs  in  einer 
Arbeit  TOD  Dr.  A.  Hochheiro  (S.  350—363),  ferner  in  T.  II  (2.  Reihe): 
Di«  Cono-Cunei  von  Dr.  C.  Pahst  (S.  281  >- 319  und  S  337—382)  und 
endlich  in  einer  neueren  Arbeit  von  H.  Brocard  in  T.  VI  der  „Mathcsis'* 
(S.  126  u.  I.) 

Wien,  im  März  1889. 


Arch.  d.  Haih.  n.  Phys.    2.  Reihe,  T.  VlII.  1 4 
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VlII. 

üeber  Parabeln  höherer  Ordnung. 


Von 

Himstedt. 


§  1.  Einteilttug  der  Parabeln  höherer  Ordnung.-—  Unter  einer 
Parabel  im  allgemeinen  versteht  man  eine  ebene  Curve,  welche  der 
Gleichung 

(1)  3/*»  =  a"»-»» . «« 

entspricht.  In  dieser  Gleichung  bedeuten  Xf  y  die  rechtwinkligen 
Coordiuaten  eines  in  der  Ebene  beweglichen  Punktes,  a  eine  con- 
stante  Strecke  und  m^  n  zwei  gegebene  rationale  Zahlen  mit  dem- 
selben Vorzeichen.  (Haben  m  und  n  verschiedene  Vorzeichen,  so 
stellt  obige  Gleichung  eine  Flyperbel  vor).  Ueber  die  Zahlen  m  und 
n  lassen  sich  noch  einige  Voraussetzungen  machen,  welche  die  All- 
gemeinheit der  Untersuchung  nicht  beeinträchtigen : 

1)  m  und  n  sind  beide  positiv.  Denn  wären  beide  negativ,  so 
könnten  wir  obige  Gleichung  durch  Multiplication  so  umformen,  dass 
die  Exponenten  positiv  würden. 

2)  m  und  n  sind  ganze  Zahlen.  Penn  wären  sie  Brüche,  so 
könnten  wir  die  Gleichung  (1)  durch  Potenziren  so  umformen,  dass 
die  Exponenten  dadurch  zu  ganzen  Zahlen  würden. 

3)  m  und  n  sind  relative  Primzahlen.  Denn  hätten  sie  einen 
gemeinschaftlichen  Factor  A,  so  könnten  wir  auf  beiden  Seiten  der 
Gleichung  (1)  die  Ate  Wurzel  ziehen,  so  dass  die  Exponenten  da- 
durch  zu  relativen  Primzahlen  würden.  Daher  ist  mindestens  eine 
der  beiden  Zahlen  m  und  n  ungerade. 
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Ferner  wollen  wir  noch  in  Betreff  der  Constanten  a  bemerken, 
dieselbe  stets  als  positiy  yoraasgesetzt  werden  kann.  Denn 
wftre  «  <C[  0,  so  könnten  wir  bei  derjenigen  Achse,  deren  Coordinate 
einen  ungeraden  Exponenten  hat,  die  positive  Richtung  mit  der  ne- 
gatiTen  Tertanschen,  wodurch  dann  a  ein  positives  Vorzeichen  er- 
hielte. — 

Demgemäss  haben  wir  nun  zwei  verschiedene  Arten  von  Para- 
beln zn  unterscheiden,  je  nachdem  die  beiden  Exponenten  m  und  n 
beide  ungerade  sind,  oder  der  eine  gerade  und  der  andere  ungerade. 
Im  letztem  Falle  wollen  wir  dann  stets  den  Exponenten  von  y  als 
gerade  voraussetzen.  Hätte  man  umgekehrt  y  einen  ungeraden  und 
X  einen  geraden  Exponenten,  so  könnten  wir  durch  Vertauschen  der 
Achsen   diesen  Fall  auf  den  angenommenen  zurückführen. 

Die  Gleichung  der  Parabel  erster  Art  heisst  also 
and  die  der  Parabel  zweiter  Art 

(3)  y2|»  «,  a^p-2«  -1 .  ^2,+ 1 

You  den  Parabeln  der  verschiedenen  Ordnungen  führen  wir 
folgende  an: 

Die  Parabel  erster  Ordnung,  y  =  x^  ist  eine  Gerade  und  gehört 
ZQ  den  Parabeln  erster  Art. 

Die  Parabel  zweiter  Ordnung,  y*  =  ax,  ist  die  bekannte  Apollo- 
nische Parabel  und  gehört  zu  den  Parabeln  zweiter  Art. 

Der  4i*^^^Q  Ordnung  entsprechen  zwei  verschiedene  Parabeln, 
nämlich : 

«V  "^  ^'     und     ay*  «  x' 

jene  ist  eine  Parabel  erster  Art;   letztere  ist  semikubische  Parabel 
und  gehört  zu  den  Parabeln  zweiter  Art. 

In  die  vierte  Ordnung  gehören  zwei  Parabeln  zweiter  Art,  näm- 
lich : 

y*  «■  ax*    und     y*  =  a^x 

Die  fünfte  Ordnung  umfasst  vier  verschiedene  Parabeln,  nämiich: 

a*y  =  x5;     a^y^  =  3fi\     a^^  =  x'^'y     ay^  =  x^ 

hiervon  gehören  zwei  zu  den  Parabeln  erster  Art,  die  beiden  andern 
za  denen  zweiter  Art. 

14» 
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Der  sechsten  Ordnung  entsprechen  wieder  nur  zwei  Parabeln, 
beide  von  der  zweiten  Art: 

u.  8.  w.  Um  alle  Parabeln  rter  Ordnung  zu  finden,  combinire  man 
die  Zahl  r  mit  allen  positiven  ganzen  Zahlen ,  welche  kleiner  als  r 
sind  und  lasse  diejenigen  Combinationen  unberücksichtigt,  deren  Ele- 
mente nicht  relative  Zahlen  sind.  Für  die  neunte  Ordnung  ergeben 
sich  z.  B.  8  verschiedene  Combinationen:  19,  29,  39,  49,  59,  69, 
79,  89 ;  von  diesen  kommen  die  dritte  und  die  sechste  nicht  in  Be- 
tracht, so  dass  wir  im  Ganzen  6  verschiedene  Parabeln  neunter  Ord- 
nung haben,  nämlich: 

a^y  =  x^;     a^y^  -»  o;®;    a^x^  =-  .r^;    a^y^  *»  z^;    a*y^  =  x^\    ay^  «=»  x^ 

Von  diesen  gehören  3  der  ersten  Art  und  die  drei  andern  der  zweiton 
Art  an.  lUeberhanpt  gilt  die  Regel,  dass  sich  unter  den  Parabeln 
einer  ungeraden  Ondnung  stets  gleich  viel  von  jeder  Art  befinden, 
(den  Fall  r  ^  1  ausgenommen),  während  die  Parabeln  gerader  Ord- 
nung nur  solche  der  zweiten  Art  sein  können. 

§  2.  Lage  und  Gestalt  der  Curven.  —  Jede  Parabel  besteht 
aus  2  cougruenten,  sich  in's  Unendliche  erstreckenden  Zweigen, 
welche  im  Coordiuatenanfangspunkte  zusammentreffen.  Sind  die  Ex- 
ponenten m  und  n  beide  ungerade,  so  sind  die  Coordinaten  xp  ent- 
weder beide  positiv  oder  beide  negativ,  wie  sich  aus  der  Gleichung 
(2)  ergiebt.  Hieraus  folgt,  dass  alle  Parabeln  der  ersten  Art  im 
ersten  und  dritten  Quadranten  gelegen  sind.  Dies  ist  z.  B.  der  Fall 
bei  der  Parabel  dritter  Ordnung  a^y  =  «'.  Ist  dagegen  m  gerade 
und  71  ungerade,  so  ist  die  Absei sse  x  stets  positiv,  denn  für  negative 
Abscissen  werden  die  Ordiuaten  imaginair,  wie  sich  aus  «der  Glei- 
chung (3)  ergiebt.  Jeder  positiven  Abscisse  entsprechen  alsdann 
zwei  entgegengesetzt  gleiche  Ordiuaten.  Hieraus  folgt,  dass  alle  Pa- 
rabeln zweiter  Art  (wie  z.  B.  die  Apollonische  und  die  semikubische) 
im  ersten  und  vierten  Quadranten  liegen  und  zwar  symmetrisch  zur 
positiven  a;-Achse. 

Eine  durch  den  Coordinatenanfangspunkt  O  gezogene  Gerade 
y  '=^  Ix  schneidet  die  Parabel  ausser  im  Punkte  O  noch  in  denjenigen 
Punkten,  für  welche 


(4) 


ist.    Bei  den  Parabeln   erster  Art  ist  die  Differenz   m^n   eine  ge- 
rade Zahl,   folglich    liefern    die  Gleichungen    (4)   zwei    verschiedene 
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Schnittpankte ,  deren  Goordinaten  entgegengesetzt  gleich  sind.  Der 
Coordinatenanfangspankt  ist  demnach  Mittelpunkt  der  Parabeln  er- 
ster Art.    üebrigens  sind  jene  Schnittpankte  reell  oder  imaginair, 

je  nachdem  A  ^  0  ist.  Für  die  Parabeln  zweiter  Art  ist  die  Diffe- 
renz m—n  eine  ungerade  Zahl,  folglich  liefern  die  Gleichungen  (4)  jetzt 
nur  einen  Schnittpunkt,  und  dieser  ist  für  jedes  X  reell.  Die  Pa- 
rabeln zweiter  Art  haben  demnach  in  O  keinen  Mittelpunkt. 

Der  Goordinatenanfangspunkt  ist  ein  vielfacher  Punkt  der  Pa- 
rabel. Ist  »1  >  n,  so  ist  O  ein  n-facher  Punkt,  dessen  n  Tangenten 
sftmtlich  mit  der  j^-Achse  zusammenfallen.  Die  Parabel  kehrt  dann 
der  X-Achse  ihre  concave  Seite  zu ,  wie  sich  aus  dem  Vorzeichen 
des  Productes 


(5) 


«^'y  _^  »  /«     j\  y* 

^  dx^  "^  m\m        )  x^ 


ergiebt  Ist  dagegen  m  <  »,  so  ist  O  ein  m-facher  Punkt,  dessen 
fli  Tangenten  sämtlich  mit  der  a;-Achso  zusammenfallen.  Die  Parabel 
ist  dann  convex  in  Bezug  auf  die  x-Achse. 

Die  Tangente  des  Anfangspunktes  schneidet  die  Parabel  in  m, 
resp.  n  zusammenfallenden  Punkten,  je  nachdem  m  >  n  oder  umge- 
kehrt. Folglich  muss  diese  Taugente  bei  allen  Parabeln  erster  Art 
die  Garve  im  Anfangspunkte  durchschneiden,  d.  h.  dieser  Punkt  ist 
ein  Wendepunkt  der  Gurve.  Bei  den  Parabeln  zweiter  Art  haben 
wir  zwei  Fälle  zu  unterscheiden.  Ist  ?»  >»  n ,  so  haben  Gurve  und 
Tangente  (hier  die  y- Achse)  eine  gerade  Anzahl  von  zusammenfallen- 
den Punkten,  folglich  berühren  sich  jene,  ohne  sich  zu  durchschnei- 
den. Ist  aber  m  <^n^  so  so  haben  Gurve  und  Tangente  (jetzt  die 
a;- Achse)  eine  ungerade  Anzahl  von  zusammenfallenden  Punkten  und 
durchschneiden  sich  daher  im  Anfangspunkte.  Dieser  ist  jetzt  aber 
kein  Wendepunkt,  sondern  eine  Spitze  der  Gurve.  Wir  können 
demnach  die  Parabeln  zweiter  Art  weiter  einteilen  in  solche  mit 
Spitze  und  solche  ohne  Spitze.  Ein  Beispiel  für  den  ersten  Fall 
bietet  die  semikubische  Parabel,  während  die  Apollonische  ein  Bei- 
spiel für  den  zweiten  Fall  ist 

§3.  Die  Paraboltangente.  —  Durch  Differentiation  er- 
giebt sich  ans  der  Gleichung  der  Parabel 

(6)  ^?.?y.tga 

^  '  dx       mx       ^ 

wenn  wir  mit  a  den  Winkel  bezeichnen,  welchen  die  Tangente  im 
Punkte  xy  mit  der  positiven  Richtung  der  x-Achse  bildet. 
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Da  dieser  Qnotient  stets  eineu  endlichen,  von  null  verschiedenen 
Wert  hat,  so  giebt  es  keine  im  Endlichen  gelegene  Tangente,  welche 
senkrecht  zur  r- Achse  steht  oder  mit  ihr  parallel  läuft,  ausgenommen 
jedoch  die  Tangente  des  Anfangspunktes,  welche,  wie  im  vorigen  § 
gezeigt  wurde,  mit  einer  der  beiden  Coordinatenachsen  zusammen- 
fällt    Als  Gleichung  der  Parabeltangente  ergiebt  sich 

(7)  ny|—  mxrj'\'(m  —  n)xy  —  0 

WO  '^71  die  laufenden  Coordinaten  und  xj/  die  Coordinaten  des  Be- 
rührungspunktes bedeuten.  Die  Construction  der  Tangente  geschieht 
am  einfachsten  mit  Hilfe  der  Abschnitte,  welche  dieselbe  auf  den 
Achsen  bildet,  und  für  welche  wir  aus  Gleichung  (7)  die  Werte 

L       n —  TO  m —  n 


erhalten.  Diese  Abschnitte  sind  also  den  Coordinaten  des  Berüh- 
rungspunktes proportional  und  können  leicht  construirt  werden,  wenn 
letztere  bekannt  sind.  Für  die  Apollonische  Parabel  (m  =  2,  w=l) 
ergiebt  sich  z.  B.  §  =  —  a:;  17  =  ^y  und  für  die  semikubische  (?»=  2, 
,1  =  3)  J  «  J«;  17  =  —  iy.  Rückt  der  Berührungspunkt  in  unend- 
liche Ferne,  so  werden  seine  Coordinaten  beide  unendlich  gross, 
folglich  auch  die  beiden  Abschnitte  (8),  d.  h.  die  Parabeln  haben 
keine  Asymptoten.  — 

Für  die  Längen  der  Subtangente  und  Subnormale  ergeben  sich 
ebenfalls  leicht  construirbare  Ausdrücke,  nämlich 

Subtangente  =  -.aj 

Subnomale  ^'^.'* 
m   X 

Die  Subtangente  ist  demnach  bei  allen  Parabeln  der  Abscisse  des 
Berührungspunktes  proportional.  In  dem  speciellen  Falle  der  Apol- 
lonischen Parabel  (y^  =  ax)  kommen  wir  auf  die  beiden  bekannten 
Sätze  zurück,  dass  die  Subtangente  gleich  der  doppelten  Abscisse 
des  Berührungspunktes  ist,  und  dass  die  Subnormale  eine  constante 
Länge  hat.  Für  die  semikubische  Parabel  {ay*  «=  x^)  haben  wir  die 
beiden  entsprechenden  Sätze:  Die  Subtangente  ist  der  Abscisse  des 
Berührungspunktes  und  die  Subnormale  dem  Quadrate  dieser  Abscisse 
direct  proportional. 

§  4.    Krümmung  der  Parabeln.  —  Da  bereits  in  §  2.  von 
der  Art  der  Krümmung  die  Rede  war,  so  haben  wir  hier  nur  noch 
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die  Krammiingsstftrke  der  Carvcu  za  antersuchen.  Um  Weitläufig- 
keiten zu  vermeiden,  wollen  wir  die  Gleichung  (1)  dorch  das  System 

(9)  x-.a<»»;        y  — a.«»» 

ersetzen,  wo  t  ein  beliebiger  Parameter  ist.  Nach  bekannton  For- 
meln erhalten  wir  dann  für  den  Krümmungsradius  der  Cnrve 

^  ""       mn(m— »)<»»+» -8 
oder 

ii»ii(f»  —  n) 

Aus  dieser  Gleichung  folgt,  dass  der  Krümmungsradius  im  Coordi- 
natenanfangspunkte  (t  =  0)  entweder  unendlich  klein  oder  unendlich 
gross  ist,  je  nachdem  die  hier  auftretenden  Exponenten  des  Para- 
meters t  beide  positiv  oder  einer  Ton  ihnen  positiv  und  der  andere 
D^ativ  (ist  (Der  Fall,  dass  beide  Exponenten  negativ  sind,  kann 
offenbar  nicht  eintreten).    Wenn  nämlich 

(11)  2>^>i 

SO  sind  beide  Exponenten  von  t  positiv,  folglich  p  =  0    für    <  =  0. 

lo  diesem  Falle  wächst  der   Krümmungsradius  mit  wachsendem   t 

continoirlich  von  ^  =  0  bis  ^  »»  od.  Dies  findet  z.  6.  Statt  bei  der 
semikubischen  Parabel  a^*  =  «•.  — 

Ist  dagegen 

(12)  ->2     oder    i>- 

8o  ist  von  den  Exponenten  der  Gleichung  (10)  der  eine  positiv  und 

der  andere  negativ,  folglich  ist  jetzt   p  «  a>   für  t  «»  0.    In  diesem 

Falle  nimmt  der  Krümmungshalbmesser  mit  wachsendem  t  zunächst 

Yon  ^  =  00  bis  zu  einem  gewissen  Minimalwerto  p  =  p'  ab,  um  dann 

wieder  von  p  =-  p'  bis  p  =  od  zu  wachsen.    Dieser  Minimaiwert  wird 

dg 
gefanden,  indem  wir  die  Gleichung  ^  =  0  nach  t  auflösen  und  das 

Resoltat 

n  \/fi 


-2n 


2m — n 

in  die  Gleichung  (10)  substituiren.  Ein  Beispiel  hierfür  bietet  die 
Parabel  dritter  Ordnung  a^y=^  x^.  Der  Krümmungsradius  hat  im 
Anfangspunkte  den  Wert  p=od,  erreicht  seinen  Minimalwert 
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in  demjenigen  Punkte,  welcher  dem  Parameter  t  =•  (4ö)-i  entspricht, 
und  wächst  von  da  an  continuirlich  bis  ^  =  od. 

Die  obigen  Sätze  von  der  Krümmungsstärke  gelten  fOr  alle  Pa- 
rabeln, mit  alleiniger  Ausnahme  der  Apollonischen,  welche  dem  Grenz- 
falle -  «  2  (resp.  -  *-  i)  enspricht.  Hier  hat  der  Krümmungs- 
radius im  Anfangspunkte  einen  endlichen  von  null  verschiedenen 
Wert,  nämlich  p  =  09  tind  wächst  von  da  continuirlich  bis  p  — >  od. 

§5.  Fortsetzung.  —  Aus  dem  vorhergehenden  können  wir 
scbliessen,  dass  der  Krümmungsradius  für  einen  Wendepunkt  nicht 
notwendig  unendlich  gross  und  für  eine  Spitze  nicht  notwendig  un- 
endlich klein  sein  muss.  Da  nämlich  der  Wert  des  Krümmungs- 
radius   im   Anfangspunkte   nur  von    dem  Werte    des   Verhältnisses 

—  abhängt  und  jener  Punkt  für  alle  Parabeln  erster  Art  ein  Wende- 
punkt, und,  falls  m  <  n,  für  alle  Parabeln  zweiter  Art  eine  Spitze 
ist,  so  kann  es  geschehen,  dass  der  Krümmungsradius  eines  Wende- 
punktes unendlich  klein  und  derjenige  einer  Spitze  undendlich  gross 
wird.    Betrachten  wir  z.  B.  die  beiden  Parabeln  erster  Art 

a*y  =  x^    und    a*^'  =  z^ 

Nach  §  2.  haben  beide  Curven  im  Anfangspunkte  einen  Wendepunkt, 
und  doch  ist  nach  §  4.  nur  für  die  erste  p  =  od  ,  während  für  die 
zweite  p  «=  0  ist. 

Ferner  haben  die  beiden  Parabeln  zweiter  Art 

ay^  «  X*     und  a*y*  =  »* 

nach  §  2.  im  Anfangspunkte  eine  Spitze,  während  nach  §  4.  p  =  0 
für  die  erste  und  q=qo  für  die  zweite  wird.  Um  dies  geometrisch 
zu  erklären,  gehen  wir  von  dem  ursprünglichen  Begrifie  der  Krüm- 
mung aus.  Hiernach  versteht  man  unter  der  Krümmung  der  Curve 
ihre  Abweichung  von  der  geradlinigen  Form  und  demgemäss  unter 
der  Krümmungsstärke  das  Yerhältniss  der  Winkelgeschwindigkeit 
der  Curventangentc  zur  Bahngeschwindigkeit  des  die  Curve  erzeugen- 
den Punktes.  Bezeichnen  wir  also  den  Winkel,  welchen  die  Curven- 
tangente  mit  einer  festen  Geraden  (z.  B.  mit  der  «-Achse)  bildet, 
mit  r,  die  Länge  eines  beliebigen  Curvcnbogens  mit  s  und  die  Zeit 

mit  «,  so  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Tangente  =  ^  und  die 
Bahngeschwindigkeit  =  t.  ,  folglich 
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wenn  wir  mit  K  die  KrttmmangsBtärke  der  Cnrve  bezeichnen.  Nun 
ist  jene  dem  KrQmmangBradias  e  umgekehrt  proportional,  wie  sich 
a«s  der  UnterBuchnng  über  die  Krttmmang  [eines  Kreises  ergiebt, 
folgUeh 

ds      dt 
^''Ji-di 

die  beiden  Quotienten,  die  hier  auftreten,  sind  im  allgemeinen  end- 
liche, Yon  null  verschiedene  Grössen,  können  jedoch  auch  beide  gleich- 
zeitig unendlich  klein  werden,  in  welchem  Falle  p  *»  f,  also  unbe- 
stimmt wird.  Liegen  z.  B.,  wie  dies  bei  einem  Wendepunkte  stets 
der  Fall  ist,  drei  benachbarte  Curvenpunkte  in  gerader  Linie,  so 
fallen    zwei    benachbarte   Tangenten   zusammen,   und  der   Quotient 

dl 

^  hat  dann  den  Wert  null.    Liegen  4  benachbarte  Curvenpunkte  in 

gerader  Linie,  wie  z.  B.  bei  der  Parabel  y^  =  a'x,  so   fallen  drei 

dx 
benachbarte  Taugenten  zusammen  und  es  ist  dann  ebenfalls  3i  =  0. 

Ura  aber  diesen  Fall  von  dem  vorigen^  zu  unterscheiden;,  setzen  wir 
fest,  dass  dieser  Quotient  dort  unendlich  klein  von  der  ersten  Ord- 
nung und  hier  unendlich  klein  von  der  zweiten  Ordnung  wird.  Dies 
erkennen  wir  auch  auf  analytischem  Wege,  wenn  wir  in  den  Glei- 
dinngen  (9)  den  Parameter  t  als  Zeit  auffassen  und  dann  jenen 
Quotienten  berechnen.  Allgemein  können  wir  daher  den  folgenden 
S^tz  aufstellen:  Wenn  r  benachbarte  Curvenpunkte  in  gerader  Linie 
liegen  und  demgcmflss  (r  —  1)  benachbarte  Tangenten  zusammenfallen, 

dr 
so  ist  der  Quotient  -r  unendlich  klein  von  der  (r— 2)ten  Ordnung. 

ds 
Was  den  Quotienten  —   anbetrifft,  so  wird  derselbe  nur  dann 

zu  null,  wenn  2  oder  mehrere  Curvenpunkte  in  einen  einzigen  zu- 
sammenfallen. Auch  hier  haben  wir  unendlich  kleine  Grössen  ver- 
schiedener Ordnung  zu  unterscheiden  und  setzen  fest,  (in  Ueberein- 
stimmnng  mit  den  auf  analytischem  Wege  sich  ergebenden  Resul- 
saten)  dass  in  dem  Falle,  wo  2,  3,  4  ...  r  Curvenpunkte  in  einen 

ds 
^nzigen  zusammenfallen,  der  Quotient  ^  unendlich   klein   von  der 

ersten,  zweiten,  dritten  ...  (r — l)ten  Ordnung  wird.  —  Dies  vor- 
ausgesetzt, können  wir  nun  den  Krümmungsradius  einer  Parabel  im 
An^ngspunkte  O  einfach  dadurch  bestimmen,  dass  wir  erstens  unter- 
suchen, wieviel  Punkte  mit  0  in  gerader  Linie  liegen,  und  zweitens, 
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wieviel  Punkte  mit  O  zusammenfallen.  Bezeichnen  wir  zur  Ab- 
kürzung mit  A  irgend  eine  endliche,  von  null  verschiedene  Grösse 
und  mit  ör  eine  unendlich  kleine  Grösse  rtor  Ordnung,  so  ergiebt 
sich  Folgendes: 

Bei  der  Parabel  ahf  =  x^  liegen  in  der  Kachbarschaft  von  O 
drei  Punkte  in  gerader  Linie  und  O  ist  ein  einfacher  Punkt  Folg- 
lich ist 

^  =  9,    nnd    ^  =  A 

mithin 

A 

Die  Parabel  a^y^  =^  x^  hat  in  O  einen  dreifachen  Punkte  folglich 

Ferner  schneidet  die  a;- Achse  die  Gurve  in  5  Punkten,  so  dass,  da 
O  dreimal  zu  zählen  ist,  im  Ganzen  3  Punkte  in  gerader  Linie 
liegen-,  folglich 

^  =  d,    .und     P-=i,^=0 

Die  semikubische  Parabel  ay*  =  x^  hat  in  O  einen  Doppelpunkt, 
folglich 

ds 

*  =  '• 

Die  a;- Achse  schneidet  die  Curve  in  3  Punkten,  so  dass,  da  O  dop- 
pelt zu  zählen  ist,  nicht  mehr  als  2  benachbarte  Curvenpunkte  in 
gerader  Linie  liegen;  folglich 

^^A      und     (>  =  i-0 

Die  Parabel  aV  =  x^  hat  in  O  ebenfalls  einen  Doppelpunkt, 
so  dass 

Die  a;- Achse  schneidet  die  Curve  in  5  Punkten,  folglich  liegen,  da 
O  doppelt  zu  zählen  ist,  4  derselben  in  gerader  Linie.    Mithin  ist 

di='*     und     ^  =  ^^=cx> 
Die  Parabel  y^  =  a^x  hat  in  O  einen  einfachen  Punkt ,  folglich 
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d9 

Die  y-Achse  schnoidot  die  Curve  in  4  zosammenfallenden  Punkten, 
welche  hier  als  ebenso  viele  in  gerader  Linie  liegende  Corveupankte 
zu  betrachten  sind.    Folglich 

dT        .  .  A 

^=d,     und     p=^^=oo 

n.    8.    w. 

§  6.  Quadratur  und  Rectification  der  Cnrven.  —  FtUr  die  Fläche, 
welche  von  der  Parabel,  der  x-Achse  und  einer  beliebigen  Ordinate 
begrenzt  wird,  erhalten  wir 


m      I 


m—n      i»+» 

m              m 

m              m 
.  a           .  X 

"              wi-f-n 

TT            '^ 

^^  ^M^'^y 

F 

oder  einfacher 
(13) 

Die  Parabelfläche  hat  demnach  stets  ein  rationales  Yerhältniss  zu 
dem  Rechtecke,  welches  die  Grenzordinate  mit  der  entsprechenden 
Abscisse  bildet  Für  die  Apollonische  Parabel  (m  «  2,  n  »  1)  er- 
giebt  sich  aus  obiger  Formel  F^\xy\  fdr  die  semikubische  F^=\xy, 

Je  nachdem  m^n,   beträgt  die  Parabelfläche  mehr  oder  weniger 

als  die  Hälfte  jenes  Rechtecks.  Dies  stimmt  mit  dem  öborein,  was 
in  §  2.  über  die  Krümmung  der  Parabeln  gesagt  wurde. 

Nicht  so  einfach  ist  die  Rectification  der  Parabeln.  Nach  einer 
bekannten  Formel  erhalten  wir  für  den  vom  Anfangspunkte  an  ge- 
rechneten Bogen 


(14) 


•=/K^(r*- 


wo    A  =  -  zur  Abkürzung  dient    Um  dieses  Integral  zu  berech- 
nen, führen  wir  eine  neue  Yariabele  ein,  indem  wir  setzen 

1 

A— 1 

X  ^=  az 

Dadurch  geht  die  Gleichung  (14)  über  in 
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(15)  s  -  ^^rVlT^^-'^'^^dz 

Dieses  Integral  kann  in  geschlossener  Form  angegeben  werden,  so- 

2 ]^ 

bald  der  Exponent  ,  _^   eine  ganze  Zahl  ist     Dies  ist   aber  der 

Fall,  wenn 

(16)  »-4-' 

ist,  wo  k  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeutet 
(Nur  der  Wert  ä;  —  —  1  moss  ausgeschlossen  werden,  denn  in  diesem 
Falle  wird  A  »  0,  was  unmöglich  ist).  Die  Rectification  der  Para- 
beln ist  also  durch  Potenzen,  Logarithmen  und  Kreisbögen  nur  dann 
ausführbar,  wenn  die  Differenz  der  Exponenten  m  und  n  gleich  der 
Einheit  ist  Dies  ist  z.  B.  der  Fall  bei  der  Apollonischen  und  bei 
der  semikubischen  Parabel.  Für  erstere  erhalten  wir  aus  Gleichung 
(14) 


*-  /    l/l+ii-^ 


iVx{a  +  ix)  +  Jalog  V  a  ) 


für  letztere 


0 

Loebau,  Westpr.,  im  April  1889. 
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IX. 
Miscellen, 


1. 

AehBliehkeitspunkt  als  Gleiehsrewiehtspankt  der  Anziehangr 
ebener  Flftehenstfleke. 

Seien  AB^  A'B\  A^Bq  drei  Parallelen,  welche  die  Schenkel 
eines  Winkels  ACB  verbinden,  <p,  i|>  die  Richtungswinkel  der  Schenkel 
AA^  CB  gegen  eine  beliebige  x  Axe,  A,  Av,  h»  die  Lote  von  C  auf 
AB,  A*B',  AqBq,  dann  ist  die  Componente  der  Anziehung  von  A'B' 
auf  C 

sin<p  — sinij; 
^    ^  hv 

also  X'hdv  die  des  Rechtecks  A'B\hdv^  das  ist  eines  Elements  des 
Dreiecks  ABC,  Yariirt  v  von  x  bis  1 ,  so  erzengt  dieses  Element 
das  Viereck  ABCqAq^  daher  ist  die  Componente  der  Anziehung  von 
ABB^A^  auf  C 

1 

/dv  1 

(sin  tp  —  srntp)—  —  (sin  7>  —  sin  tff )  log  - 

X 

Ist  nun  AB  eine  Seite  eines  Vielecks,  A^Bq  die  eines  ähnlichen 
und  ahnlich  liegenden ,  C  Aehnlichkeitspunkt,  so  ist  fOr  alle  ent- 
sprechenden Seitenpare  x  gemeinsam,  also 

£X  —  log  -  -£(sin  9 — sin  ^)  «  0 

Geht  man  bei  unendlicher  Seitenzahl  zur  Grenze  ttber,  so  er- 
streckt sich  die  Eigenschaft  des  Vielecks  auf  beliebig  begrenzte 
Flächen,  und  man  hat  den  Satz: 
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„Die  Aoziehnng  der  Ringfläche  zwischen  zwei  geschlossenen  und 
einander  nmschliessenden  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  Linien 
anf  den  Aehnlichkeitspunkt  ist  nuli/^ 

Anwendung  auf  den  Fall  x  »  0  fahrt  zu  einem  Trugschluss. 

R.  Hoppe. 


2. 

Ein  allgemeines  Theorem  aus  der  Theorie  der 
recurrirenden  Reihen. 

Far  die  recurrirenden  Reihen  besteht  folgendes  Theorem : 
Sei  durch 

IN 

-2^0*^,,-*   —  0  1) 

0 

die  sogenannte  Scala  relationis  gegeben.    Seien  ferner 

die  Wurzeln  der  Gleichung 

JSa»i7«-*  —  0  2) 

0 

so  lautet  das  allgemeine  Glied  in  der  independenten  Form 

un  =  Zbkrii^  3) 

1 

wobei  die  Coeficienten  hti  aus  den  gegebenen  Anfangsgliedern  zu  be- 
stimmen sind.  Der  Beweis  wird  geführt  dadurch,  dass  man  die 
Gleichung  3)  in  die  Gleichung  1)  einsetzt  und  das  Resultat  in  zwei 
Factoren  zerlegt,  deren  einer  eben  die  Gleichung  2)  ist.  Da  nun 
der  andere  Factor  nicht  null  sein  kann,  so  ergibt  sich  hieraus  zur 
Bestimmung  von  17  die  Gleichung  2). 

Für  die  bekannte  Reihe  von  Lam6  (Nouv.  Corr.  Mathem.  Tom.  I 
und  Y)  ist 

«n  — U«-l  — nH-2  =0  »«1—1      t*j  —  2 

Wir  haben  also  die  Bestimmungsgleichnng 
welche 
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1  +  V5 

m  -  — 2~— 

1  — V6 


liefert.    Also  hat  das  allgemeine  Glied  die  Form 
wobei  ^0  u^<^  ^1  &^s  ^^^  Gleichungen 


ZU  bestimmen  sind. 
Prag,  Janaar  1889. 


W.  Ldaka. 


3. 
Olelehgewicht  der  Anziehnng  einer  ringfSrmlgen  Fläche. 

Der  auf  Seite  222  ausgesprochene  Satz  lässt  sich  erweitern. 

Seien  L  und  Af  zwei  geschlossene  Linien,  die  einander  und  den 
Punkt  C  umschliesaen ;  C  sei  Anfang  der  rechtwinkligen  x,  y  und 
der  Polarcoordinaten  ^,  <p.  Das  von  den  consecutiven  Radienvectoren 
9  und  tp'\-d(p  und  den  Liuienelementen  von  L  und  M  begrenzte 
Viereck,  d.  i.  ein  Element  der  Ringfläche  R  zwischen  L  und  M 
Iftsst  sich  erzeugt  denken  durch  eine  transversale  Gerade  NN*  »»  / 
von  constanter  Richtung,  welche  auf  q  die  Strecke  CN=  ifv  ab- 
schneidet, indem  v  von  x  bis  1  variirt,  so  dass  (p,  9)  und  (px,  q>) 
die  Schnittpunkte  des  Strahles  g>  mit  L  und  M  bedeuten. 

Bezeichnet  hv  den  normalen  Abstand  der  Geraden  NN'  von  C, 
so  ist  das  Dreieck 

CNN'  ^\l.hv  —  i(H*a9 
also 

•    l         8^ 

(pv)«  "■  hv 
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Dio  Grösse  zur  Linken  drückt  die  von  l  auf  C  geübte  Anziehung 
aus,  deren  Componenten  also  sind: 

,      Sycosy  _  8ysin<y) 

Erzeugt  nun  /  das  Flachenelement  l,hhv^   so  sind  die  Componenten 
von  dessen  Anziehung 

d^X  «    -  dtp  costp,       ö* r  «  —  ag)  sin  g) 

folglich  nach  Integration  die  Componenten  der  Anziehung  von  R 

4R  4R 

X=    /     \og--cos(pdq>^     Y==  I     log  -  sin <]p 39> 


0 

Setzt  man 


log-  =  F(C08  29>) 


so  verschwinden  X  und  F,  denn  nach  Zerlegung  des  Integralinter- 
valls in  Quadranten  zeigt  sich,  dass  die  4  Teilintegrale  gleichen  ab- 
soluten Wert  und  parweise  ungleiche  Vorzeichen  hahen. 

Schreiben  wir  einfacher 

X  «=  /'(cos2<p) 
so  lautet  das  Resultat: 

„Die  Anziehung  einer  Ringfläche  auf  einen  innern  Punkt  ist 
null,  wenn  das  Verhältniss  der  von  ihnen  ausgehenden  Radienvectoren 
beider  Qrenzlinien  Function  des  Cosinus  der  doppelten  Amplitude 
ist".  R.  Hoppe. 
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Diese  wirklich  solid  and  httbsch  ausgestattete 

Drehbare  Sternkarte, 

einsteUbar  auf  jede  Stuude,  welche  bereits  in  6.  Auflage 
erschien,  eignet  sich  ganz  besonders  zum  Geschenk  ^ 
Lehrer  und  Schüler.  Dieselbe  wird  vielfach  bei  Prämien- 
Verteilungen  in  Schulen  benutzt.  In  Seminarien  wird  der 
hübsche  Apparat  gern  zur  Anschaffung  empfohlen  und  weil 
billiger  gleich  in  Partien  bezogen.  Preis  für  1  Exemplar 
1  M.  25.  20  Exemplare  20  M.  Transparente  Ausgabe 
1  Exempl.  1  3/.  60.  20  Exemplare  28  M.  Derselbe  Ap- 
parat als  grosse  drehbare  Sehulwand-Karte 
M.  15.  Jede  Buchhandlung  ist  in  der  Lage  ein  Exem- 
plar zur  Ansicht  vorzulegen.  Näheres  darüber  und  andere 
Lehrmittel,  nützliche  Apparate,  Spiele  u.  a.  siehe  Katalog 
der  Bentsehen  Lehrmittel-Anstalt  Franz  Heinr.  Klodt, 
Frankfurt  a^jM,^  welcher  gratis  versandt  wird. 


Digitized  by  CjOOQIC 


Zur 

Herstellung  mathematischer  etc.  Werke, 

auch  mit  Figrarentafeln,  halten  wir  deu  Herren  Autoren  und  Verlegern 
unsere   für    mathematischen    und    Formelsatz   speziell  eingerichtete 
Offizin  bestens  empfohlen  unter  Zusicherung  corrector,  rascher  und 
billiger  Bedienung. 
Greifswald. 

F.  W.  Kunike, 

Buch-  und  Stoindruckerei. 
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Himmel  und  Erde. 

ReicL    illustrierte    internationale    Revue    der  gesamten 
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Dr.  E.  Wrobel|  GymnasiaUehrer. 

l.  Teil:  Die  7  arithmetischen  Operationen,  Proportionen,  Gleichungen 
ersten  Grades  mit  einer  und  mehreren  Unbekannten. 

XII  u.  291  S.     2,60  Mark.     Preis  der  Resultate  dazu  1  Mark. 
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concurricren   zu  lassen.     Die  Resultate  sind  nur  für  Lehrer  kauflich. 


Zur 

Herstellung  mathematischer  etc.  Werke, 

auch  mit  Flgrurentafeln,  halten  wir  den  Herren  Autoren  und  Verlegern 
unsere  für  mathematischen  und  Formolsatz  speziell  eingerichtete 
Offizin  bestens  empfohlen  unter  Zusicherung  correcter,  rascher  und 
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Allgemeine  Parameterdarstellung 
von    Substitutionen   involutorischen    Charakters, 
welche   eine   rationale   Function  in    sich   selbst 
überfuhren. 


Von 

Fritz  Hofmann. 


I.    Lineare  inTolutorlsch-ortbogonale  Substitutionen. 

§  1.    Zahl  der  homogenen  Veränderlichen  =  2. 
Bildet  man  die  Substitationcn 


1— A»         2A 


Y=        __^^+  .     N^l+k^ 


deren  orthogonale  Eigenschaft  evident  ist,  so  erhält  man  durch  Auf- 
Idsaog  nach  x  und  y: 

80  dass  also  genau  dieselben  Gleichungen  die  x  und  y  durch  X  und 
r  ansdrQcken,  welche  auch  X  und   F  durch  x  und  j/  darstellen. 

Arch  d.  Math.  n.  Pkys.    2.  RoiUo,  T.  VIII.  I  ^> 
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Dies  steht  im  Gcgensatzo  zu  der  gewöhnlich  gegebenen  Dar- 
stellung orthogonaler  Substitutionen,  wie  man  solche  mit  Hilfe  der 
schiefen  Determinante 


zu  bilden  pflegt: 


1    X 
-A    1 


•     9  J  1  38 

Der  geometrische  Sinn  der  „umkehrbaren^^  Substitutionen  A  ist 
folgender: 

Da  diese  Formeln  A  auch  geschrieben  werden  können 

(X«  -sina.ai  +  cosa.y 
l  y=      coso.a;-|~sina.y 

80  kann  man,  wenn  in  der  Figur  ox  senkrecht  auf  oy^  sowie  oX 
senkrecht  auf  oY^  von  einem  Punkte;?  der  ar^-Ebeue  aus  Perpendikel 
fällen  auf  oF,  oXi  man  erhält  als  Längen  dieser  Perpendikel  genau 
jene  Grössen  JT,  F,  wie  sie  aus  den  Gleichungen  A  algebraisch 
berechnet  werden  könnten. 

Man  kann  nun  einen  Punkt  P  in  der  rcy- Ebene  con- 
struiren  mit  den  so  erhaltenen  und  als  x  und  y  zu  behandelnden 
Coordinaten  X^  F;  dieser  neue  Punkt  P  wird  im  allgemeinen  von  p 
verschieden  liegen  (vergl.  die  Figur  1);  jedoch 

„fasst  man  P  auf  als  Punkt  g  der  «y-Ebone  und  wiederholt  für 
ihn  dieselbe  Construction,  die  von  p  nach  P  führte  (Senkrechte  Xg^ 
Yg  fallend  auf  oF,  oX)  —  so  erhalt  man  als  letztes  Constructions- 
resultat  O  den  ursprünglichen  Ausgangspunkt  p  wieder/^ 

Die  Identitäten 

{X)  (F) 

—  sina[— sina.a;4-co8a.y]4-costt[cosa.«+sinof.y]  —  x 

W  (F) 

-|-C08  0f[— sin«.a;-|-cosc.y]  +  sinafcosa.a:+sinff.y]  =  y 

gestatten  den  Verlauf  unserer  Constructionen   schrittweise  zu  ver- 
folgen und  unseren  Satz  zu  bestätigen. 

Dagegen  würde  die  Durchführung  desselben  Proccsses  für 
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.,  (JT—       C08a.x--|-8ina.y 

l  r  =  —  ßin  «  .X  +  cos  « .  y 

AUS  dem  Pankte  p  ein  an  derselben  Stelle    liegendes   6r(-|-z,  -^-y) 
liefern  nur  fttr  o  -»  n.^r. 

So  sind  demnach  2  yerschiedene  Classen  der  linearen  orthogo- 
uien  Sabstitntion  yorkanden,  von  welchen  die  von  uns  betrachtete, 
A  oder  A],  geometrisch  wie  algebraisch  die  Bezeichnung  „involuto- 
risch"  verdient.  — 

Die  Determinante  dieser  „involutorisch  —  orthogonalen^^  Snb- 
stitation  A  ist  — 1,  daher  ist  genau  die  Hälfte  aller  überhaupt  mög- 
lichen orthogonalen  Substitutionen  von  unsrer  speciellen  Art  (für  den 
Fall  Yon  zwei  Veränderlichen). 

Sie  aind  —  rein  geometrisch  —  dadurch  charakterisirt ,  dass 
der  von  den  neuen  Goordinateuaxcn  gebildete,  körperliche  Winkel 
nicht  mit  dem  von  den  ursprünglichen  Axen  gebildeten  zur  Deckung 
gebracht  werden  kann. 

Auch  geometrisch  stellt  sich  somit  die  Wahrscheinlichkeit:  in 
einer  beliebig  vorgegebenen  rechtwinkligen  CoordinatenazenstelluDg 
die  „iDYolutorische^^  Eigenschaft  zu  erkennen,  gleich  \  heraus. 

Setzt  man  in  den  Formeln  A  statt  k  ein:  ,-. — \  so  nehmen  die- 
selben  die  Gestalt  an 


A, 


diese  Formeln  A^  enthalten   den  einzigen  Parameter  aih\   sie  sind 
nur  branchbar,  wenn 


im  übrigen  können  a,  h  reell  oder  rein  imaginär   sein.    Für    a  =  0 
erhält  man  eine  sogenannte  „Spiegelung'^,  vgl.  §  6,  Anm.  IL 

Wir  nennen    A,   die     „Normalform''    für    die    involntorisch- 
orthogonale  Substitution  —  aus  späterhin  ersichtlichen  Gründen. 

15» 
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§  2.    Zahl  der  homogenen  Veränderlichen  :=  3. 

Hier  fragen  wir  nach  der  Existenz  und  Darstellbarkeit  von 
orthogonalen  Substitutionen 

Z—  «Ma:-j-ffg,y4-flf33« 
wobei  aber  gleichzeitig  gefordert  wird 

Nun  wird  ein  System   von   3   orthogonalen  Ebenen   geliefert  durch 
die  Formeln 

r  AJT  =  (1 4- V«  ^  A«  - /4»Ja:  +  2a  -  ^v)y  +  2(iLv+ fi)« 

|iVF 2(iL+fiv>+(l  +  ^«  — Jl«-v«)y+2(v  — /iJl)« 

j  iVZ  =  2(Av  —  ^)ic  —  2(v-f  A^)y  +  (1  +  JL«  —  ^«  -  v«)a 

Dass  aber  unter  diesen  9  Richtungscos.  sich  3  Paare  von  je  2 
gleichen  befänden,  ist  aus  obigem  allgemeinen  Systeme  F  nicht  zu 
schlicsscn;  auch  ein  Vertauschen  von  Zeilen  oder  Reihen  wttrde  — 
im  allgemeinen  —  die  gewünschten  3  Paare  aa  =  au  nicht  auf- 
treten lassen. 

Wir  sind  daher  auf  Ermittlung  eines  besonderen  Kunstgriffs 
angewiesen,  der  die  Formeln  F  in  solche  von  der  gewQnschten  in- 
volutorischen  Eigenschaft  verwandelt  —  die  Formen  F  werden  bei 
diesem  Process  einen  ihrer  Parameter  verlieren. 

Schreiben  wir  für  A,  fi,  v  rcspective  ■%*  ~J''  >  ^^  erhalten  die 

9  Coefficienten  von  F  folgende  Gestalt  *)  (indem  wir  €p  aus  Zähler 
und  Nenner,  iV,  entfernen): 


Fl 


+2(~€i<?+a*)      d*— a»+Ä»-c2  2(&tf-farf) 

-I-  2(a«+^c0  +2(^  -  ad)        ^— a«— ä«-|-c« 


1)  Vom  Verfasser  mitgeteilt  in  einer   Note:    „Zeitschr.    f.  Mnth.  u.  Pb.^t 
XXXIII.    384. 
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Diese  Tabelle  wardo  abgeleitet  uutcr  der  Voraussetzung  eines 
nicht  verscbwindenden  d]  für  jedes  solche  d  mnss  dieselbe  orthogo- 
nale Sobstitntionen  liefern,  denn  F^  ist  nur  eine  Umformung  yoq  F, 

Da  danach  die  9  Glieder  der  Determinante  für  beliebig  viele 
Werte  von  d  die  Eigenschaft  besitzen:  jeder  Zeile  oder  Reihe  nach 
die  Quadratsumme  => 

aufzuweisen,  so  muss  die  Determinante  F^  identisch  diese  Eigen- 
schaft besitzen  (man  kann  diesen  Schluss  leicht  durch  effective  Uer- 
stellang  der  Quadratsumme  bestätigen). 


Wählen 
60  ist  auch 

wir  nun 

d^O 

a«^ft«-c« 

2  ab 

2ac 

F, 

2ba 

_o«  +  i»_c» 

2be 

2ca 

2cb 

-a«-6«+c« 

eine  orthogonale  Substitution  unter  der  Bedingung 

«*+**+<?*  <  0 

Demnach  erhielten  wir  durch  eine  Umformung  der  allgemeinen 
Formel  -F,  welche  a  priori  für  unser  Problem  wenig  förderlich  er- 
schieo,    das  ^involutorisch-orthogonale"  System: 

NX  —  (a»— 6»— c«)x+2aÄy-f  2atf3 
NY'^^  26fl«  +  {— a»+Ä«  — c»)y  +  2fttf« 
^8  \  NZ  ^  2cax4-2cÄi^-f  (— a»  — 6«+c«> 

welches  2  wesentliche  Parameter  a\bic  enthält. 

Der  Wert  der  Coefficientendcterminante  F,  ist  hier  zunächst  =1, 

kann  aber  (durch  ay  ^,  ftV^,  cV^  statt  a,  &,  c)  auch 1 

gemacht  werden. 

In  letzterem  Falle  kann  der  von  den  neuen  Coordinatenaxen 
gebildete  „Dreistuhl"  nicht  mehr  mit  dem  ursprünglich  gegebenen 
körpcrruhon  Wiukel  der  Axcu  zur  Deckung  gebracht  werden.    Jmmcr- 
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bin  bostcht  nacb  dem  Yorbcrgobenden  der  geometiiscbo  Satz: 
„Unter  den  ortbogonalen  Systemen  ATZ,  darcb  welcbo  die  darcb 
das  System  der  Ebenen  xyz  fixirtcn  Raumpankte  transformirt  wer- 
den können  —  ihre  Auzabl  ist  a*  —  gibt  es  oo*  von  involu- 
torischer  Eigenschaft,  derart,  dass  ein  transformirter  Punkt  I^ 
(aus  p{oryz)  entstanden),  welchem  als  or^is-Coordinaten  die  Perpendikel 
XYZ  gegeben  wurden,  mit  der  Anfangslage  p  zusammenfallt,  sobald 
er  als  y  im  xyz-System  von  neuem  aufgefasst  ond|  demselben  Pro- 
cess  unterworfen  wird,  der  von  p  nach  P  ffthrte.": 

Denn  man  hat,   sich  der  Formeln  A^  bedienend  durch  Ausrech- 
nen: 

+  2ba[2abx  +  (-'a^  +  b*'-e^)y  +  2acx'] 
+  2ca[2ca«+2%-[-(— a«--Ä«  +  c«}3] 

Zahlenbeispicl.    a  =  l,  6  =  2,  c=«4  gibt 

21.Z=— 19«  +4y+  8» 
21.  F«.  4«  — 13y  +  16« 
21.  Z=        Sx       -hlGy  +  ll« 

ein  Substitutionssystem,   dessen  Umkehrung  dieselben  Goefficienten 
an  denselben  Stellen  auftreten  Hesse. 


§  3.    Zahl  der  homogenen  Veränderlichen  >  3. 

Von  n  -=  4  an  verlieren  die  bisher  gebrauchten  Methoden,  — 
nämlich:  Vertanschuug  von  Reihen,  oder:  Einführung  homogener 
Parameter  — -  ihre  Wirksamkeit.  Denn  die  nach  dem  Cayley-Her- 
mite'schen  Verfahren  aus  schiefen  Determinanten  herzustellenden 
Coefficientenreihen  für  allgemeine  orthogonale  Substitutionen  geben 
z.  B.  für  4  Veränderliche  16  vollständig  verschiedene  Zahlen  als 
Schlusssresultat,  andrerseits  aber  sind  die  allgemeinen  Ausdrücke, 
welche  uns  die  Substitutionscoefficienten  liefern,  Brüche  vom  dritten 
Grade  im  Zähler  (in  Bezug  auf  die  Parameter),  vom  vierten  im  Nen- 
ner, so  dass  ein  Homogenmachen  keinenfalls  weiter  hilft.  (Vgl. 
Baltzer,   Determinanten.     V.   Auflage,    pag.  195). 

Es  bleibt  uns  der  Analogieschluss ,  um  aus  der  „Normalform" 
für  n  «  2  und  n  =-  3  eine  Coefficiontcntabelle,  für  n  =  4  etwa,  anf- 
zubaoen.    Wir  bilden: 
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V     &«     c«     rf« 

2  ab                         2ac                        2ad 

26a 

-a«+6«-c«-d«            2be                        2bd 

1           2ca 

2cb               — a«-e>«+c«-d«           2  cd 

2da 

2tlb                        2  de             -.a«-Ä«-c«+d« 

iV=a«  +  ft«  +  c«  +  rf«;     iV^O 


und  flberzeageu  ans  nachträglich  darch  AusrcchneD,  dass  In  dieser 
Tabelle  alle  wesentlichen  Eigenschaften  der  „orthogonalen"  Substi- 
tutionen sich  finden,  während  zugleich  ihr  „involutorischer*'  Charakter 
ia  ihrer  Bildung  aasgesprochen  ist. 

Das  Quadrat  obiger  Determinante,  gebildet  nach  dem  Mnltipli- 
catioDsgcsetze  der  Determinanten,  gibt  (a*+Ä*-fc*-{-d*)';  daher  ist 
die  Detorminauto  selbst  —  —  (/^-j-i*4-c*-}-^)*  "  wie  aas  dem 
Torzeichen  von  a*  za  entnehmen. 

Somit  ist  die  Determinante  der  eigentlichen,  mit  dem  Nenner 
za  Torsehenden  Coefficienten  unter  allen  Umständen  -*  ^  ] ,  mag  man 

aoch  beliebig  viele  homolog  benannte  p  .,  |  gleichzeitig  paarweise 
mit  '1  mnltipliciren. 

Die  Zahl  der  orthogonalen  und  zugleich  involutorischen  Substi- 
tationen  fQr  4  Veränderliche  ist  daher  oo^,  denn  A^  enthält  3  unab- 
hängige Parameter  aib^c,  d, 

Lehrsatz.  Allgemein  wird  die  „involutorisch-orthogonalo^^  Sab- 
stitutions-Coefficienten-Tabelle  dargestellt  durch  n  — 1  unabhängige 
Parameter,  wenn  n  Veränderliche  vorliegen  (diese  Zahl  bleibt  von 
» >  2  an  hinter  der  für  die  ,,allgcmeine^*  Orthogonalsubstitution 
gütigen  Zahl  i»(»  — 1)  zurtlck). 

Für  angerades  n  kann  der  Wert  der  Cocfficicnten-Determinanto 
nach  Belieben  als-f-l  oder — 1  angegeben  werden,  durch  eventuelle 
Anwendung  der  Parameter  aV— 1,  ^V— 1  . . .  statt  a,  ä  . .  . ;  für 
gerades  n  ist  derselbe  immer  «  —  1. 

Der  Beweis  für  diesen  Satz  ist  einstweilen  durch  Ausrechnung 
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ZU  führen    —    eiuo  strengere  Ableitung  desselben,  als  die  bisherige, 
durch  luduction  gegebene,  bleibt  demnach  wünschenswert  '). 


§.  4.    Directe  geometrische  Ableitung  der 
Coefficienteu-Tabellen. 

Ist  eine  homogene  quadratische  Function  von  beliebig  vielen,    n. 
Veränderlichen  gegeben  in  der  specielleu  Form 

G  a:2  +  y«+«*  +  M72+  ... 

so  kann 

(?  =  0 

gedeutet  werden  als  die  Gleichung  eines  (n  — 2)-dimensionalen  Punkt - 
continuums  im  Räume  von  (n—l)  Dimensionen. 

Beispiel.     Die  Gleichung 

a;«+y2-fÄ«  +  ^«  =  0 

stellt  eine  imaginäre  Kugel  vor  im  dreidimensionalen  Räume;  die 
Gleichung 

ist  die  eines  Kreises  mit  dem  Radius  V — 1  in  der  Ebene. 

Ein  Punkt  a,  ö^  c,  d  .  .  .  ausserhalb  dieser  Fläche  („Fläche" 
im  übertragenen  Sinne),  für  welchen  also 

kann  dann  mit  einem  Punkte  jr,  y,  a,  w  ...  auf  der  Fläche  durch 
eine  Gerade  verbunden  werden  Die  Coordinaten  X,  F,  Z^  W  .  .  . 
des  zweiten  Durclistosspunktcs  dieser  Geraden  mit  der  Fläche  werden 
sich  als  lineare  Functionen  von  x^  y,  z  to  .  .  ,  einstellen;  es  sei  etwa 


^^  ffi  (^t  y,  «,  «?  • 

.  .) 

y  '^  T2  (a*,  y,  3,  «ö  . 

.  .) 

U.      8.      W. 

Werden  nun  in  der  Gleichung 

1)  Auf  nrnleroin  Woge  ist  Herr  Vcltnapiin  in    ^Zeitschrift  für  Miitheni.  u. 
Ph."   Bil.  IC,   pn«;.   523  ff.  auf  ähnliche  Bildungen  gelangt. 
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abendl  an  Stelle  der  a-,  y,  »,  tr  .  . .  diese  Ausdrücke  fUr  JT,  F,  Z, 
W^  ..  .  sabstitairt: 

G'        [y,(*,  y,  ^,  «  . .  .)P  +  [9,(x,  y,  »,  «.  . . .)]'+  ...»  0 

50  wird,  wenn  ein  System  von  n  Zahlen  ar,  y,  «,  tr  .  .  .  der  arsprflng- 
licben  G  genflgt,  auch  der  darch  Rechnung,  durch  die  Transforma- 
tionsformeln  qp  ihm  zugeordnete  Punkt  (das  System)  JT,  Y,  Z^W ..  . 
der 

genQgen. 

Ein  Beweisversuch  hierfür  würde  den  Wert  einer  Tauto- 
iogie  haben;  denn  wir  haben  ja  a  priori  unsere  Formeln  fp  so  ein- 
gerichtet, dass  eben  der  durch  sie  dem  x,  y,  z^  w  ...  zugeordnete 
Punkt  auf  G'  liegen  muss. 

Einer  logischen  Tautologie  muss,  wenn  zu  ihrer  Einkleidung 
mathematische  Formeln  verwendet  werden  können,  die  Mathematik 
mit  einer  nach  ihren  Oporationsvorschriftcu  darstellbaren  Identität 
antworten.  Somit  ist  sicher  vorauszusagen:  für  jeden  Punkt  x,  y, 
2,  w  . .  . ,  für  welchen 

G  =  0 
erfUlt  ist,  muss 

identisch  erfüllt  sein,  d.  h.  in  geometrischer  Sprechweise:  die 
Fläche  G  muss  einen  Teil  von  G'  bilden. 

Da  die  Snbstitutionsformeln  q>  sicher  linear  ausfallen  werden, 
so  muss  überhaupt  die  Fläche  G'  mit  G  zusammenfallen;  d.  h.  die 
Form  G'  muss  sich  herausstellen  als  mit  G  bis  auf  einen  constanten 
Factor  identisch. 

Die  Beziehung  zwischen  («,  y,  a,  w  .  .  .)  und  {X,  F,  Z,  IF  .  .  .) 
ist  geometrisch  eine  reciproke  bei  festliegendem  Systeme  a,  &,  c, 
d  . . . ;  demnach  muss  die  Auflösung  der  Gleichungen 

X—  tjPi  (ar,  y,  «,  «7  .  .  .),  >^  «  <Pt(r,  y,  ä,  iü  .  .  .)     U.  S.  W. 

nach  den  sr,  y,  2,  to  ...  genau  dieselben  homolog  gelegenen  Cocf- 
ficienten  aufweisen,  wie  die  Functionen  7  selbst  deren  besitzen :  un- 
sere Transformation  wird  eine  „involutorischo^^  sein  und  jedenfalls 
die  „Fläche"  G  in  sich  selbst  transformiren.  Die  Herstellung  eines 
geeigneten  gemeinschaftlichen  Nenners  für  die  g^-Functionen  — 
um  die  Substitutions-Determinante  —  —  1  zu  erhalten  —  bildet  eine 
Hilfsaufgabe;  ist  dieselbe  gelöst,  so  würde  für  die  independente  Dar- 
stellung von  „involutorisch- orthogonalen''  Substitntiouen  durch 
n~l  Parameter  a:b:c:d  ,  ,,  da9  Material  gcwonueu  soiu. 
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Wir  schreiten  nun  znr  effcctivcn  Bestimmong  der  ^-Functionen. 
Der  nnbckannte  Durchstosspnnkt  X^  Y^  Z^  TT  . . .  hat  als  Pankt  der 
Yerbindangslinie  von  (a,  ä,  c,  rf  .  .  .)  nach  (x,  y,  «,  w  . .  .)  die  Coor- 
dinaten  ^ 

JT—  na-\-Xx 
Y^lib+Xy 

^  ^     Z-  (AC+XZ 

TT—  fid-^kw     u.  8.  w. 

Die  Einfahrang  dieser  Ausdrflcke  in 

j  (?  =  0 

liefert 

ft«(a«+6«+  .  .  ,)  +  2ktA{ax  +  by+cz+dw+  .  .  .) 

+ii*(**+y*+...)-0 
da  aber  nach  Voranssetznng  (x^  v^  s,  «0  . .  .)  auf 

gelegen,  also 
so  erhält  man 

^(a«4.j24.c«4-  .  .  .)4.2A(aa:+6y+c2+  .  .  .)  -  0 
Demnach  bat  man  zn  setzen: 

ft  a  -  2(ax  +  Äy +  c»+  .  .  .) :  -(a«+Ä«+c«+  .  .  .) 

Somit  wären  die  Goordinaten  des  Punktes  X,  y,  Z,  Tl^ . . .  bestimmt 
durch  Einsetzen  in  G\ 

fp^^X-^  2(ax-\-by+cz+  .  .  .)  .a  —  {a^+b^  +  €*+fi^+  .  .  > 

q,,  -  y  -  2(ax  +  %  +  «+  .  .  .) .  6  -  (a»  +  ^*  +  <^'+''*+  •  •  -V 

g>3  =  Z==2(ax  +  by  +  cz+  .  .  .) .  c-  (a«  +  Ä«  +  c«+rf«+  . . .)« 

u.     s.     w.  *) 

In  der  Tat  wird  nun  die  Einführung  dieser  cp-Functioncn  statt 
der  or,  y,  z,  tr  . . .  in  die  ursprüngliche  Gleichung 

G=:0 

das  Resultat  ergeben:  (unsere  oben  vorausgesagte  „Tautologie") 


I)  Dieselben  Formeln  finden  sich  in  dem  Aufsätze  Ton  Herrn  A.  Voss: 
„lieber  oitbogonalc  Substitutionen":  &!flt1icm.  Annnicn;  Bnnd  13.  (1878) 
piig    341. 


Digitized  by  CjOOQIC 


Bofmanm  Äff  gemeine  Parameter  darstellung,  235 

4(ax+b9  +  ez+dte+  .  .  .)^(a*+Ä»  +  c*+d«+  .  . .) 
-4(a*+6«  +  c>+ci«+  .  . .) .  (ax+by  +  cz'\-dw+  .  .  .)* 
+  (a»+6«+e«+rf«+  .  .  .)*.  (x*+y*+2*+w«+  .  .  .)  -  0 

oder 

Demnach  hat  die  £iDfübraog  der  tp  statt  der  x,  y,  ;i,  u?  .  .  .  die 
Wirkung  eifier  «Jovolatorisch-orthogonalen^'  Substitution  für  die 
homogene  Fnnction  G  —  znnächst  aber  noch  bis  aof  das  Hinzn- 
treten  des  Factors  {a*+b^  +  e*+if+  .  .  .)* 

Die  9-Fanctionen  sind,  aasgerechnet: 

^  ^  Z«  v3-2cax  +  2c*y  +  (—a«-6«-|-c«-d«  — ...>+.. 

n.    8.    w. 

Dividirt  man  aber  jede  derselben  durch 

80  wird  dieser  gemeinschaftliche  Nenner  N  in  der  umgeformten  qua- 
dratischen Function  G  durchweg  im  Quadrat  auftreten,  somit  sich 
gegen  den  Factor  (a* +*'  +  <?'+ <^+ ••  •)  io™  Ausdrucke  für  Cr" 
fortheben. 

Wir  fügen ,  der  bessern  Uebcrsicht  wegen ,  die  Coefficicnten  als 
Determinante  zusammengestellt,  hier  ein: 


;  a«+6»— ü*— €?*- ...  2 ab  2ae 

2ba  — a^-[-6*-c»-d«-....  26c 

2ca  2cb  -.a»—i«+c»— «?—... 


Hiermit  erscheint  unser  Problem  für  homogene  Functionen,  die 
iiur  Quadrate  der  Veränderlichen  enthalten,  vollständig  gelöst. 
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Die  Formeln  T  sind  im  Einklänge  mit  den  früher  durch  In- 
daction  gefundenen  Ausdrücken  ^4*,  den  Beweis  für  ihre  Eigen- 
schaften brauchen  wir  nicht  mehr  durch  Ausrechnung  zu  erbrin- 
gen *,  er  liegt  in  dem  Gedankengange,  dem  sie  ihre  Existenz  verdanken. 


IL    Lineare  inyolatorische  Substitution  fUr  allgemeine 
quadratische  Formen. 

§  5.     Herstellung  der   Substitutions-Coefficienten; 
Eigenschaften   ihrer   Determinante. 

Wir  werden  im  Folgenden  die  rasch  fördernde  Methode  der 
gymbolischeu  Rechnung  ausschliesslich  benutzen  —  durch  ihre  An- 
wendung wird  sich  die  Lösung  der  uns  vorliegenden  Aufgabe,  sowie 
der  Nachweis  für  einige  merkwürdige,  höchst  allgemeine  Determi- 
nanten-Relationen besonders  übersichtlich  gestalten. 

•Es  sei  eine  homogene  quadratische  Form  von  fi  Variabcln  vor- 
gelegt: 

A  a,«  =  M  =  cx«  =  rf,»  ... 

dann  kann  ein  Punkt  y  ausserhalb  der  Fläche 

^  -  0 
fest  angenommen  werden,  so  dass  also: 

Wird  dieser  Punkt  y  mit  einem  auf  der  Fläche  sich  vorfinden- 
den Punkte  X  verbunden,  so  müssen,  wie  in  §  4.,  die  Coordinaten 
des  zweiten  Durchstosspunktes  X  mit  der  Fläche  —  auf  der  Ver- 
bindungsgeraden von  X  nach  y  —  sich  einstellen  als  lineare  Func- 
tionen von  n. 

Man  hat  nun  für  X,  eben  weil  auf  jener  Yerbindungsgeraden 
gelogen : 

Xi  «  fifji+Xxi',        t  =  1,  2,  3  .  .  . 

und  daher  zur  Bestimmung  von  fi:X  die  Gleichung 
oder 
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Da  nach  der  Voraassetzung 

80  erhSlt  man 

demnach  die  „inyolntorischen^^  Sabstitationen : 

F  N,Xi  ^  ^(a»a^)yi  —  a^^  .  Xi 

Um  ftr  diese  X  einen  Nenner  N  za  bestimmen,  welcher  nach  der 
Transformation  die  Form  o«'  vollständig  identisch  mit  sich  selbst 
—  ohne  Zahlenfactor  —  erscheinen  Iftsst,  haben  wir  nachträglich 
die  Wirkung  der  Sabstitationen  F  in 

A  «0 
za  antersochen. 

Die  Sabstitationen  F  ergeben  nan: 

A'         4(iixay)(rfxriy)V-"4(axay).  VÄ,6y  +  (V)(rfy«).Ä^«-  0 

Mao  erkennt  dies  darch  wirkliche  Einfährang  der  fär  die  X  be- 
stimmten Aasdrttcke: 

A'  [2(a»ay).Äy-VM*-0 

denn  dies  gibt,  nach  Taylor's  Theorem  entwickelt,  genaa  nnsere 
obige  Form  —  indem  wir  weitergehend  noch  neue  Symbole  ein- 
führten, am  im  Resultate  A*  die  Vieldeutigkeit  der  symbolischen 
Aosdräcke  zu  vermeiden. 

Die  beiden  ersten  Glieder  der  Summe  A'  zerstören  sich  nun 
identisch,  somit  wird  durch  die  Verwendung  der  X-Formelu  sich 
die  Gleichung 

mit  dem  constanten  Factor  {a/){jby^)  behaftet—  einstellen;  dividirt 
man  also  gleichmässig  sämtliche  X  durch  (die  Zahl)  a/,  so  wird 
identisch 

A'  =  A 

Wir  stellen  demnach  die  Tabellen  Tx,  T  der  ^involutorischon'^ 
Substitution  auf,  welche  ,,d:e  Form  A  identisch  in  sich  selbst  trans- 
formirt": 
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oder  (beispielsweise  ausgerechnet  f ttr  fi  =  3): 


N 


N 


2y,(^a^y) 
ys(g8<?y)--V 


iV 


iV    =«    rfy«    ^    0 


Ohne  jede  Aasrechnung  können  wir  aas  der  geometrischen 
Entstehungsart  dieser  Determinante,  wonach  die  Sabstitutionen 
T  involutorisch  seia  mflsseu,  voraassagen : 

„Es  sei  in  der  Determinante  T  das  A;te  Glied  der  tten  Zeile  mit 
aa  bezeichnet,  ferner  mit  Aot  die  Unterdeterminante  der  Stelle  oa. 
Man  hat  dann  identisch: 

aik  =  ^ki  *) 

Schreibt  man  nämlich  die  Tx  Substitutionen  mit  Hilfe  der  a : 

JTi  —  «iia'i  +  OjgÄ'j  +  OiaXj 

80  ist  nach  unserer  geometrischen  Herleitungsweise  erwiesen,  dass 
umgekehrt: 

*«  =  0,1  Xi  +a22-y2  +  ÖÄs-^s 
Aber  nach  den  Regeln  der  Algebra  wflrde  man  erhalten  haben: 

wobei  ^  die  ausgerechnete  Determinante  7.  Um  nun  T  auszu- 
werten, lassen  wir  zunächst  zur  Einfachheit  den  Neuner  weg  —  und 
können  die  so  entstandene  Determinante  J'  nach  den  Potenzen  der 
3  in  der  Diagonale  sich  hervorhebenden  Glieder  a^^,  &/,  c/  ent- 
wickeln. 


1)  Obige  Fassung  gilt  für  unser  BeUpioI  einer  T'-Drterminfttito  für  ß$=:d] 
allgemein  ist  dngegen 
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Wir  erhalten  zunächst  als  Product  dieser  drei  Grössen:  -  («/)'. 

Fassen  wir  dann  die  Prodacte  von  je  zweien  jeuer  3  Grössen 
ias  Angc,  so  finden  wir  als  weiteres  Glied  der  Entwicklung: 

=  2(V)'-V  =  2(a/)» 

Um  jene  Glieder  von  /t'  zu  bestimmen,  welche  ay',  &y',  cy'  gar 
nicht  enthalten ,  haben  wir  an  Stelle  dieser  Grössen  0  einzusetzen ; 
80  erhalten  wir  als  Factor  von  (a/)^: 


2y,  .2y,.2y5. 


Oj  a^      dj  Qy      03  Off 

bjhy     bf^bjf      b^by 

Ci  Cjf       C,  Cy         Cj  Cp 


für  die  Factoren  —  etwa    7* ,  *   /  / 

I      Oj  Öjf         Of  Oy 


was  offenbar  verschwindet  ^  *,  der  gleiche  Schluss  würde  auch  gelten 

der  ersten  Potenzen  -*  etwa  V 
—  jener  3  hervorgehobenen  Glieder. 
Demnach  ist 

dies  gibt  nach  Division  mit  dem  Kubus  des  Nenners  (ay')  den  Wert 
i^,  oder  T—  +1. 

(Im  allgemeinen  Falle  ist  z/  =-  (—  1)m-1). 

Zu  unseren  Formeln  für  ^.ar,  und  Xi  zurückkehrend,  finden  wir 
somit  den  ausgesprochenen  Satz 

oft  =  Au 
bestätigt 

Zahleobeispiel  für  Aufstellung  einer  Coefficiententabelle   und  deren 
Untersuchung. 
Der  Kreis 

K  i^i'+aj/— 12V+6a:««34-4ar3ari  -  0 

mit  dem  Mittelpunkte  f,  f  und  vom  Radius  »  5  kann  transformirt 
werden  mit  Zugrundelegung  eines  Punktes,  wie 

1,    2,    1 

der  nicht  auf  ihm  gelegen,  ( (a/)  •»  9). 
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Die  Tabelle  F  der  Jf-Substitutioneu  ergibt  sich  als 

92r,  =  2[(x,  +  2a'3).l  +  (pr,  +  3x8).2+(2a-i+3r,-12T3.1].l  — 9a-t 
9^1  -  2[(r,  +  2x3).l  +  {:r,+3x3).2+(2T,  +  3x,-12^3).l].2-  9j-, 
9X,  =  2[(a',  +  2ir,).l  +  (a-,+  3^,).2  +  (2ri  +  3a-,--12rr,).l].l-9;r3 

oder  ausgerechnet: 

9jr,  =  —    Sri  +  lOr,  -  83-3 

9X,  —       12iri  +  llir2  — l&rj 

9X,=  ar,  +  lOar,  -17X3 

Diese  Formclu  geben  also  zunächst,  wenn  ein  Punkt  beliebig 
auf  der  Kreisperipherie  vorgegeben,  etwa  1,  1,  1,  denjenigen  Punkt 
X,  wo  die  Verbindungslinie  vom  festen  Punkte  1,  2,  1  nach  dem 
beweglichen  Punkte  (1,  1,  1)  bin  zum  zweiteumale  den  Kreis  trifft. 
Dem  Punkte  1,  1,  1  entspräche 

9Jr,  «— 1,    9Jr,  —  7,    9X3«—! 

Zweitens  aber  werden  die  Formeln  für  die  JT»,  an  Stelle  der  xi 
in  die  Kreisgleichung  cingefQhrt,  dieselbe  identisch  in  sich  trans- 
formiren;  und  schliesslich  ergibt  sich  durch  Auflösung  der  3  Glei- 
chungen nach  X,: 

9xi  =  —  3X,  +lOJr,  -   8X, 

9r,  =      1 2X,  4. 11  X\  —  16X, 
9x3  «        6X,  +  \0X^  — 17 JTj 

Wie  unsre  früher  gegebenen  Formeln  (§§  1.--4.)  nur  äusserst 
specialisirte  Fälle  des  in  diesem  Paragraphen  gelösten,  viel  allge- 
meineren, Problems  bilden,  kann  an  dieser  Stelle  am  besten  über- 
schaut werden.  Die  dort  in  die  Snbstitutionsformeln  eingeführten 
Summen: 

2{ax'\-hy'\-cz-\-  .  .  .)         oder        (a«  +  Ä«-f  c«+  . .  .) 

sind  nichts  andres  als  die  Polaren  und  Formen  2{axo^)^  oy*  dieses 
Paragraphen;  die  feste  Gruppe  a,  &,  c,  c2  . .  .  entspricht  dem  nun- 
mehr benutzten  festen  Punkte  y. 

Ist  der  zu  transformirende  Punkt  x  so  gelegen,  dass 
(ajOy)  «  0 
so  fällt  X  mit  X  zusammen,  wie  aus  den  Formeln  F  ersichtlich. 
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§6.    Formale  Erweiterangen  der  gefandonen   Formen, 
sowie  verallgemeinerte  Anwendangen  derselben. 

Wenn  wir  die  Formeln  T  des  letzten  Paragraphen  ins  Aage 
fassen  nnd  nns  daran  erinnern,  dass  die  Coordinaten  y  fest  gegebene 
Zaiden  Torstellen,  so  lehrt  eine  kurze  Ueberlegnng,  dass  fflr  unser 
ganzes  Transformationsproblem  nicht  die  einzelnen  Goelficienten 
ffa  der  zn  transformirenden  Form  a^'  wesentlich  sind,  sondern  immer 
Bor  gewisse  Verbindungen  derselben  mit  den  Zahlen  y,  nämlich 
die  Ansdrficke  [0^0^)^^  (a^og)  ...  (aptOp)]  so  dass  man  also  recht  wol 
den  Coefficienten  oa  ganz  neue  Werte  geben  kann,  wenn  nur  jene 
Verbindungen,  beispielsweise 

bei  gleichgebliebenen  yt  ihren  effectiven  Zahlenwert  nicht  ändern. 

Man  kann  also  jene  Ausdrücke  gleichsetzen  resp.  (ßißy),  (ßtfip) 
••'  Ißftßw)^  entstanden  aus  einer  ganz  neuen  Form  ßx*.  So  wird 
also  durch  die  Transformation  T  nicht  nur  die  Form  ax^  in  sich 
transformirt ,  sondern  auch  die  mit  vollständig  verschiedenen  Coef- 
ficienten versehene  Form  ßx\  wenn  eben  nur  immer 

(ßißg)  —  P(«iOy),        (ß%ß»)  —  P(«««f)    n.  8.  w. 

Hier  stehen   rechts  auszurechnende  Zahlengrösssen   —   im   ganzen 

tt(tt4-l) 
erhält  man  ^  Gleichungen  fOr      ^ — -    wesentliche    Unbekannte, 

nämlich  die  neuen  Coefficienten  ßik. 

Zahlenbeispiel.  Es  sei  vorgegeben  gewesen  die  Summe  fl*]'-(~ 
j^8*4-'s*;  sowie  der  „transformirende  Punkt"  y(l,  2,  3).  Man  er- 
hält zunächst 

(«löf) -- 1,      (o««*)  — 2,      (03«^)  =  3 

Stellt  man  nun  die  Gleichungen  auf: 

ßißtf  =  ßii '  l+ft».2  +  ft8 . 3  =  p  .  1 

ft^y«Ai.l  +  Af.2+A3.3«p.3 
welches  System  beispielsweise  befriedigt  wird  durch  (ßa  ^  ßit) : 
e-27;    ft, -15,    ft,  =  -3,    fts-6,    ^m  «  12,    /r«  =  H, 

so  wQrde   die  auf  den  Punkt  y(\^  2,  3)   sich  stützende  orthogonal- 
involutorische  Transformation  der  Summe  «»'i'+a^j^+iTj*,  nämlich  (§4.) 

Axch.  d.  Xath.  n.  Phj«.    2.  B«ih«,  T.  VIU.  1 6 
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NX^  —        4z,  —   6«,  +  12x^ 

NX^  «        6fl?,  +12ar,+4«s,    JVT  —  14 

eine  solche  sein,  dass  sie  auch  den  Kegelschnitt 

in  sich  transformirt  —  sie  würde  nebenbei  auch  die  Punkte  dieses 
Kegelschnitts  involutorisch  ordnen. 

Deber  4  Coefficienten  ßn  kann  hier  vor  Auflösung  der  sie  de- 
finirenden  Gleichungen 

ßißy  =  OiCly 

«(u— -1) 
willkürlich  verfügt  werden  —  allgemein  über  ö"""»  ^^^^  trotz- 
dem wäre  es  ein  Cirkelschluss ,  wenn  man  annehmen  wollte,  dass 
durch  diese  Verfügungsfreiheit  über  die  ß  etwa  eine  Verallgemeine- 
rung in  der  Parameterdarstellung  der  inyolutorisch  -  orthogonalen 
Substitutionen  erreicht  wäre. 

Nachdem  wir  nun  für  die  Entstehung  der  Formeln  eine  Er- 
weiterung erreicht  haben  —  wenigstens  eine  formale  —  kann  auch 
eine  Ausdehnung  ihrer  Verwendbarkeit  nachgewiesen  werden. 

Wir  wissen,  dass  die  Formeln  F^  Tx  involutorischen  Charakter 
haben  —  zunächst  in  geometrischer  Weise  und  zwar  für  Punkte 
der  Fläche 

die  Coefficienten-  und  Variabein- Verbindungen  aber,  wie  sie  vom 
Verein  der  Transformationsformeln  vorgestellt  werden,  bringen  diesen 
Charakter  auch  algebraisch  zum  Ausdruck  durch  das  Bestehen  von 
formalen  Identitäten,  wie  etwa  die  wichtigste 

F{X)  -  X 

in  welchen  dann  den  Symbolen  x  für  die  Veränderlichen  nicht  mehr 
die  Beschränkung  anhaftet  nur  'als  Coordinaten  von  Punkten  auf 
einer  gewissen  Fläche  anerkannt  zu  werden. 

Demnach  transformiren  alle  bisher  gebrachten  Transformations- 
formeln nicht  nur  die  Punkte  der  jeweilig  ins  Auge  gefassten  Fläche 

in  Punkte  derselben  Fläche,  sondern  sie  ordnen  in  involutorisch- 
collincarer  Weise  alle  Punkte  des  (fi~  l)-dimensionalon  Raunios 
einander  paarweise  zu. 
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FOr   diese    involntorische    Raumtransformation    ist    nach    dem 
Sdüusse  Ton  §  5.  die  Fläche 

der  Ort  der  sich  selbst  zugeordneten  Punkte : 

Unsere  Formeln  Tx  gestatten  flberdies  noch  eine  einfache  Ab- 
leitung des  Satzes: 

^Die  Flache 

ajta^  =  0 

trennt  mit  dem  festen  Punkte  y  jedes  sich  entsprechende  Punktepaar 
*,  X  harmonisch." 

Denn  es  sei  ''  ein  auf  der  Fläche 

OxOp  =  0 

gelegener  Punkt,  daher 

a»' .  ay  «"  0 

wir  wollen  dann  zum  Punkte 

yi-\-kx't  «  ari- 
den nach  unseren  Formeln  conjugirton  Punkt  ^  bestimmen. 

Das  Einsetzen  in  die  Tabelle  7!r  ergibt  als  zugeordneten  Punkt  Z: 

p  .  Ä  —  2{ag*+  lag' .  a^)yi  -  a^*  .  (y,  +  Ix'i) 
da  aber 

so  hat  man 

demnach 

<J .  »rf  —  y<+  Aar,- ;      p  .  Zrf  =  y/  —  Xx/ 

was  zu  beweisen  war. 

Zusammenfassend  also  und  wieder  anknüpfend   an  das  im  Ein- 
gange Bemerkte:  Nachdem  eine  Fläche 

aufgestellt  und  benutzt  worden  ist,  um  eine  involulorische  Raum- 
Transformation  zu  liefern,  ist  es  nicht  mehr  nötig,  sie  far  jene  durch 
sie  erzeugte  Transformation  ausschliesslich  beizubehalten  —  im  Ge- 
genteile sind  dann  unendlich  viele  Flächen 

nachweisbar  als  geeignet  die  Stelle  der 

16* 
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0x^  =  0 

ZU  ersetzen;  das  Charakteristische  einer  solchen  Transformation  ist 
vereinigt  in  den  (i  Goordinaten  (oiay)  der  ebenen  Fläche 

axOy  -=  0 

Oder  anch:  Bei  Involntionen  dieser  Art  darf  der  transformirende 
Pnnkt  y^  sowie  die  Zahlenwerte  der  Goordinaten  der  Fläche  der 
Doppelelemente  beliebig  vorgegeben  sein,  —  nachträglich  können 
dann  Flächen  ' 

gefanden  werden,  die  gleichfalls  geeignet  wären  jene  Transformation 
za  ermitteln. 

Anm.  I.  Von  Herrn  Mansion,  Nonvelle  correspondance  de 
mathematiques,  Bnd.  IV.,  p.  257.  wurde  bewiesen,  dass  jede  lineare 
involutorische  Zuordnung  von  der  Art  sein  muss  wie  unser  aufge- 
stelltes System,  d.  h.  dass  sie  sich  stützen  muss  auf  einen  „trans- 
formirenden  Pnnkt'^  sowie  ein  lineares  Gebilde,  welches  die  Doppel- 
elemente der  Zuordnung  enthält. 

Anmerkung  IL    Ist  vorgegeben 

yi  *•  y«  "=•  .  . .  =  y/i-1  ■=-  0;     y/4  <^  0 

sowie  als  Gleichung  der  Fläche  der  sich  selbst  entsprechenden  Ele- 
mente 

die  folgende 

so  nehmen  wir  als  transformirende  Fläche  zweiten  Grades 

die  folgende 

x^i'  =  0 

Ihre  Anwendung  gibt  die  Transformationsformeln 

( (a^y^) .  ^.  —  —  (a^Vfi) .  «•;     »«•  1,  2,  3,  4  ...(/»—  1) 

Für  3  oder  4  Veränderliche  kann  man  mit 

die  Vorstellung  der  Gleichung  einer  endlichen  Coordinatonfläche 
(—  Axe  für  fi  «=  3),   oder  der  Gleichung  der  sogenannten  „unend- 
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lieh  fernen"  Pankte  verbinden.  Man  erfaftlt  dann  als  geometrische 
Peutang  unsrer  algebraischen  Specialisirung  in  dem  einem  Falle 
j0oe  Transformation ,  für  welche  die  Bezeichnung  ,,Spiegelnng'^  üb- 
lich; im  andern  Falle  jene  Zuordnung,  wo  zwei  Punkte  X  und  x 
jeweilig  die  entgegengesetzt  gleiche  Entfernung  und  Richtung  vom 
sogenannten  ^»Anfangspunkte'^  0,  0,  0,  ...  1  aus  aufweisen.  Der 
ioYolutorische  Charakter  dieser  beiden  Transformationen  ist  evident 


IIL     Involntorisehe  Transformationen  von  Formen  dritten  Grades. 

§  7.    Involutorisch-rationale  Transformation  einer 
homogenen  Form  Sten  Grades  in  sich  selbst. 

1.    Es  sei  vorgegeben 

€h?  ^  bx^  ^  c»' 

sowie  ein  Zahlensystem  (Punkt)  y^  für  welches 

erftllt  ist. 

Die  Yerbindungsgerade 

X^fiy+hc 

trift,  wenn  x  ein  beliebiger  Punkt  auf  der  Fläche 

A  a«'  =  0 

diese  Fläche  zum  drittenmale  in  einem  Punkte  X^  dessen  Coordi- 
naten  rational  ausdrückbar  sein  müssen  durch  die  von  x^  sowie  jene 
des  festen  Punktes  y. 

Wie  früher  schliessen  wir  weiter:  angenommen,  man  habe  For- 

(y) 
mein  tpj^x)  construirt,  welche  in  ihrem  geometrischen  Aufbau  uns 

verbürgen,  dass  immer  der  Punkt 

X%  =  9» 
auf  der  Fläche  A: 

sich  befindet,  wenn  y  und  x  darauf  liegen,  so  muss  —  als  mathe- 
matische Identität  —  sich  beim  Einsetzen  dieser  ^-Functionen  in 
die  Flächengleichung: 
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A'  a^»  -  0 

ergeben,  dass  A  ein  Divisor  von  A'  ist 

Denn  stellen  wir  uns  einen  der  anendlich  vielen  Punkte  der 
Fläche 

vor,  etwa  x\  so  weiss  man  schon,  dass  nach  effectiver  Berechnung 
der  ^^-Fanctioncn  bei  Einsetzung  der  Zahlen  Xi\  dr,', ...  9?^'  ia 

(welch  letzeres  die  Symbole  Vj,  x^  ,  , .  enthält),   A'   deswegen  ver- 
schwindet, weil  der  Punkt  ip  auf  A  gelegen. 

Da  dies  nun  aber  für  jeden  der  unendlich  vielen  Punkte  x* 
auf  A  gilt,  so  muss  der  algebraische  Ausdruck  von  A*  —  der  durch 
die  Allgemeinheit  seiner  alle  Zahlen  umfassenden  Buehstabenzeichen 
x^^  x^  ...  ar^i  alle  Punkte  einer  Fläche  A  aufzunehmen  geeignet  ist, 
indem  man  eben  nach 

nebenbei  schreibt  — ,   durch  eine  zwischen  A  und   A*  bestehende 
Identität  von  der  Form 

A^f.A' 

die  logisch  festgestellte  Tatsache  sichtbar  machen,   dass  eine  belie- 
bige Zahlengruppe  x^'  ,  ,  .  Xß   mit 

i  —  0    auch    A'  =  0 

erfQllt   (/  darf  dabei  selbst   eine  Function   der  *  sein).    D.  h.  die 
Ausrechnung  wird  und  muss  zum  Ausdruck  bringen,  dass  die  Fläche 

einen  Teil  der  traasformirten  Fläche 

bildet 

Um  die  Transformation  wirklich  herzustellen,  setzen  wir 
^i  —  fty^+Aar«    in    o«»  =  0 
ein,  um  zu  erhalten: 

wobei  vorausgesetzt  wird: 

öy»  =  0,       a,»  =  0 
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Wir  finden: 
daher 

Schliesslich  hat  man 

Diese  Zuweisung  rist  eine  involntorische;  denn  wäre  y  sowie 
ein  bestimmtes,  aus  x'  errechnetes  X*y  vorgegeben,  so  würde  sich 
als  dritter  Schnittpunkt  mit  der  Fläche  auf  der  Yerbindungsgeraden 
yX'  offenbar  wieder  der  Punkt  x'  einstellen  mttssen,  der  zur  Her- 
Btellung  von  X'  gedient  hat  ')• 

Durch  Einsetzen  des  Wertes  von  X  in  die  Flächengleichung 
erhalten  wir  A'  und  erfahren  dabei,  welches  der  Factor  /  ist,  um 
welchen  A'  gegen  A  multiplicativ  vermehrt  erscheint: 

(hierzu  ist  die  Gleichung  A  mit  dem  Symbole  c  geschrieben  worden, 
ebenso  7x  mit  a  und  b). 

Nun  ist  nach  der  Voraussetzung 

Demnach  erscheint  die  ursprüngliche  Form  behaftet  mit  dem  Kubus 
eines  linearen  Factors  —{hyH»),  Will  man  demnach  Formeln  auf- 
stellen, für  deren  Anwendung  die  Ueberführung  von  A  nach  £  eine 
vollständig  identische  ist,  auch  der  Form  nach,  so  hat  man  statt 
Ti  verbessernd  zu  schreiben: 

NXi  —  —  (aJai*)y^+(Va,)«,-,    N^  iflxa/) 

£8  sei  bemerkt,  dass  für  den  Punkt 

«••  —  y» 

alle  Transformationsformeln  illusorisch  werden.  Denn  man  hat,  mit 
oder  ohne  Nenner  schreibend: 


1)  Es  lei  herTorgehoben.  daii  der  inyolatoriiche  Charakter  der  Inyolation 
Tm  nor  erkannt  iit,  lo  lange  Punkte  der  Torgegebenen  Flache  A  transfor« 
mirt  werden.  Dais  obige  Formeln  überhaupt  inyolatorisch  lind,  fdr  alle 
Punkte  («j,  oj,  ...  «^4),  wird  ipater  (§§  8—  10.)  erwiesen  werden. 

2)  Hier  bedeuten  die  Klammern,  dass  jeder  in  ihnen  enthaltene  Aus- 
druck durch  effectiTe  Bestimmung  der  Symbole  ausgerechnet  und  dann  erst 
Potensirt  werden  soll.    Strenger  wäre  (a«  *<!»). (et* <iy)  .  (^*ey)  ^-  ■•  "^ 
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*  =  (V)yrf— («if')afi-0 

wegen 

Andrerseits  entspricht  jedem  Punkte  x\  ftlr  welchen 

ayW=0     ist, 

d.  h.  der  ganzen  Fläche 

a^^ox  —  0 

entspricht  der  einzige  Punkt  y. 

Die  \ik  Ausdrücke  der  Xi  stellen  also  Flächen  zweiten  Grades 
vor,  die  den  Punkt  yj,  y^  -  ^  *  pß  gemeinschaftlich  besitzen;  man  kann 
aber  leicht  zeigen,  dass  sie  sich  sämtlich  dort  bertthren^) 

Um  dies  nachzuweisen,  bilden  wir  die  Gleichung  der  Polarflftche 
einer  solchen  Fläche  J&,  genommen  fflr  den  Punkt  y^,  y^  -  --  y/M  91e 
Pol  und  geschrieben  mit  z  als  laufenden  Coordinaten. 

Xi  =  (a^at*)  y»—  (aiOy*)«.- 
gibt  polarisirt: 

2(ay .  Gy .  a,)y,— ay*{y,a,+»tfay}  —  yi.iap^Og) 
da 

•  

Diese  Tangentenfläche  ist  daher  dieselbe  für  alle  fi  Flächen  JT,;  sie 

ist  überdies  die  Tangentenfläche  an  die  vorgegebene  Fläche  dritten 

Grades 

Wir  werden  diese  geometrischen  Untersuchungen  später  erledigen 
und  kehren  zu  unsem  Formeln  für  NX  zurück,  um  denselben  den 
Satz  zu  entnehmen: 

„Für  eine  Function  von  höherem  Grade  als  dem  zweiten  ist  es 

—  im  allgemeinen  und  auf  einen  beliebigen  Punkt  ysich  stützend 

—  nicht  möglich  durch  ganze  Functionen  der  Yariabeln  als  Trans- 
formationsformeln X  die  Form  in  sich  selbst  ohne  Factor  überzu- 
führen." 

Specielle  Beispiele  für  fi »  3. 
liefert 


1)  Diese  Berührung  ist  nicht  die  gewöhnliche,    sondern  die  innigste  m* 
nftchst  der  Idcntitftt. 
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[ag^GM)  =  ar,(ayi«+2*y,y3)+af,(Pjfg«+2%3y,)+af3(yy8*+ 

Die  Sabstitationen: 

liefern  erstens,  wenn  2  Punkte  der  Cnrre  ^  bekannt  sind,  y  und 
X,  den  dritten  Schnittpunkt  der  Geraden  xy  mit  der  Curve,  X,  ra- 
tional; sie  besitzen  zweitens  die  involutorische  Eigenschaft,  d.  h.  sie 
geben  nach  n  aufgelöst  genau  dieselben  Functionen  q>i  in  den  JT«, 
welche  aus  den  xi  die  Xi  direct  zu  bilden  gestatten;  und  ihre  £in- 
fahning  in  die  Gleichung  der  Gurren  dritter  Ordnung  A^  an  Stelle 
der  y,  wird  diese  Gleichung  identisch  in  sich  überfuhren. 

Zahlenbeispiel.    Sei  vorgegeben 
d.L 

als  y  sei  gewählt  der  Punkt 

Vi  =  1»    yi  ■=  2,    ya  —  1 

Die  ausgerechneten  Transformationsformeln  sind 

e.Xi=  2V+a:8«— 4a:ja?,— »ifl^— i(a?,iC3— 2»,«) 
p.  jr,  —  2a?|«+2V— «iflp,- «ga-j— 4(4*1«,— ar,«) 
p.  X,  —  ari>-f  2x2«  — aPia?j  — 4a;,ap5— K«!«,  — 2V) 

Die  Einsetzung 
^i^+^^+Xj,^-bX^X^^    gibt   (ar,H-ar,M-«8'-ßaJ,r,*s).('i-«8+«5)' 

bis  auf  einen  Zahlenfiictor;  die  3  Kegelschnitte  X^X^X^  gehen  durch 
den  Punkt  1,  2,  1;  in  demselben  die  Curventangente  desselben 
Pnnktes,  nämlich 

berührend. 

Dass  sich  die  3  Kegelschnitte  -^  in  y  sogar  dreipunktig  be- 
rühren, wird  später  gezeigt  werden. 
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§  8.    Geometrische  Eigenschaften  der  Functionen, 
welche  die  inyolatorische  Sabstitution  vermitteln. 

Setzen  wir  einen  der  3  allgemeinen  Ausdrücke  q>i  fQr  die  Irans- 
formirten  Coordinaten  JT«,  etwa  9)3,  «-*  0,  so  hat  man 

9s  =  («yOys  — («*«y*)i«8  —  0;     «  JTj 
Demnach  wird  jeder  Punkt  «,',  or,',  a-j',  welcher 

^3  =  0 
befriedigt  und  der  Curve 

angehört,  transformirt  in  einen  Punkt 

IXi'  —  endlich 
X^'  =  endlich 
JT,'«  0 

demnach  liegen  alle  jene  Curvenpunkte  X'^  welche  durch  ansre 
Transformationen  zugewiesen  werden  den  Schnittpunkten  des  Kegel- 
schnitts 

9,3-0 
und  der  Curve 

auf  der  Geraden 

Nun  hat  aber  diese  Gerade  mit  der  Curve  dritten  Grades  nur  3 
Schnittpunkte  gemeinschaftlich  —  daher  kann  der  Kegelschnitt 

9,3  =  0 

mit  der  Curve  nur  3  von  y  verschiedene  Schnittpunkte  aufweisen; 
er  muss  demnach  in  ViV^yz  ^^^  Curve 

a,»-0 
dreipunktig  bertthren. 

Wir  können  diesen  Schluss  leicht  verallgemeinern  und  zugleich 
neue  Sätze  gewinnen. 

Wenn  3  Punkte  X^,  X^',  X^^'  der  Curve 

gleichzeitig  auf  der  Geraden 

aXi-^bX^+eXt  «•  0 
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liegen,  so  ist  anch  für  jeden  der  drei  Pankte  x'  auf  derselben  Curve, 
welche  die  drei  X  dnrch  Transformation  erzeugt  haben : 

ö[(ffy  ««'*) .  Vi  —  (o»  V)  a^i']  +  *  [  («r  ö*")  yi  —  («»  Oy*)  «%^ 

dazu  noch 

a^r'»  =  0 

sie  sind  also  Schnittpunkte  des  Kegelschnitts  D  mit  der  Curve. 

Dieser  Kegelschnitt  D  nun  hat  an  der  Stelle  y  genau  dieselbe 
Tangente 

ax  Of  *  =»  0 

wie  die  3  einzelnen  Kegelschnitte  ^i,  aus  welchen  er  additiv  zusam- 
mengesetzt ist;  d   h.  D  berührt  die  vorgegebene  Gnrve 

i4  —  0     oder     a,»  -=  0 

im  Pankte  y  — ;  einstweilen  also  wäre  eine  —   zw  ei  punktige  Be- 
r&hrang  in  y  erkannt. 

Nun  gilt  aber  als  Anwendung  des  bekannten  Schnittpunktsatzes 
Ton  3  Curven  Ster  Ordnung  durch  8  Punkte  der  Lehrsatz: 

„Liegen  die  3  Punkte  JT^,  X^^^  X^^^  einer  Curve  dritter  Ord- 
nung auf  einer  Geraden,  und  sind  x^,  ac^^,  x^^^  deren  Projectionen 
aof  dieselbe  Curve  von  einem  festen  Curvenpunkte  y  aus,  so  berührt 
jener  Kegelschnitt  />,  welcher  durch  x^,  oj^^,  x^^^  sowie  durch  zwei 
in  y  unmittelbar  benachbarte  Curvenpunkte  geführt  werden  kann, 
die  Curve  dritter  Ordnung  3  punktig  in  y  *)". 

Demnach  berührt  unser  obiger  Kegelschnitt,  der  durch  Trans- 
formation aus 

entstand,  in  y  die  vorgegebene  Curve  dritten  Qrades 

a,»«0 
dreipunktig. 

Somit  wird  jeder  K^elschnitt  von  der  Form 

die  Corvo 

a,8  =  0 

in  y  dreipunktig  berühren.    Denn  er  geht  durch  die  Projectionen  x 
der  3  Punkte  X,  in  welchen  die  Gerade 


1)  Dieser  Satz  ist  umkehrbar. 
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« 

die  Garve  schneidet  —  berührt  »einar  additiven  Zusammensetzung 
nach  die  Curve  zweipnnktig,  somit  nach  dem  geometrischen  Satze 
sogar  drcipanktig. 

Anmerkung  I.  Die  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  ge- 
brauchte einfache  Form  der  Transformation  lässt  diese  Verhältnisse 
noch  deutlicher  werden.     Der  Kegelschnitt  tp^  für  Z,  nämlich 

h  —(yz  +  axy+by^+cx*)  —  0 

ist  im  Endlichen  gelegen  und  schneidet  die  vorgegebene  Curve 

im  Endlichen.    Ist  nun  für  einen  bestimmten  Punkt  x'y' 

zugleich 

so  liegen  die  transformirten  Punkte  X*  F'  auf  der  Curve  unendlich 
fern,  da  der  Nenner  Z'  verschwindet. 

Somit  liegen  die  3  transformirten  Punkte  der  Curve,  wie  sie 
den  3  Schnittpunkten  mit  dem  Kegelschnitte  %  zuzuordnen  sind,  auf 
der  unendlich  fernen  Geraden. 

Andrerseits  könnte  man  auf  die  Lage  der  transformirten  Punkte 

auch  aus  der  Gleichung  schliessen,   die  fQr  den  Punkt  x'y'  erfüllt 

sein  muss: 

ax'^+ßx^^y'+yxy^  +  öy'^  -  0 

sie  gibt  3  Richtungen  -,  an,  in  welchen  erstens  die  endlichen  Schnitt- 
punkte x'y'  der  Curve  mit  dem  Kegelschnitte 

9,3-0 

liegen  müssen,  ist  aber  dabei  identisch  mit  der  Gleichung,  welche 
die  Richtungen  der  drei  unendlich  fernen  —  auf  einer  Geraden 
gelegenen  —  Curvenpunkte  bestimmt  hätte. 

§  9.    Formale  Erweiterungen  der 

Transformationsformeln-,  das  Netz  von  Curven  dritter 

Cr  dn  nng,  di  e  dur  ch  die  s  elbe  in  volutorisch- quadratische 

Substitution  in  sich  transformirt  werden. 

Immer  deutlicher  tritt  der  geometrische  Charakter  unsrer  q>' 
Functionen,  nämlich  der  einer  quadratischen  Cremona-Transformation 
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mit  3  zasammeD  fallenden  Hauptpunkten  ^)  hervor  —  aber  wir  sind 
loch  nicht  berechtigt  gewesen  diese  Bezeichnung  principiell  anzu- 
wenden, da  wir  bisher  immer  nur  Geometrie  anf  einer  Cnrve  ge- 
trieboi  haben  und  nur  für  deren  Transformation,  nicht  fflr  die  ganze 
Ebene,  unsro  Formeln  constrnirt  wurden.  —  Die  formalen  Er- 
weiterungen dieses  Paragraphen  bereiten  den  Uoborgang  von  der 
einzelnen  Curve  auf  die  Ebene  vor. 

Wie  frflher,  bei  dem  Falle  von  quadratischen  Formen  können 
wie  ausfragen  nach  den  Zahlen,  welche  bei  unsrer  Transformation 
von  Curven  dritter  Ordnung  in  sich  selbst  wesentlich  sind.  Stellt 
ach  hierbei  heraus,  dass  deren  Anzahl  geringer  als  die  der  Coef- 
fidenten  einer  solchen  Cnrve,  und  dass  diese  9  Cocfficienten  nur  in 
gewissen  Verbindungen  auftreten,  deren  Anzahl  <  9,  so  ist  damit 
die  Aussicht  eröffnet,  dass  unendlich  viele  Curven  —  wenn  eben  nur 
ihre  Constanten  in  jene  Zahl  von  Bedingungen  sich  fügen,  gleich- 
zeitig durch  genau  identische  Substitutionen  in  sich  transformirt 
werden. 

„Fflr  die  Transformation  einer  Curve  dritter  Ordnung,   die  sich 
I        anf  den  Cnrvenpunkt  y  stQtzen  will,  sind  nur  die  6  Grössen 

a^aif\    oj^ajf-,    a^ay\     «M^jfi    «si^^'i     ^it^v 

wesentlich;  d.  h.  die  6  Cocfficienten  des  Kegelschnitts 

flyo,«  =  0." 

Beweis.  Man  hat  zu  zeigen:  1)  dass  jede  Curve  3 ter  Ordnung, 
för  welche  6  Gleichungen  bestehen 

A*  •  /^y  =  ««*  •  öy ;       ßii '  ßw  =■  «31  •  «jf 
ßi*  'ßy^<h*'  flyi       ßit .  ßM  =  ÖJ2  •  öy 

den  Punkt  y  enthftlt,  wenn 

2)  dass  die  Transformationsformeln  gx  far  die  /3-Curve  iden- 
tisch sind  mit  jenen  für  die  a- Cnrve,  solange  sich  beide  auf  den 
Punkt  y  StQtzen. 

ad  1)    Die  Gleichung 

/J,»-0 
kann  geschrieben  werden: 


I)  SrtliDon-Ficincr:  Höhere  ebene  Curven.     Art.  330. 
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ßl'ßp 

.  tfi'+^ßtsßy 

y%ys 

+ftV. 

'y,'+2ßstßy 

PtVi  -0 

+ß,'ß. 

.  y»«+2A2fo 

S^iS^s 

Nun  ist  nach  der  Voraussetzung 

V-0 

ferner  sind  alle  hier  yorhandenen  links  vom  Striche  stehenden  Grössen 
nach  der  Voraussetzung  S  gleich  den  für  a  entsprechend  gebildeten ; 
das  Zusammenhalten  dieser  beiden  Voraussetzungen  zeigt,  dass  die 
Zahlen  yiy%y^  oben  eingesetzt  die  Bedingung 

befriedigen. 

2)    Ist  das  System  S  erfallt,  so  sind  die  beiden  Kegelschnitte 

ai,ax^  =  0      und      ß^ßx^  ^  0 

vollständig  identisch.  Bildet  man  nun  die  Polare  des  n&mlichen 
Punktes  y  (seine  Tangente)  in  Bezug  auf 

«y««*  —  0    als    Off.ay.ox'^  öy*oi  —  0 

und  andrerseits  in  Bezug  auf 

/Jy/Jx«-0    als    ßy^ßx^O 

so  mttssen  beide  Gleichungen  der  Tangente  vollständig  überein- 
stimmen.   D.  h. 

oy^ax  —  0 

muss  in  allen  darin  vorkommenden  3  Coefficienten  identisch  sein  mit 

ßy^ß.  -  0 

Wenn  man  will,  kann  man  diesen  Schluss  deutlich  machen  durch 
das  Hinschreiben  von  ß^ßx^  ■«  0: 

ßi^ßw      yi^i+ßiißy     yi^r^  +  ßsißv   •yia's 

ßitßy     y^^^i  +  ßt^ßg  'y%^i+ßs2ßy    •  ^a^s 
ßiißy   'Vz^  +  ßiißw     yt^2  +  ßsißy     yz's 

wo  wiederum  links  vom  Striche  Zahlen  stehen,  für  deren  Gleichheit 
mit  den  für 

ay  ax*  =»  0 

giltigen  durch  das  System  S  Sorge  getragen  wurde. 
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Demnach  sind  die  Formeln 

9»  —  ^i  *—  {ayax'^)yi  —(asa/)xi 
and 

ipi  —  JT.  —  (ßvß'^)y*  —  {ß*ß/)«i 

identisch  bei  Bestehen  der  6  Bclationen  S.) 

Somit  werden  dnrch  ein  solches,  einmal  anfgcstelltes  System  der 
(]Pi  nncndlich   viele  Cnrvcn  dritter  Ordnung  mit  gemeinschaftlichem 
Punkte  y  (und  gemeinschaftlicher  Tangente  in  ihm)  gleichzeitig 
in  sich  selbst  transformirt  and  keine  diese  Caryeu  ist  vor  den  übrigen  ^ 
ausgezeichnet. 

Es  sei  bemerkt,  dass  die  4Pankto,  in  welchen  die  4  von  y  aas 
an  eine  solche  Corvo  möglichen  Tangenten  dieselbe  berühren,  anf 
dem  festen  Kegelschnitte  (a^a^^)  »  0  liegen;  somit  anch  die  Doppel- 
punkte der  im  Systeme  vorkommenden  Carven  vom  Geschlechte  0. 
Dass  solche  Carven 

sich  überhaupt  unseren  Bedingungen   S  fügen  können,   wird  durch 
die  geringe  Zahl  der  letztern  erwiesen. 

Unser  oft  gebrauchtes  Beispiel 

gibt  bei   der  Verfügbarkeit   über   nßy^  die  Existenz  jenes  Curven- 
systems  von  gleichen  Transformationen  nochmals  za  erkennen. 


§  10.     Erweiterung   der   Anwendbarkeit  der  für  ebene 

Curven   dritter  Ordnung  gefundenen 

Transformationsformeln;     Bildung   von    involutorisch- 

quadratischen  Cremona-Snbstitntionen  der   Ebene. 

Die  Carven 

/J^»  =  0 

welche  einer  vorgegebenen  Curve 

in  der  Weise  des  vorigen  Paragraphen  zugeordnet  sind  durch  die  6 
Relationen  S,  überdecken  die  ganze  Ebene.  Denn  man  hat  Freiheit 
genng  bei  der  Bestimmung  von  ihren  9  Coefficienten  um  dieselben 
durch  einen  beliebigen  Punkt  z  der  Ebene  hindurchzuführen. 
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Lehrsatz.    „Die  Transformatioiieii 
aasgerechnet  mit  Zagmndelegang  einer  yorgegebenen  Carve 

nnd  eines  festen  Punktes  y  auf  ihr,  sind,  wenn  angewendet  für  einen 
beliebigen  Punkt  der  Ebene,  eindeutig  umkehrbar  und  zwar  iden- 
tisch umkehrbar.  Man  kann  ohne  Ausrechnung  schliessen:  setzt 
man  in  die  AusdrQcke  fttr  die  Xi  nochmals  an  Stelle  der  x^  die  für 
Xi  gebildeten  Ausdrücke  ein,  so  erhalt  man  identisch  die  Coordi- 
naten  xix^r^  wieder  (allerdings  behaftet  mit  dem  sich  gleichmässig 
einstellenden  Factor 

/■=  (a/ax)')." 

Beweis.    Fflr  die  Punkte  der  Curve 

ist  der  Satz  aus  der  geometrischen  Entstehung  (§  7.)  der  9-Formela 
zu  folgern. 

Ist  nun  ein  Punkt  z  yorgegeben,  so  kann   man  durch  ihn  eine 
Curve  dritter  Ordnung 

legen,  mit  gleichzeitiger  Erfüllung  der  6  Bedingungen 

Ift*  /^y  =  «1*  «if »  fe  ßif  ■"  **«  «r 
ß%*ßy  "-  «j*«y>  ßiißif  ■"  «81  «jf 
fe*  ßy  =  «s*«y >        ßiißif  ^  ^u  «jf 

(dass    /}y*  =  0    folgt  hieraus) 

Wendet  man  auf  den  Punkt  z  dieser  neuen  Curve  ß  die  Trans- 
formation 
Tjif)  q>i  -  Xi  -  (ßyßs^) .  Vi  -  (ßx  Ä«)  Xi 

an,  welche  vollständig  in  den  darin  vorkommenden  Zahlen  mit  der 
fttr  die  a-Curve  gebildeten  identisch  ist,  so  entsteht  ans  dem  Curven- 
punkte  z  jener  Punkt  als  zugehöriger  2,  in  welchem  die  Ycrbindnngs- 
gerade  von  y  nach  z  die  Curve 
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sehneidet  Wendet  man  aof  Z  naii  nochmals  dieselbe  zuletzt  ge- 
bnacbte  Transformation  TyS^)  an,  so  muss  man  wieder  den  Punkt 
.-erhalten  —  weil  eben  für  alle  Punkte  auf 

die  Zuordnung  Tjffi^  eine  inyolntorische  ist. 

Nachdem  dieses  bewiesen,  können  wir  die  Hilfscurve 

ganz  eliminiren;  wir  kOnnen  uns  vorstellen  als  sei  fortwährend  nur 
mit  der  fflr 

0,3  =  0 

gütigen  Tjc-Formeln  operirt  worden  ohne  die  Curve 

jemals  effectiy  hergestellt  zu  haben  —  und  gewinnen,  da  ja  die  TV- 
Formeln,  als  mit  den  rj[<<*)-Formeln  identisch,  mit  letzteren  über- 
einstimmende Schlussresultato  liefern  müssen,  den  Satz:  die  Formeln 
7i  führen  bei  zweimaliger  Anwendung  den  vorgegebenen  Punkt  « 
in  sich  selbst  zurück;  ihre  Umkehrung  ist  demnach  für  jeden  Punkt 
der  Ebene  eine  eindeutige  und  involulorische ;  d.  h.  jeder  transfor- 
mirte  Punkt  Z  liefert,  wenn  der  ihn  erzeugende  Punkt  z  nicht  ge- 
geben wäre,  denselben  darch  Anwendung  der  Transformationsformeln 
aof  Z. 

Auch  die  directe  Ausrechnung  der  Formeln 

tfi  =»  Xi  =  (atj  ax*)  yi  —  (ax  ay*)  xt 

mässte  die  Umkehrbarkeit  ergeben ;  aber  es  schien  uns  wissenschaft- 
licher auf  diesen  für  alle  Punkte  der  £bene  giltigen  involutorischen 
Hiarakter  der  Formeln  zn  schliessen,  als  ihn  durch  Rechnung 
n  erholen.  Jeder  algebraische  (wie  logisch-geometrische)  Satz  ist 
eine  Identität ,  d.  h.  eine  Banalität  —  nur  durch  das  Vermeiden 
jedes  Beweises,  der  sich  auf  directes  Ausrechnen  einer  Formel 
stjltzen  wollte,  nur  bei  consequenter  ausschliesslicher  Verwendung 
der  Phantasie,  die  mit  ihren  Schlüssen  dem  Hcchner  vorauseilt, 
verdient  die  Geometrie  den  Namen  der  MkEy%og  ngay^kaxonv  ov 
^iinoyiivfüv  und  ihre  Existenzberechtigung.  Dieses  Gefühl  Hess  es 
QQs  entschuldbar  scheinen,  wenn  —  zur  Constatiruug  des  eigent- 
lichen Charakters  uusrer  Transformation  bei  ihrer  Anwendung  auf 
die  Paragraphen  8  und  9  als  vorbereitend  eingefügt  wurden. 

Die    Curven   dritter  Ordnung   gewähren    somit   die    Möglichkeit 
involntorisch-quadratische,  d.  h.  Crcmona-Transformationen,  zu  bilden, 

Arch.  dtr  Mfttli.  a.  Phjm.    2.  Keihe,  T.  VIIL  1  7 
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und  zwar  erscheint  hierbei  von  letzteren  der  special! sirende  Fall, 
wo  3  Hauptpunkte  der  Transformation  in  einen  zusammengerückt 
sind.  — 


§  11.    Independcnte  Herstellung   von  Beispielen  für 
invol  uteri  seh -quadratische  Transformationen. 

Nicht  jede  Zusammenstellung  von  3  Ausdrücken  zweiten  Grades 
9tf,  die  man  willkürlich  gebildet  hätte 

Würde  eine  eindeutig  umkehrbare  Transformation  der  Ebene  vor- 
stellen —  höchstens  würden  jene  Formel  ausreichen  eine  vorge- 
gebene Curve  in  eine  andre  zu  transformiren  (Salmon-Fiedler, 
Höhere  ebene  Curv.  Art.  344). 

Noch  viel  weniger  würden  beliebig  gebildete  Ausdrücke  obiger 
Art,  identisch  umkehrbare  Transformationen  vorstellen.  Beispiels- 
weise ist  die  von  Salmon  a.  a.  0.  Art.  330  gegebene  Substitution: 

trotz  ihrer  grossen  Einfachheit  nicht  identisch  umkehrbar;  sondern 
die  Auflösung  nach  den  xi  ergibt: 

fl-,  -2r,jr,;         ar2«V;         x^^X^X^+mX,* 

Auf  die  Frage  nun:  „wie  kann  man  Beispiele  bilden  von  iden- 
tisch umkehrbaren  Gremona-Transformationen  mit  zusammenfallenden 
Hauptpunkten?^'  vermag  die  von  uns  vorgetragene  Theorie  der 
Transformation  von  ebenen  Curven  dritten  Grades  vollstfiudige  Ant- 
wort zu  geben. 

Durch  Annahme  einer  willkürlichen  Curve  dritter  Ordnung  können 
wir,  nach  dem  Vorhergehenden,  Transformationen  der  ganzen  Ebene 
bilden,  die  identisch  umkehrbar  sind. 

Zweck  des  gegenwärtigen  Paragraphen  soll  es  sein,  uns  auch  von 
der  Heranziehung  solcher  Curven  zu  emancipiren  und  wo  mög- 
lich direct  involutorisch-quadratischc  Transformationen  zu  bilden. 
In  diesen  Formeln  wird  in  nichts  mehr  —  äusserlich  —  der  Ge- 
dankengang erkennbar  sein ,  dem  sie  ihre  Existenz  verdanken ;  aber 
eben  hinter  dieser  Bildungsweise  verstecken  sich  Curven  dritter  Ord- 
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Dang  —  die  abrigens  niemals  effcctiv  zn  machen  sind  —  and  nur 
die  Yorstellang  von  dem  Bestehen  einer  solchen  Cnrve  dritter 
Ordnnng  wird  ans  das  Mittel  geben,  die  identische  Umkebrbärkoit 
der  anfzastellenden  quadratischen  Transformationen  zu  beweisen. 

Lehrsatz.     ^Sind  a^,  o^,   a^^   a^^    o^,,   aj,  6  beliebig  vorge- 
gebene Grössen,  nnd  erfüllen  die  Zahlen  y,,  y^,  y^  die  Bedingung : 

/(y)  =  fliiyi*+«»2yt*+«8sy8*+2(agsy,y3+asiy8yi+«i2yiy«)  —  o 

dann  hat  die  Transformation 

\9f        ,   df        ,  df 


|>X«/-(x).y,-i{g£^,   +   g£x,+   g^-«-,}. 


an 


licht  nor  den  Charakter  einer  Cremoua-Transformation  mit  3  in  y 
zusammenfallenden  Hauptpunkten,  sondern  die  Formeln  für  2Ci  sind 
identisch  amkehrbar." 

Beispiel: 

ist  entstanden  aus  der  Gleichung 

welche  von 

Vi  =  3,    y,  «=-  4,    y,  —  5 
erfüllt  wird. 

Die  Ersetzung  der  xf  in  diesen  Formeln  durch  ihre  homologen 

Ausdrücke  Xi  selbst  muss  als  Resultat  x«  erscheinen  lassen,  behaftet 

mit  dem  Kubus  der  linken  Seite  der  Tangentengleichung  für  3,  4, 

5  an  die  3  Kegelschnitte 

Xi^O 

Beweis.    Man  unterwerfe  die  Coefficicnten  einer  Curve   dritten 
Grades  folgenden  6  Bedingungen,  wo  y  dem  f{y)  =  0  genügt: 

«i'«y=    «iiiyi+öji2yj+«iisys  —     p«ii 
a,«fly=    a«jyi+flM2yi+<»«23y8  ""     ^-^2« 

«2*«»=        a8Siyi  +  ÖM2y2+«S8SyS    "         P '  ^88 

2a^ ay=  2(0281  yi  + «282 yi  + «238 ys)  •=="  2.^.a„ 
2asi«y  =  2(0811  yi  + «812  y2  + «318  ys)  —  2.^.03, 
2«,««^  «  2{ajjrty,  +  a,2ty,  +  a,My3)"=  2.p.ai8 

17* 
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In  diesen  6  Gleichungen  sind  die  yiV^y^  sowie  die  6  Grössen  (Coef- 
ficienten)  ai\  bekannt,  für  die  11  Unbekannten  a,w,  q  ergibt  sich 
demnach  noch  grosse  Bewegungsfreiheit. 

Stellen  wir  nun  die  10  Coefficienten  uns  als  fixirt  vor,  d.  h,  als 
wirklich  gegebene  Zahlen,  so  können  wir  die  6  Gleichungen  multi- 
pliciren  mit  den  6  Grössen  ,y,^  y^*,  y^^,  y^y^,  y^y^,  y,  y^  respective. 
Wir  erhalten  rechts 

was  nach  der  Voraussetzung  «  0,  links  entsteht 

«,3  «  0 

d.  h.  der  Punkt  y  liegt  auf  der  den  Bedingungen  entsprechend  be- 
stimmten Curve  dritter  Ordnung. 

Diese  Curve  kann  nun  benutzt  werden,  um  eine  für  die  ganze 
Ebene  brauchbare  involutorisch-quadratische  Cremona-Transformation 
zu  liefern: 

Xi  «=  (oy  ax^)  yi  —  (öj  « 1/*)  a*i 

aber  man  überzeugt  sich  leicht,  dass  (ayOjt^)  zusammenfällt  mit 

«11  v+ ...  «/"W 

ebenso,  dass  {aiüy^)  identisch  ist  mit 

^8/        ,    Sf        ,   8/- 


.rdf        ,df        .df       \ 


Denn  es  ist  beispielsweise  in  (oxay^)  der  Factor  von  sr^: 
(«1*% .  y,  +  a,2  ay .  yg +«i3  ^y  •  Vs) 

dies  gibt  aber  nach  der  obigen  Tabelle  über  die  Werte  der  Coef- 
ficienten 

(0^11^1  + «12^2 +«18^3)  =  igr 

Die  Transformation  durch  die  quadratischen  Functionen  unsrcs 
Lehrsatzes  ist  also  dieselbe,  welche  —  mit  Hilfe  einer  bestimmbaren 
Curve  dritter  Ordnung  gebildet  —  die  Ebene  involutorisch  abbildet. 
Dies  war  zu  beweisen. 

Beim  Gange  des  Beweises  war  es  niemals  nötig  die  Coefficienten 
otki  wirklich  zu  bilden  — ;  auch  wenn  wir  im  folgenden  Zahlenbei- 
spiele  eine  Curve  dritter  Ordnung  effoctiv  herstellen,  so  goschioht 
es  nicht  um  den  Beweis  unsrcs  Satzes  irgendwie  zu  bvkrüftigen,  sontier.i 
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um  das  Material  zu  liefern  zo  nachträglicher,  rechnerischer 
Best&tigang  nnsrer  Schlüsse. 

Zahleubeispiel.    Wenn  vorgegeben 
so  wird 

m  -  0 

befriedigt  von 

yj  =  '5   y«  —  1,   ya  •*■  1 

Wir  finden  als  eine   der   unendlich   vielen  Curven   dritter  Ordnung, 
deren  Coefficienten  den  6  Bedingungsgleichungen  genügen,  die  folgende: 

—  6ar^a:,aP3  -»  0 

Beide  Gorven,  der  Kegelschnitt  wie  die  kubische  Curve  liefern  dann 
die  Substitutionen 

-  (—  16a;^  -  16jr|  +  S?«?»)*.- 
oder 

^X,  -  llafi«— 6ar,«+17a-3«+16arjX3— ISiTjar,  — 20ariar, 
e.ir2=-  — Öar,*  +  10a-jj*  +  17ar3*--16a:8ar3  +  14ar3ic,--20jr,.r, 
p.X,  «  -  5ar,«  -  6V  -  15a:3»  +  3?irja-3  +  30ir3ari  —  36a-,  a-. 

Diese  Formeln  haben  involutorischcn  Charakter;  ersetzt  man  in 
ihnen  die  xi  durch  das  homologe  i^i,  so  erhält  man  wiederum  x«, 
mit  dem  Factor 

(^1+^8 — 2aP3)'    behaftet 

Zweites  Beispiel.  Unsere  schon  benutzten  einfachen  Formeln 
S  7.  Schluss: 

^=— «y,     y-n— y»,     Z=- «y  +  aa:y+&y*+^* 

welche  bei  beliebigem  a,  &,  o   die  Eigenschaft  besitzen,  identische 
Umkehmngen  zuzulassen,  sind  entstanden  aus  der  Function: 

2«^  +  *"^y + *y* + ««•  =  0 
und  dem  Punkte  0,  0,  1.  —  Denn  man  erhält  in  der  Tat 
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X5  =  f—yz  «-  a9f-f-aacy+5y«-l-«c* 


da  hier 


IT.    IHe  SylTester-Cayley^sehe  Methode  der  Zerspaliuiig  der 

inTolatoriseh-qaadratiseheii  Transfonnation  einer  Cunre 

dritter  Ordnung. 

§  12.    Beweis  für  die  Möglichkeit,  eine  Transformation 

einer  Gnrye  dritter  Ordnung  in  sich  selbst  aas  zwei 

eben  solchen  Transformationen  additiv 

znsammenzasetzen. 

Liegt  die  Gleichnng  einer  Curve  dritten  Grades  vor,  geschriebou 
in  der  Form 

so  kann  man  auf  dieselbe  unsere  quadratisch-involntorischcn  Sub- 
stitutionen 

T j  Xi  «  {ay  «,•)  yi  —  (oy*  ax)  x. 

anwenden,  nachdem  ein  Punkt  a,  &,  c{y)  der  Curve  bekannt  ist  und 
findet  (vcrgl.  die  Zahlenbeispiole  am  Schlüsse  von  Abteil.  1.  von  §  7.): 

JTj  =r  ah  0*2'  +  ac  T^  —  ll^x^  x^  —  c'or,  Xj  -f-  2ä; { a*  x^x^ — hc  x^  \ 
X^  =  hcx^'\-haxi^ — e^x^x^  —  a^x^Xi']^2k{b'^x^x^  —  cax^^ 
X^  -=>  cax^^'\'cbx^^  —  a^x^r^  —  b^x^x^'\'^h[c^Xiir^  —  abx^*\ 

=  a>4  (ar,  x^ x^  +  2k^^  (x^  rr,  arg) 

Herr  Sylvester  hat  bemerkt,  dass  man  die  Voraussetzung 
a^J^b^J^c^J^2kahc^0 
benutzend,  für  obige  Formeln  als  identisch  die  Proportionen  : 

nachweisen  kann  (für  jeden  Punkt  der  Curve  Ä)  —  vgl.  die  ersten 
Seiten  seines  Aufsatzes  über  „Cubischo  Curvon''  im  Bande  III  des 
American  Journal  of  Mathematics. 
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Herr  Cayley  hat  hinzugefügt,  dass  nicht  nur  oino  Carve  A  iden- 
tiidi  in  sich  selbst  transformirt  wird  durch  die  Substitutionen 

Xi  =  Oi     oder    Xi  —  ^i 

welche  Formeln,  fflr  die  Curve  gleichberechtigt  mit  der  Substitution 

Tor  letzterer' den  Vorzug  grösserer  Einfachheit  haben  —  sondern 
dass  auch  die  beiden  Systeme 

ohne  allen  Zusammenhang  mit  einer  Curve,  bei  beliebigen  a,  &,  e  — 
die  Punkte  der  Ebene  involutorisch  ordnen;  so  dass  also  die  Auf- 
lösung der  <Z>i  nach  den  n  für  letztere  dieselben  Formeln  —  zu 
schreiben  iu  den  Xi  —  liefert,  wie  sie  oben  ausgerechnet  stehen, 
geschrieben  in  den  ar,  —  dasselbe  gilt  für  die  Vi  (John  Hopkins 
üniversity  Circulars,  pag.  178). 

ZahlenbeispieL    Die  Curve  (§  7.,  1)  mit  dem  Punkte  1,  2,  1 

wird  nicht  nur  durch  die  dort  gegebene  zusammougesetzto  Trans- 
formation iu  sich  selbst  trausformirt,  sondern  auch  durch 

oder 

Xt  «  2xi«+2x3»-  x^x^—  x,*3 

^3  ^    a?i*+ 2x,*—    ^i  ^3  —  ^« ^3 

Beide  Systeme  sind,  jedes  für  sich,   für  alle  Punkte  der  Ebene 
involutorisch. 

Wir  geben  für  diese  durch  Ausrechnung  gewonnenen  Sätze  fol- 
genden 

Beweis. 

Wir  wenden  auf  die  vorgegebene  Curve 


die  Transformationen  W 
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QX^^=^cax^ — b'^  x^Xi  )  W 

aa  und  erhalten  als  transformirte  Curvo  in  der  JT-Ebene,  durch 
Elimination  von  4  Grössen  aus  4  Gleichungen :  -4,  3*^,,  eine  Curve 
6ten  Grades  deren  rechnerisch  entwickelte  Form  unten  folgt. 

Ueber  die  Gestaltung  dieser  Curve  können  wir  einiges  geome- 
trisch schliessen:  wendet  mau  auf  die  9  Wendepunkte  der  Curve 
die  y'-Trausformatiouen  an,  so  entspricht  dem  «-Punkte 

!1)    0,  —1,  1     der  -ST-Punkt    1)'    a,  c,  b 
2)     1,  0,  -1  2)'    c,  6,  a 

3)     -1,  1,  0  3)'    b,  a,  c 

(  4)    0,  — f,  1  4)'    a,  c0,  bs* 

15)    0,  1,  -e  5)'    a,  c«*,  bs 

i  6)     1,  0,  — «  6)'     c,  be,  a€» 

\  7)    —«,  0,  1  ly    c,  *c«,  OB 

(8)    —6,  1,  0  8)'     Ä,  ag,  ca» 

l  9)     1,  — f,  0  9)'    b,  a£«,  ci 

Man  findet,  dass  nicht  nur  die  ausgerechneten  9  Punkte  X:  V...9' 
der  Curvengleichung  A  genügen,  sondern  auch  jeweilig  mit  dem  za- 
gehörigen Wendepunkte  auf  einer  Geraden  durch  a,  &,  c  liegen. 

Wollte  man  die  9  ausgerechneten  Punkte  als  Punkte  der  x- 
Ebene  auffassen  und  in  die  X-Ebene  transformiren ,  so  würden  sich 
genau  entsprechend  die  9  Wendepunkte,  diesmal  der  ÜT-Ebene  zu- 
gerechnet, wieder  einstellen. 

Demnach  werden  bei  Anwendung  der  ^-Transformation  18 
Punkte  der  Cnrve  A  in  18  Punkte  derselben  Carve  übergeführt. 

Dies  ist  nur  möglich ,  wenn  die  durch  die  y^-Transformation 
aus  A  abgeleitete  Curve  A'  als  Bestandteil  die  Curve  A  enthält  (da 
18  Punkte  der  transformirten  Curve  A*  auf  einer  Curve  dritter  Ord- 
nung liegen ,  so  trennt  sich  zunächst  von  A'  eine  solche  Curve  ab ; 
diese  ist  identisch  mit  A,  weil  sie  mit  A  18  Punkte  gemeinschaft- 
lich hat) »). 


1)  In  der  Tnt  iet  die  transformirte  Gleichung  nnsgerechnet 
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Demnach  der  Sylvester-Cayley'ßche  Satz;  erster  Teil:  7.)  „Die 
Cnnre  A  wird,  wenn  a,  b^  c  auf  ihr  gelegen,  durch  die  Substitutionen 
W  in  sich  transformirf 

Was  die  früher  discutirte  Determinante 

bcxj^  —  a^x^x^     ca  x^  —  b^x^  Xi     ab  x^ — c^x^x^ 


«1 
a 


«•2 
b 


»-3 
C 


anlangt,  so  kann  man  fflr  deren  identisches  Verschwinden  aus  dem 
soeben  Gesagten  einen  Beweis  ableiten.  Bei  beliebigem  a,  5,  c  ge- 
nügen ihr  die  Coordinatcn  x^x^x^  jener  9  Wendepunkte  1—9;  nebst 
den  zugeordneten  Punkten  l'->9'.  Nehmen  wir  nun  weiter  einen 
beliebigen  Punkt  dazu,  etwa  0,  0, 1,  der  fQr  allgemeine  a,  &,  c  nicht 
auf  der  zugehörigen  Curve  liegen  wird,  so  zeigt  das  Einsetzen  der 
Coordinaten  des  dazu  gehörigen  X-Punktes  in  J: 


0  0  1 
0  0  1 
a    b    c 


dass  auch  für 

a?i  =  0,     «j  =  0,     ars  =  1 

zf  verschwindet.    Da  somit  die  Gleichung  dritten  Grades 

^-0 

erfüllt  ist  für  18  Punkte  einer  Curve  dritter  Ordnung,  sowie  für 
einen  ausserhalb  derselben  gelegenen  Punkt  0,  0,  1,  so  muss  sie 
eine  Identität  sein  für  alle  Punkte  der  Ebene,  bei  beliebigem 


a,  6,  c. 


Man  schliesst  nun  weiter  für  die  Punkte  der  Curve  Ai 

Ist  der  Curvenpunkt  %  gegeben,  und  Z  construirt  worden  durch 
dio  ^-Functionen,  so  kann  man  zu  Z  den  entsprechenden  weiter 
transforaiirten  Punkt  Z'  der  JT-Ebene  suchen,  nachdem  Z  sls  x- 
Punkt  aufgefasst  worden.  2'  muss  erstens  der  Curve  angehören 
(Satz  7),  zweitens  auf  der  Geraden  von  Z  nach  a,  6,  c  liegen  (i/=0) ; 


(bc  -Y,  -f  ca-Yj  +  afr-Yg)  {bcX^  +  caf  X^  +  ab  f'-Yg)  (hcX^  +  ca  i^X^  '\-abiX^) 
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muBs  demnach  mit  dem  a  priori  gewählten  Curvenpunkte  z  zusam- 
menfallen, der  mit  Z  auf  einer  Geraden  lag. 

Daher  der  Satz: 

8)  „Die  Formeln  W  liefern,  angewendet  auf  die  Curve  Ay  jo 
zwei  involutorisch  einander  zugeordnete  Punkte." 

Die  Erweiterung  dieses  Satzes  wurde  am  Schlüsse  des  „Ex- 
curses'^  mitgeteilt,  von  ihr  ist  ohigo  auf  eine  Curve  hezüglicho  Aus- 
sago nur  eine  specialisireude  Anwendung.  [Es  sei  hier  einge- 
fügt, dass  die  Frage:  „welches  ist  der  Ort  der  x-Punkto,  die  mit 
ihren  zugeordneten  Punkten  X  Verhindungsgerade  durch  einen  von 
a,  i,  c  verschiedenen  Punkt  rf,  c, /"  liefern?"  auf  eine  zerfallende 
Curve  führen  muss.  Denn  jener  Bedingung  genügen  erstens  die  x- 
Punkte  die  Verbiudungsgeraden  von  rf,  c,  f  nach  a,  b^  c^  zweitens 
aber  die  Punkte  des  Kegelschnittes  B  in  Satz  2)  des  Excurses]. 

Wir  vollenden  nunmehr  das  Theorem.    Die  Formeln 

QXi  =  0^(xiXiX^)  +  2ky[fi{XiXiXs) 
pXj=  <I>3(ir,a•2a•3>+2^•^3(a•,irJar3) 

haben,  da  sie  —  in  toto  genommen,  ohne  Trennung  —  direct  nach 
früheren  Methoden  abgeleitet  wurden,  die  Eigenschaft  einen  be- 
stimmten Punkt  zis^z^  der  vorgegebenen  Curve  A  überzuführen  in 
einen  Punkt  Z^Z^Z^  derselben  Curve,  der  mit  a,  &,  o  und  z  auf 
einer  Geraden  liegt 

Die  ausgerechneten  Zahlen  Z^Z^Z^  sind  definirt  durch 
qZ^  «  <Pl(i^l22^3)  +  2^-^l(«l^2^3) 

qZ^  =   <2>2(ä|  ^223)  +  2^'^2(2l2223) 

qZ^  =  <P3  (2|  z^z^)  +  2^•^3  («,  «8  a^J) 

Hätten  wir  aber  die  ^-Functionen  allein  angewendet,  so  hätten 
wir  hierbei  ebenfalls  aus  z^z^z^  einen  mit  z  und  abc  auf  einer  Ge- 
raden liegenden  Punkt  erhalten.  Dieser  durch  die  5^-Functioneu 
ausschliesslich  bestimmte  Punkt  kann  kein  andrer  sein,  als  der  vor- 
hin bestimmte  Punkt  Z.  Demnach  genügen  die  3  vorhin  errech- 
neten Zahlen  Z^Z^Z^  den  Gleichungen 
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Die  Grössen  ^i  mflssen  demnach  der  Proportion : 

Z^iZ^.Z^  =  <I>i(Ä,«,a3):<l>2(«i«»«8):<^3(*i«f«8) 
genügen,  für  jeden  Pnnkt  der  Cnnre  A. 

Efirzer:  9)  ,,Fflr  die  Punkte  der  Cnrve  A  ist  die  quadratische 
Cremona-Transformaüon  <2>  vollständig  in  ihrer  Wirkung  identisch 
mit  der  ^-Function.  Beide  liefern  bei  vorgegebenem  Punkte  x  der 
Gurve  den  auf  der  Yerbindnngsgeraden  von  a,  &,  c  nach  x  liegenden 
Currenpunkt  als  zugehöriger  X-Punkt/* 

In  der  Fassung: 

findet  sich  der  Satz  an  den  beiden  citirten  Stellen  ausgesprochen. 

In  der  rechnerischen  DurchfQhrung  des  Beweises  für  diese  Iden- 
titäten wird  die  gegebene  Voraussetzung  auftreten;  denn  beide  Sub- 
stitutionen O  und  ^  sind  a  priori  fast  vollständig  (für  die  Ebene) 
verschiedenartig,  selbst  wenn  die  Werte  der  sie  jeweilig  bestimmen- 
den Gonstanten  a,  &,  c  gleich  sind  für  beide  Formeln  —  ;  sie  können 
gleiche  Wirkung  nur  haben  für  eine  ganz  bestimmte  Curve,  deren 
Lage  von  den  Constanten  o,  6,  c  abhangen  muss. 

Wir  geben  schliesslich  einige  Resultate  für  die  <l>-Functionen, 
wie  sie  aus  obigen  Sätzen  folgen: 

10)  ,yDieselben  teilen  mit  den  ^-Functionen  alle  Eigenschaften, 
die  sich  auf  die  Lage  der  der  Transformation  unterworfenen  Cur- 
venp unkte  beziehen/^ 

11)  „Aber  sie  können  mit  den  ^-Functionen  nicht  dieselben 
3  Hauptpunkte  gemeinschaftlich  haben,  mit  Ausnahme  von  a,  &,  c}^ 

Beweis.  Die  ^-Functionen  verschwinden  an  den  3  Stellen  a, 
&,  c;  o,  &«,  cc';  a,  hi\  ce.    Aber  die  zusammgesetzten  Formeln 

können  ihrer  Entstehung  nach  nur  für  den  einzigen  „transformiren- 
den  Punkt^^  a,  6,  c  illusorisch,  d.  h.  gleichzeitig  =  0  werden.  Dem- 
nach müssen  die  <I>-Functionen  für  die  beiden  x-Punkte:  a,  df,  es'; 
o,  5<',  €t^  für  welche  die  ^  verschwinden,  von  null  verschiedene 
Werte  ergeben. 

12)  „Demnach  ist  für  jede  Tx-Transformation  quadratisch-in- 
Tolutorischen  Charakters 
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Xi  «=  {ayax^)yi-'{a,/ax)xi 

eine  Zerteilung  der  drei  einzelnen  Summen ,  welche  jeweilig  ein  X^ 
vorstellen,  möglich,  so  dass  für  Punkte  der  Curve  a«'  =  0  identisch 

X?^  <I>,+  2A;^, 
und  gleichzeitig  ^ 

Aber  diese  Zerteilung  setzt  die  Kenntniss  der  Wendepunkte  der 
vorgegebenen  Curve,  d.  h.  die  Auflösung  einer  Gleichung  vierten 
Grades  voraus.*' 
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XI. 
Ein  Satz  über  Binomialcoeffieienten. 

Von 

J.  Hermes. 


In  der  6ten  Note  der  algebraischen  Analysis  beweist  Cauchy 
unter  andern  ähnlichen  Sätzen  auch  den  folgenden: 

,,Mu1tiplicirt  man  die  Binomialcoeffieienten  ß  irgend  einer  Potenz 
z.  B.  der  vierten:  1,  —4,  6,  —4,  1,  mit  abwechselnden  Zeichen  ge- 
nommen, der  Reihe  nach  mit  den  aufeinander  folgenden  figurirten 
Zahlen  einer  höchstens  eben  so  hohen  Ordnung  z.  B.  mit:  3,  6,  10, 
15,  21  und  addirt  die  Producte:  3,  —24,  GO,  —60,  21,  so  erhält 
man  stets  null,  nur  zuletzt:  ±1." 

Mit  Anwendung  der  bekannten  Symbole  fQr  Corobinationsan- 
zahlen  ohne  Wiederholungen: 

und  mit  Wiederholungen: 

lässt  sich  der  Satz  in  die  etwas  allgemeinere  Formol  1) 

S(-'>'(:)f"t']-'-""ra 

zusammenfassen  und  leicht  durch  Schluss  von  n  auf  n-f-1)  wie  folgt 
beweisen.  Man  addire  zur  letzten  Gleichung,  falls  sie  schon  gelten 
möchte,  die  dann  auch  geltende: 
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S<-»'K:)r;+1=<-"-[tiT 

in  der  Art  hinzu,  dass  jedes  A;te  Glied  der  ersten  Summe  mit  dem 
(A;-]-l)ten  Gliede  der  zweiten  Summe  vereinigt  wird,  so  ergiebt  sich, 
da 


ö =(-!;')- 


1 


ist,  Formel  1)  für  n  +  l,  nämlich: 

Für  n  «=  1  geht  aber  Formol  1)  in : 

[:]-[t']-[:tj] 

über,  was  nach  der  Definition  der  figurirten  Zahl  f]  fQr  jedes  m 
richtig  ist,  m  und  q  zunächst  als  positive  ganze  rationale  Zahlen 
gedacht.    Für  negatives  q  ist 


[:]-» 


Die  beiden  Symbole  (  )  und  [  ] ,   welche  ja  auch  nicht  wesent- 
lich von  einander  verschieden  sind,  da 

[7] -<-»*(:)  •"-  (7) =<-')' [3 

gilt,  kann  man  offenbar  durch  ein  drittes 

'-!:!- Kn- etil 

ergänzen  und  so  fort. 


1)  Bekanntlich  gilt  auch 

[:]=[S] «-  G)-(.%) 


Für  jk  =  0  und  fc  =  n  ist 


fQr  /;  <  0  und  A;  >  n  ist 


(:)=' 
(:)-» 
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Wir  gewinnen  dann  folgenden  Satz  2) 

der  als  speciollen  Fall 

n  =  r  =  2^  ««  2m 

(nach  Division  mit  n)  zwar  ebenfalls  die  Formel: 


!<-"'(:)  [r]-o 


enthält,   aber  doch  nicht  direct  mit  einem  der  Caucby'schen  Sätze, 
etwa  mit  Formel  9  a.  a.  0.  identisch  sein  möchte  0- 


Beweis   von   Satz    2) 

Ist  derselbe  auch  ebenso  einfach  wie  der  vorher  zu  1)  gegebene, 
so  wollen  wir  doch  des  Folgenden  wegen  vorher  noch  näher  auf  die 


3  =  I ,  I    eingehen. 


Erheben  wir  die  Differenz 

a«  jw— Af-i 

auf  die  nte  Potenz  und  bezeichnen  il/**  +  ( — lyM—^  mit  9r,  so  er- 
halten wir 

'  8-  =  8«  -  (")  8-2  +  (2)  9-4  -  (3)  8«-.  +  . . . 

Indem  hierin  dn-2,  Bu-a^  dn-e  wiederum  durch  Potenzen  ausgedrückt 
werden,  entstehen  die  Ergänzuugscoefficienten  ö.    Es  wird 

8»-8"+{l}8"-2+{2}8-«+... 

Multiplicirt  man  nämlich  dg  mit  8(7,  worin  g  und   G  gerade  Zahlen 
und  0'>  g  angenommen,  so  ergiebt  sich: 

dg  da  —  do-g  =  do-^g 

nnd  analog  f&r  ungerade  Indices: 


1)  Imlirect  hangen  diese  S&tze  offenbar  nlle   mit  einander  als  Idenditilten 
ZDsamnien.    Vgl.  nach:  BHltzer,  Dctcrminunton  §  3,  7   und   10. 
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uebst 

8«3ö+8fl'--i«  «  S<7+n      und      8^817  —  dü-g  =  9u\^g. 

Zur  Recarsion  sind  nun  am  bequemsten  die  zweite   und  dritte 
Formel  fQr  u  =  1  zu  benutzen;  zugleich  erhellt,  dass 

wird. 

Um  also  eine  Tafel  für  die  6  zu  entwerfen,  hat  man  zunächst 

tt=  C7—  1 
zu  setzen 

a«8„  «  8,81  ==  18«    und    8t'-«  =  80 

muss  hier  natürlich  2  sein,  sonst  »  1,  weil  dann  eben  die  2  schon 
als  Coefficient  berücksichtigt  ist. 

wird  also  18*4*2     Wird  dies  von  neuem  mit 

811  —  8, 
genommen  und 

82-1  «  18 
hinzugefügt,  so  folgt 

83  -  l8»-f  39 

Schreiben  wir  nur  die  Cocfficienten  d,  indem  sich  die  stets  geraden 
resp.  stets  ungeraden  Potenzen  von  8  von  selbst  verstehen,  so  lässt 
sich  die  Constrnction  der  Tafel  für  die  ^ 


»0 


)1 

8,  =  1 

a,  =  12 

Ss  -  13 

^^  =  \  4:2 

85  =  15  5 

ae  =  16  9  2 

gj  =  1     7  14  7 


l)  In  (lioscm  ilor  vier  F»11p,  wo  dn^v  ">"  «üS*  und  8p_«,  wie  immer 
bei  geradem  Index,  mit  2  schliesal,  ist  du-v  *■■"  ''■"^  Stella  nach  rechts  aus- 
znrficken. 


Digitized  by  VjOOQIC 


Hermes:  Ein  Satz  über  Dinomlaleoeffieienten.  273 

d^  =  18  20  16  2 

89   —        1     9  27  30    9 
S,o  «1  10  35  50  25     2 

folgcndermasseu  zusammcDfassen :  „Werden  je  zwei  aufeinander  fol- 
gende Zeilen  addirt  und  das  Resultat  um  eine  Stelle  nach  links  ge- 
rückt, so  erhalt  man  die  Cocfficienten  der  u&chstfolgeudeu  Zeile", 
Zar  Probe  3,o  nach  Formel 

8ti3r+Sr-t»  «  dü^u    hat  man: 
37=...    1     7     14    7 


3  21 

42  21 

1     7  14 

7 

1   10  35 

49  21 

^-3  -=  34  •= 

1     4  2 

3,0  =      1  lü  35    50  25  2        also 

«  3'^+10o»H-358«  +  503^  +  258=«+2 

♦^^Ul.    I^^^-IO-    r^u35 

)    0)       ^'      \    li        ^"'      \    2)       ^•^    •• 

Aach  ist  die  Summe  der  in  einer  Colonne  bcGndlichon  Zahlen  =3.2''; 
die  vorletzte  Zahl  in  einer  29ten  Reihe  ist  q^  etc. 

Die  Entstehung  dieser  Zahlen  giebt  nun  unmittelbar: 


I 


( r)       /r-l\  _     _  r(»--3)  _  r(r-l)(r-2)(r-:t) 
\2j"\    2   )       ^~     1.2     ~    i.l.{r-\)(r-'2) 

\t\        (r—2  \f  r-4\  _  r(r  -4)(r-5) 

ui'v  3  y    y  1  j-     1.2.3 

r(r-l)(r-2)  r-3)(r-4)(r-5) 
"■         1   2.3(r-l)(r-2}(r— 3) 


knk.  i.  lUth.  a.  Pkyii.    2.   li.ik«,  T.  VIII.  i» 
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f     r     \_/r-k\_/r-{k+2)\ 

_  A  -  (fc+l)\  _|_  /r-  (*+l)\  _  /r-  (H-3)\  _  /r  -  (fc+3)\ 

wenu  das  ersto  und  dritte,  das  zweite  und  vierte  Glied  vereiuigt 
werden.  Dies  fahrt  fttr  r  —  2  =  n  auf  obige  Definition  von  S  uftm- 
lich  anf 


zurOclc.    Es  ist  aber  auch ; 


{;!- 


r(r-p  -  !)(.— ,0-2)  ■■■  (r-2e+l) 


1.2.Z  ...  « 
Denn  addiren  wir 

(  r+1  \       (r+l)(r  -g  -l)(r  -»-2)  . .  .  (r-2p4-l)(r -2p) 
\p+l|"  1.2.3...  e.(p+l) 

hinzu,  so  resaltirt 

(r-p-1)  ...  (r-2p+l)  ( rp+r-}-r»-.Vp+r-2e » 

1...  e  \  e+1  / 

_  (r+2)(r+2-(e+2))...  (r+2-(2p+l))         ( r+2  » 
-        ^  "  1.2  ...(p+1)  ^    U+U 

wie  oben,  also  muss  auch,    da  beide  Maie  dasselbe  Gesetz  erhalten 
wird,  und  der  Anfang  identisch  ist: 

/r-e+l\        /r-p-l\  _  r(r-p-l)(r-p— 2)  ...  (r-2e+l) 

V    9    )     V  e-2  /  1.2.3  ...  e 

_  r(r-l)(r-2)  ...  (r-2e+l) 
~1.2...e(r-lKr-2)...(r-e) 

/r\  (r-(p+l))  .■.(r-2t.+l) 
"Ve/        (r-1)  ...  (r-e+l) 

gelten,  was  auch  leicht  direct  folgt 
Beispiel : 
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Es  liegt  auch  nahe,  obigo  Tafel  zu  erweitern,  indem  z.  B. 
10(~1)(~2)  ...  (~9) 


{"!■ 


1.2 


10 


-=-  — 1 


wära    Dadurch  wQrdc  dann  die  Giltigkeit  des  Satzes  2)  über  die  für 

ursprünglich  Torbandeuen  Grenzen    ausgedehnt  sein.     Wir  erhalten 
somit  die  erweiterte  Tafel    für  d 


n 

—3 

1 

-3 

9 

-28 

—2 

1 

-2 

5 

-14 

42 

-^1 

1 

—1 

2 

—5 

14 

-42 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

-1 

2 

-5 

14 

-  42 

132 

2 

1  2 

— 1 

2 

-5 

14 

—42 

132 

-429 

3 

13  0 

-3 

9 

—  28 

90 

-297 

1(K)1 

4 

14  20 

— 1 

4 

-14 

48  - 

-165 

572 

5 

15  5  0  0 

-5 

20 

—  75 

275 

6 

16  9  2  0  0 

— 1 

6 

-27 

110 

' 

Es  gelte  nun  für  ein  r  bereits: 

±i!oK:)-!n(r-0+i5K;-^-]"[7] 

— »  n 
und  in  Bezug  auf  n  — 2  für  ein  beliebiges  r  schon: 

-[T-f] 

so  folgt  durch  Addition : 

±[n'}C)-n'ic-i)+{t')(;:9-] 

["r+l— n 


] 


daher  ist  der  Satz  für  jedes  folgende  r  in  Bezug  auf  n  richtig  und 
in  analoger  Weise  auch  für  jcmIos  vorhergohondc ,   wenn    nur   noch 
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gezeigt  wird,  dass  er  für  ein  r  gilt,  etwa  fürr  =  n.    Es  folgt  aber 
aus 

8..  -  Bn-Q)dn-i+[l^d„-4  -    ...  und  dn  =  8»+{"}a»-2 


etc| 
oder  auch 


a«-2-a'-2-i-}"j^ja»-«-l-... 


etc. 


durch  Vergleichung: 

{:l-C){rn+G)!d!- ■=<> 


und 


in  welche  Formel  der  zu  beweiseüdo  Satz  für  r  =  w  übergeht.  Zu- 
gleich ergiebt  sich ,  dass  iu  Formel  2)  eine  Vertauschang  der  (  ) 
und  {  }  unter  einander  eintreten  kann,  vgl.  Beispiel  A)  und  B) 


A)        /J  -  1     -7        21    —35 

1-5        10 

1      -3 

1 


ö 

1 

10 

35 

51 


es  resultiren: 
B) 


1-7        21     —  35 

10    —50        100 

35    —105 

50 

1        3  6  1Ö~ 

ß 


J «  1     10    35    50    25 

2 

1 

1      8    20    16 

2 

-10 

16      9 

2 

45 

1      4 

2 

—120 

•  1 

2 

210 

1 

-252 

wir  erhalten: 


0      0      0      0      0 
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Ehe  wir  eine  Anwendung  hievon  auf  das  Grelle  Bd  87.  pag.  107 
£  behandelte  Curvensystem  £erBru^  0  med.  p  machen,  wollen  wir 
die  Congmenz  Sr  nämlich 

qu^  ±rmod2^ 

in  welcher  u  und  q  ungerade  Zahlen  bedeuten  sollen,   darauf  hin 
ootcrsuchen,   ob  der  Rest  r   numerisch   kleiner   oder  grösser  als 

2^2  igt. 

Findet  dies  Letztere  statt,  muss  also  mit  dem  halben  Modul 
"2*-^  reducirt  werden,  so  möge  es  durch  einen  dem  Reste  zugesetzten 
Punkt  angedeutet  sein ').  Die  Reste  sind  nun  zwar  schliesslich  alle 
nnmerisch  als  positiv  zu  denken  doch  mQssen  die,  welche  sich  ur- 
sprüuglich  negativ  ergaben,  markirt  (etwa  unterstrichen)  werden. 
Benutzen  wir  die  halbireude  Anordnung,  so  gilt  der  Satz  3):  „Ein 
mit  Punkt  versehener  markirter  Rest  etwa  r.  in  Sy  wird  an  corre- 
sjraudirender  Stelle  in  (Iv+i  durch  das  nicht  markirte  Supplement 
2*-^ — r  (ob  mit  oder  ohne  Punkt,  entscheiden  die  folgenden  SätzoN 
ersetzt  und  ein  mit  Punkt  versehener,  nicht  markirter  Rest  r.  durch 
2^"^  —  r,  denn  auf  eine  Periode,  schematisch  durch 

■     ^       ^    ,.      mit  Punkt        .^  ^    ,,      ohne  Punkt 
(Ohne  Punkt;       ^^^^^.^^^     ;    mit  Pankt;        ^^^^.^^ 

dargestellt,  kommen  zwei  Perioden  von  (£r~i 

,  ohne,  mit;    mit,  ohne  |  ohne,  mit;    mit,  ohne  | 

so  dass  also   die  markirtcn  von  S»  nur  den   nicht  markirten  mit 
Punkt,  oder  auch  den  markirten  ohne  Punkt  entsprechen  können. 

Hervorzuheben  ist,  dass  die  jedesmaligen  Gruppen  der  Reste 
unverändert  in  ihrem  Zusammenhange  bleiben. 

Satz  4)  In  der  kleinsten  Gruppe  von  vieren  sind  stets  drei  Reste 
oder  nur  ein  Rest  mit  Punkt  versehen.    Beweis. 

Die  Gruppe  sei: 

qu    2^-2  —  g^ 

2^-^q  —  uq     2^'^  —  (fl  +  u)2^^'\-  qu 

Da 


1)  Hiennit  hangen,  wie  leicht  ersichtlich,  die  Vorzeichen  der  cos  in  der 
Determinante  Dv  zusammen,  vgl.  Archiv  der  Math.  n.  Phys.  2te  Reihe. 
T.  VI.     pag    276. 
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ist,  60  ist 


2*-*  >,  V    also    22"-*  =  Omod2» 


Ist  nun  q  nicht  ^  umod.4,  so  sind  beide  Reste  in  der  Haupt- 
diagonale entweder  mit  Punkt  versehen  oder  beide  ohne  Pankt.  Es 
sei  u  ^  lniod.4,  so  ist,  je  nachdem  uq^r\  — r;  2»-*+r;  2»— ^ — r 
mod  2^,  offenbar:  2»'-2  _^  =  2''-2_r;  +2»-i  -  (2»-i  -r);  +2w-i 
-j.(2i'-2_ij.  —  (2»'-2__r)mod.2».  Das  kann  also  für  u  =  lmod.4 
zusammengefasst  werden  in:  „nicht  markirte  Paare  sind  entweder 
beide  mit  Punkt  versehen  oder  beide  ohne,  markirte  Paare  sind  in 
Rücksicht  auf  den  Punkt  verschiedenartig".  Bei  «=— Imod. 4 
sind  markirte  gleichartig,  nicht  markirte  verschieden.  Hieraus  folgt 
denn  auch  schou  Satz  4). 

Endlich  gilt  noch,  wie  leicht  zu  beweisen,  für  den  Rest  r^  in 


r. 


"  ,    wenn  mit  r^  die  Gruppe  von  16  zusammengehörigen  Resten 

beginnt,  dass  in  der  linken  Hälfte  von  (£y  dieselbe  entweder  mit 
r,  und  r^^  (wenn  diese  in  Bezug  auf  den  fehlenden  oder  vorhandenen 
Punkt  gleichartig  sind)  ebenfalls  gleichartig  ist  oder  andernfalls  mit 
dem  kleinem  übereinstimmt,  dass  aber  in  der  rechten  Hälfte 
r„  mit  r^  und  r^^  ungleichartig  ist  oder  mit  dem  grössern  stimmt 

Dieser  Satz  5)  gilt  auch  ebenso  für  r^  in  Bezug  auf  r^  und 
r^,^,.  Auch  kann  er  statt  in  verticaler  Richtung,  natürlich  ebenso  in 
horizontaler  angewandt  werden;  (obere  und  untere  Hälfte  von  6^). 

6)  Ferner  gilt  er  für  r^,,,  in  Bezug  auf  r,  und  r„,  etc.  . . .  jedoch 
dann  für  halb  sogrosse  Räume,  (linkes  Viertel(i),  rechtes  Vier- 
tol<i),  linkes  Viertele?) ,  rechtes  Viertel(2))  und  so  fort.  ...  Mit 
Hilfe  dieser  Regeln  kann  man  nun  ^^-i  aus  dp  ohne  eine  Neben- 
rechnung hinschreiben. 

Ist  ein  Rest 

so  bleibt  er  fortan  für  alle  grösseren  v  natürlich  ohne  Punkt  Es 
ist  also  hiedurch,  wenn  man  so  will,  die  Multiplication  der  Zahlen 
auf  Addition  und  Subtraction  der  Potenzen  von  Zwei  untereinander 
gebracht,  was  wol  die  natürlichste  Einführung  in  das  diadischo 
System  sein  dürfte. 
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ber  Bü 
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Hco*(fi 

eUnttn, 

Wir  lassen  S 

4,  ©5,  e«  folgen») 

ff  _<1    3 
*^*        3    1.} 

'^•7    1. 

3 
5. 

5 
3 

3    5. 

tT 

1. 

5    3 

1. 

Jl 

e«{  1 

15       7       9. 

3 

13 

5 

11 

15 

1.      9.      7 

13. 

8 

11 

5. 

7 

9.      15     1 

11. 

5. 

8. 

13 

9 

7        1   15. 

5. 

11 

13. 

3. 

3 

13.      11.    5. 

9 

7. 

15 

1. 

13 

3        5.  11 

7. 

9. 

1 

15 

5 

11         3.  13. 

15 

1. 

7. 

9 

11 

5.      13     3. 

1. 

15 

9 

7}  etc. 

Indem  wir  nun  in 

2— »-1 

£rerdr  =  Omoi 
die  Substitution 

machen  wollen,  wo 

Lp' 

') 

M*'  = 

r  1  mod.}) 

279 


Yoraasgesctzt,  werden  aich  wegen  (—1)''  in 

für  an  gerades  r'  die  Punkte  bei  nicht  markirten  Resten  wie  in  (£p 
vorfinden,  bei  markirten  jedoch  da  vorhanden  sein  (resp.  fehlen),  wo 
sie  dort  fehlen  (resp.  vorhanden  sind). 

Für  gerade  r'  ^  2mod.  4  werden  sie  mit  denen  in  S„-i  über- 
einstimmen, (wenn  zuvor  jede  zweite  Zeile  ausgelassen,  dann  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  mit  Punkten  versehen  wird,  wie  die  darüber- 
stehende) ;  für  gerade  r'  ^  4  mod.  8  mit  denen  von  ^p-2 ,  wenn  je 
drei  Zeilen  zuvor  ausgelassen  und  dann  die  erste  von  diesen  mit 
Punkten  in  demselben  Sinne,  wie  die  darüberstehende,  die  beiden 
andern  im  entgegengesetzten  Sinne  versehen  werden  und  so  fort  ... 


1)  Die  AnzAhl  der  Punkte  ist  1,  6,  26,  122,  478,  2030  ...  allgemein? 

2)  Dies  System  Congrucnzen  ergicbt  sich  unmitclbar  aus  den:  Bachmann, 
Kreisteilung  X.  Vorl.  png.  127.  aufgestellten  Jacobi'schcn  Congruenzen. 
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Wir  haben  z.  B.: 

g   ^   f  Ol  2      13    I 
^*  ~  \  0  I  2.     3  1.  I 

^^        \  0  I  4 


U   I  4. 
0      4. 


2   6 
2.  6. 


6   2. 
6.  2 


1  7 
7  1. 


3  5. 
5  3 


3   5 
5.  3 


7    1    i 
1    7.  ) 


Der  Puukt  bei  r*  deutet  dann  au,  dass  in  der  betreffenden 
Congruenz  crdr'  negativ  zu  nehmen  ist.  Eine  Folgerung  hicvon  ist, 
dass  7) 

£u  Ör« .  8r,tt  ^  0 

während 

-rar«*  ==(—!)»' 2»    und     Sd^^^v 

statthat,  die  Summe  über 


Glieder  ausgedehnt. 
Setzen  wir  jetzt 


2i?-3 


Cr  =  u.2:a-r(«)8» 


WO  9  jenachdem  r  gerade  oder  ungerade  nur  gerade  oder  ungerade 
Werte  annimmt  <  v  f^o  enthält  noch  das  Glied  XQ\.^)d*]  und  fragen, 
welchen  Coefficient  (abgesehen  von  Factor  t*)  hat  w o  1  Sa^Xa^r^*^ 
für  ein  gegebenes  u? 

Da 

a,.  «8*"  +  j^'ja'''-2+ ... 

ist,  so  wird  das  Product,  wenn 

Ä+r'  =-  n     ist: 

±VrW  (a-  +  {  i'  }  3""2+  {  2  }  3^*"''+  . ..) 
Nun  aber  ist: 

3«   ==a„-(;')8„-2+Q)a„_._... 
a"-2-a„-3-(''7^)a«-4+... 

Es  wird  also  von  ?2<x,(»)  der  Coefficient 


in 
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±(-l)ei(-l)*(^^J^^J   für   p«2-'--^--^ 
lauten,  das  ist  nach  Formel  2) 

±(_,)3,  [••'-»]  _  ±(-i)^[-']  -  ±  (-!)»<>(;) 

also  ein  Dinomialcoefficicnt  ±(— 1)^(  )?  wo  +  oder  —  davon  ab- 
hängt, ob  in  {^v   der  Rest 

r*  ==ur  mod.  2* 

ohne  oder  mit  Punkt  versehen  ist;  jedoch  ist  bei  der  Formel  2) 
wie  vorhin  bewiesen  ja  die  Giltigkeit  über  die  für  d  ursprünglich 
vorhandenen  Grenzen  ausgedehnt-,  (nur  bei  r'  «  0  nicht).  Da  gleich- 
vol  aber  diese  Grenzen  vorhanden,  so  müssen  wir,  wenn 

ist,  etwa  nm  q'  die  Summe 

in  Abzug  bringen.  Es  ist  aber,  wie  sich  aus  der  erweiterten  Tafel 
für  die  ö  ergiebt, 


{^1 -<-"•- in 


mithin  erhalten  wir  nach  Formel  2)  für  die  eben  erwähnte  Summe 
den  Wert 

—(-.>'*4''7]-'-"'C7')— '-'"(?) 

und  im  ganzen,  da  dieser  Wert  abzuziehen  ist,  als  Goefficienten 
von  02/  X  «r/*^  den  Ausdruck: 

wo 


2 

und 

9   =  "2" 
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Der  Coefticient  Jf  <'^3»+2(f-i)  ^)  von  82^  wird  demnach  8) 


'{G)+(;oi'^"+<-«".'"(/,) 


0<^r<2ü  — 1 
und 


Für  r  =»  r'  =  0  würde 


"<■ 


(iX) 


es  ist  aber  aus  dem  oben  angefahrten  Grunde  dennoch  nicht  zu  Ycr- 
doppoln.    Z.  B.  wird,  wenn  die  Ordnung  v  «  6,  also  v  ^  S  ist, 

+x,(i) 

+lbx^(^)  -4xe(*)+l;re(2)  +7r,3(7)  -1^,3(5) 

In  das  System  der  Grössen  K(^)  ftlhren  wir  linear 

.r,(»)=   2  {"■'^^Myr^'MA)     ein. 

Die  SubstitatioDsdctcrminantc  dieser  linearen  Transformation 
von  (w*  +  l)*  Elementen  hat  den  Wert  1,  daher  sind  auch  umge- 
kehrt die  y/*)  bequem  durch  die  x^'^  auszudrücken.  Dann  ergeben 
sich  wieder  Binomialcoefficienten,  also 


1)   Jfgy  ursprünglich  als  Coefficient  von  M^Y  gedacht,     t    ist  höchstens 

2 

Werdrn  daher  die  C0ngrucn7.cn  mit  J|/3»-2  nnfmultiplicirt.  so  folgt 
0=  A'6,-4(3/«'-*+l)+ür6r-6(3/»''-«+3/«)  +  ...  Kz,-.2M^'-^ 
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y,(.)-.^^(-l)Ä('+^^)^,C*2A) 


Durch  die  Transformation  wird  die  Grösse 
if  ^"^f  a(«-i)  = 

Nur  fftr  r  «  r'  «=  0  erreicht  9+ 2k  den  höchsten  Wert  v.     Greifen 
wir  diesen  Teil  der  ££Z  heraus,  so  wird  derselbe,  indem 

{-D'V'^I  I  hinzugezogen  and  {")  +  (   /)  einfach  zu  rechnen 

ist  (Tgl.  oben), 

nach  2),  wenn 


wenn  aber 


9 


t «—  2    *^®^   P  —  0 


_,     )  bei   A  >  0  verschwindet,  reducirt  er   sich   auf 

Ganz  ebenso  verhält  es  sieb,  wenn  «-{-2A  den  Wert  tf  annimmt, 
während  r,  somit  anch  r'  constant  gedacht  wird.  Zunächst  ist  für 
diesen  Teil  der  £££  dann  auch  nur  immer  eines  der  Zeichen  {±) 
giltig ,   das  ja  von  r'  in  (£,'    abhängig  war  und  aberdies  besteht  er 

wegen  ^-1  und  l   A  aus  zwei  Summen: 
und 


Diese  Summen  verschwinden  beide,  ausser  wenn 
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a+r*       r'— U        ,  0  — r 

t ^—\     -^—    Oder     t^  -^ 

und  X  folglich  -»  0  ist.    Dann  erhalten  wir 

±(— l)^yr<*');     ±(— l)*'yr<*'>      und     ±(-l)<»y/^) 
Dies  ist 

da 

ö+r'        <r— r^ 
2      ""2 


p  «  — f; ,^ —  «  r'  ^  <y  raod.  2 


wird.    Ist  endlich  t  =-  0  und  6  =  r',  so  orgiebt  sich 

jedoch  wieder: 
Dies  möge 

gesetzt  werden,  indem 
eingeführt  wird. 

Satz  9)    Es  kommen  also  in  Äspf  2(<-i)  für  <  >  0  und  in  ^3»  +2 
gar  keine  andern  Coefficienten  bei  yr^«)  vor  als:  Null,  -{-1  oder  — 1. 

So  wird  z.  B.  für 

V  =  6,    «7  =-  8,    t  =•  4,    tt  =  1 

der  Coefficient  transformirt 

Indem  wir  bei  den  so  umgeformten  Congraenzen 
2er  ^ru  =  0  mod.  p 

jedesmal  das  Glied  mit  K5t—2  ausschliessen ,  weil  es  offenbar  teilbar 
durch  p  ist  und  die  Differenzen  Äöi»-2(y+i) — Äi5»_2(y-i)  bilden,  welche 
Ausdrücke  auf  diese  Weise  nämlich   eine  gleichartige  Beschaffenheit 

mit  den  übrigen  5  Grössen  K  erhalten*),  lässt  sich  das  Coe f fi- 
el entenschem  a  für  die  y/'\  wie  sich  aus  dem  Yorhergehonden 
unmittelbar  ergiebt,  folgendermassen  leicht  bilden. 


1)  Diese  Aasdrücke  mögen  deshalb,    wie  auch   die   übrigen  K  nnnmehr 
einfach  mit  Kfi^)  beseichnet  werden. 
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Mao  verteile  vCr-j-l )(«*  +  !)  Felder  in  ein  Rechteck,  (iessen 
verticale  Seite  r(t>-|-l),  dessen  horizontale 

tr       Iv       2t;       4v       8r  vv 

^  +  2+2  +  2^+2  +  2  +  •••  +  2 

Einheiten  enthält,  v  «  2^-*. 

Sehen  wir  von  der  ersten  Rand-Coloune,  welche  ein  Streifen  von 
der  Breite  1  und  der  Länge  v(r  +  l)  ist,  vorläufig  ab,  so  lassen  sich 

V    \v    2v    4t7 
die  übrigen  Streifen,    resp.  von  der  Breite  ^,    « *  y   2^    •  *  •      "^ 

Rechtecke,  r  breit  und  v-j-^    l^^^S)    zerlegen,    die  wir    jetzt    als 

Gruppen  GJr*  bezeichnen,  wo  der  Index  r'  mit  dem  in  Gp  überein- 
stimmt. 

Die  Gruppe  ®r'  enthält  also  ;:(r+l)  Felder,    die  mit  null,  + 

oder  —  eins  auszufüllen  sind  und  die  Coefficienten  der  Unbekannten 
y^»)  repräseutiren.  Als  verticale  Eingänge  sind  daher  für  die  ein- 
zelne Gruppe 

t -^  0,    <  =  1,    «--2,    ...    ««v  — 1;     t  =  v 

als  horizontale  die  Unbekannten  yr^')  zu  denken,  wo  s  für  gerades  r 
die  Werte  0,  2,  4  ...  v  — 2,  für  ungerades  r  die  Werte  1,  3,  5  ... 
r  - 1  hat. 

Gruppen,  die  sich  vertical  untereinander  befinden,  gehören  zu 
demselben  r;  Gruppen,  die  horizontal  nebeneinander  liegen,  zu  dem- 
selben M,  welches  die  ungeraden  Zahlen,  so  wie  r  alle  Zahlen  in  der 
balbirenden  Anordnung  wie  in  dp  durchläuft. 

In  der  Gruppe  ©r*,  wo 

ru^r*  mod.  2^ 

wird  nun,  falls  r  ungerade  ist  und  in  ^'  nicht  mit  einem  Punkt 
versehen  war,  in  der  ersten  Verticalreihe 

*  =  1 
von  tr  + 1  Feldern  das  zu 

r'+l 

gehörige  mit  einem  -\-,  das  zn 

r'— l 
'=-2- 

gehörige  mit  einem  —  zu  füllen  sein,  in  der  zweiton  Verticalreihe 
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*  =  3 

das  zu  -5^  gehörige  mit  +?  das  zu  — ö—  gehörige  mit  —  und  so 

fort,  bis  entweder  der  obere  oder  der  untere  Rand  unter  45®  erreicht 
wird,  wo  dann  beide  Male  unter  rechtem  Winkel  eine  Reflexion 
stattfindet,  beim  oberen  Rande  ohne,  beim  unter  mit  Zahlenver- 
änderung  z.  B. 

r-8 


13  5  7 


Ist  r   gerade,  so  wird  in  der  ersten  Verticalen  der   Gruppe  Or* 

nur  ein  Feld,  das  zu 

r' 

'-2 

gehörende  mit  einem  +  gefüllt  sein,   in  der   zweiten  Verticale  die 
zu 

r'— 2  ,  r'4-2 

t  «  — 2~    und  zu    t  —      ' 

gehörenden,  beide  mit  -f-  und  so  fort  wie  vorhin. 

Ist  r'  mit  einem  Punkte  in  @^'  versehen,  so  sind  durchweg  die 
entgegengesetzten  Zeichen  zu  nehmen. 

Bei  ®o  ist  nur  eine  Reihe  von  +  Zeichen  für 
<-»0,    1,    2    ... 
resp.  in  der  ersten,  zweiten,  dritten  Verticalen. 
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In  der  ersten  Raud-Colonue  ist  uar  jedesmal  das  zu 

V 

'=2 
gehörende  Feld  mit  +  zu  bezeichnen. 
Schliesslich  müssen  alle  zu 

t    «  V 

gehörenden  Horizoutalreihen  fortgelassen  werden,  da  wir  das  Glied  mit 

ausschlössen,  und  mögen  überdies  die  jedesmal  complcmentären 
Streifen  Ü'-^ — r  statt  der  Anordnung  ...  «,  *-|-2,  «  +  4  .  .  .  die 
entgegengesetzte  .  . .  »-|-4,  «+2,  «  . .  .  ihrer  Yerticalcolounen  er- 
balten. Wir  gewinnen  dann  die  ^-Elemente  (die  Randcolonne  nicht 
eingerechnet)  der  a.  a.  0.  erwähnten  Kreisteilungsdetermi- 
nante und  es  dürfte  vielleicht  von  Interesse  sein,  sie  für 

r  =  8 
wirklich  aufzustellen. 

(Der  Kürze  halber  sei  hier  nur  das  erste  Viertel   dieser  Deter- 
minante gegeben.) 
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Satz  10)     Die    v^  Grössen   A^(*«)    massen   einzeln    ver- 
schwinden.   Hierauf  wird  man  durch  folgende  Betrachtung  gefahrt. 

Da 

32«+84»-2a  ^  0  mod.  p 

wo  p  von  der  Form  M^-\-l  {und  Jf  =  2.2*'*"*},  so  lassen  sich  die 
Glieder  iT»     8«+2y  und  K^     dzv-^  in  /i^i .  „  —  Ät  _  \8r+2y  zusam- 

2^  2     ^  V    2  2     ^/ 

menziehen,  und  unser  System  Congmenzen  wird,  wenn  wir  es  in  Form 
von  Gleichungen  schreiben,  für  v  Werte:  u 

I)       nW)  +  Ä,(«)  d^+K^^^)d^+  . . .  Ä-t«)— 182-2)  -  ^(«) .  p 

Nach  Archiv  der  Math.  u.  Phys.  2te  Reihe  T.  VI.   pag.  293.  gelten 

aber  zugleich 

Ze^  «=■  p    und     Sekei^x  —  0 
ausserdem 

«Q  ^  —  1  mod.  4  *). 

Zur  Vereinfachung  behandeln   wir  diese  Bedingungsgleichungen 
unter  der  gemeinschaftlichen  Form: 

r=4v-l 

S     er«r+2y  "*  P     Odor      =3  0 
r=0 

je   nachdem  y=0  ist,  oder  oder  die  Werte  1,   2  . . .   (»—1)    an- 
nimmt. 

Dabei  ist 

«r  «■  — «r* 

wenn  r'  um  r  grösser  als  Aio  ist,  und 

WO  +  bei  ungeradem,  —  bei  geradem  r  gilt.    Dann  noch 

«2»  =  0 
Diese  Beziehungen  können  offenbar  auf  die  xr^*)  übertragen  werden, 
und  wir  erhalten  fttr  den  Goefficienten  ^^(7)  von  82«  für   ein    belie- 
biges y  abgesehen  von  dem  Factor  n'  den  Ausdruck: 

4=0  \        ^^       /  •+»'=2<-|-2*    0 


1)  Erst  bei  hohen  OrdnuDgcn  v  wird 

e^-f  1  mod.  4 
bei  der  letzten  wieder 

^  —  1  mod.  4. 
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wobei  s  und  s'  alle  zulässigen  Werte  annehmen  müssen;  man  wird 
also  «+*'  ^»6  Ä'ich  «'+*i  wenn  beide  ungleich  sind,  in  Rechnung 
ziehen  müssen.  Viele,  keineswegs  immer  alle  Glieder  av«a^r+2y 
wiederholen  sich,  wenn  r  >  2v  wird,  indem  die  eben  angeführten 
Beziehungen  Platz  greifen. 

Wird  nun,  da  M^^d2v  ^  p  ist, 

n  — JJf 
angenommen,  so  ergiebt  sich,  nachdem  durch  n*  dividirt,  ein  System 
Gleichungen  : 

H)    ©o<'/)+ff,(y)a,+S2^y^84+  •  • .  »•-i(y)Är-2+(ff«W-i)a2,  «  0 

worin  das  letzte  Glied  nur  für 

y  =  0 

hinzutritt  Da  hierin  die  d  von  M  und  somit  von  fi  abhängig  sind, 
die  tt<y)  aber  nur  von  v,  da  also  jede  Gleichung  des  System's  II) 
bestehen  bleibt,  auch  wenn  zu  anderm  fi  gehörige  d  zu  Grunde  ge- 
legt werden,  so  müssen  wir  die  J{(y)  einzeln  »  0  setzen  und 


denn  die  Determinante  der  d 


ß.(0)  -  1 


^i» 


1    8,      84 

1    3/     84' 
1    8,"     84" 


1,  a"»+g},    3"*+{S3'h12}-.. 


1  a«    a* 

1    3'»     3'* 
1    3"«    ff'* 


-  n(m + a^)  (aw  -  a<*) ) «) 


Terschwindet  nicht,  wenn  die  3  alle   unter  sich  verschieden   sind. 
{Ob  sich  die  gcnflgende  Anzahl  ungleicher  d,  fttr  welche  II)  gilt,  vor- 


I)  Vgl.  Baltter,  Determinanten.    §  10. 


!«• 
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findet,  könnte  freilich  in  Zweifel  gezogen  werden,  wenn  die  Reihe 
der  Primzahlen  von  der  Form  p  abbrechen  möchte.} 

Weil  die  Goefficienten  S(y)   verschwinden,  and 

ff  c<«>  -  1 

ist,  so  mass  offenbar: 

4»-l  (   2v  ) 

11)         S     2;'arrWa:r+2y(«')  «   {        ,>      oder    =0 
•+••=2*  0"  ^^  l»-') 

sein,  je  naehdem 

y  —  0    oder    >  0    ist. 

Hiedurch  erhalten  wir  v^-^-l  Gleichungen  2ten  Grades 
ftlr  die  Unbekannten  xr^*\ 

S,(0)  «  ^^{v))t  =  1 

ergiebt: 

V'> 1 

wo  sich  das  Zeichen  aas : 

«Q  ^  —  1  mod.  4 
folgern  lässt.    ßv-i  wird 

ff,_i(y)  wird 

4»-l 
4«i-l 

«  2aJo^»)«2y^^2)^  £  j;y(*-i)arr+2y<''-^>  =  0;     etc. 

Ueber  die  Natur  der  Zahlen  xr^*)  lässt  sich  hieraas  wenigstens  so 
viel  ersehen,  dass  sie  nicht  von  fi  abhangen,  sondern  von  v,  denn  v 
war  —  2*-'.  Mithin  wird  die  Determinante  der  aus  den  xr^*)  za- 
sammengesetzten  Grössen  Kt^^)  n&mlich: 


X)« 


keineswegs  den  Factor  p  enthalten  können,  (von  null  mal  p  natOr- 
lich  abgesehen) ;  es  sind  also  auch  in  System  I)  die  j^**) »  0 ,  weil 
sich  sonst  aus  der  Auflösung  des  Systems  I)  nach  den  v^.d^t  fOr 
diese  Vielfache  von  p  ergeben  würden,  was  nicht  angeht,  so  dass 
also  das  System  der  Congruenzen  schliesslich  in  die  Gleichungen: 
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flbergeht,  aus  denen  sich  dann,  wie  vorhin  ergiebt,  dass  die  Kt^'*) 
einzeln  »0  sein  müssen.  Dies  sind  dann  v' lineare  Gleichnn- 
gen  für  o*  Unbekannte  xr^*)  oder  nach  der  Transformation  aach 
für  yrW. 


'-1(r-:)^(^:-.)l 


Da  nnn  aro^*)  bei  d^t  in  den  Binomialcoefficienten 
multiplicirt  war,  während  arjC'-i)  ^jg  Factor 

(±)(- 
also  eben&lls 


±( 
besitzt,  so  wird  man 

setzen  können,  jenachdem  bei   ^v   in  Zeile  u  der  Rest  n  =  1    mit 
Punkt  versehen  war  oder  nicht,  so  dass  sich  z.  B. 

x^f*)  =  «^(7)  =  xgCJ)  =  ar8(7)  -  aJi|(7)  -  —1 
ergeben,  hieraus  wieder  nach  der  Formel  fff.i(^)  und  ftVo-i  die  Werte: 

-r,(6)  «  Xi(7)«g(7)  +  a;8(")a:ö<'>+  ... 3 

ebenso 

a:4W=.2,    a!6^«) 1,    V«)  =  4,    aj,o(«> 3,    «,2^«)  «  2 

a.j^(6)  -.  1     etc. 

Diese  Betrachtung  findet  darin  ihre  Bestätigung,  dass  die  pag. 
288  unter  die  Kreisteilungsdeterminante  gesetzten  Werte  yr^*)  in 
der  Tat  die  einzelnen  Zeilen  Kt^^)  zu  null  machen,  wenn  man  sie  an 
die  mit  +  oder  —  gefüllten  Stellen  einsetzt  (y©^®^  «  —  1)  und  dass 
die  aus  den  yr^*>  durch  Multiplication  mit  dem  beigefügten  Schema 
der  d  >)  gewonnenen  a?/')  die  in  den  Binomialcoefficienten  ß  aufge- 
stellten Gleichungen  ir«(«)  —  0  z.  B. 


I)  Bei  r  =  0  hat  man  aber: 

{-1  {l    8    20    16    2 

8  16      9     2 

—24                               mit  14    2 

44  12 

(V=-27);    yo' 54}  1} 

zu  nehmen,  um  die  x„(')  xn  erhnltcn. 


Digitized  by  CjOOQIC 


294  Hermes:  Ein  Satz  Über  Binomialcoe(fieimten. 

K2xfy)  =  0 

auf  pag.  282  erfüllen.  Hiedurch  haben  wir  also  auf  eine  durch  die 
Natur  des  Gegenstandes  begrQndete  Weise,  nach  bestimmter  Regel 
construirte  Systeme  linearer  Gleichungen  mit  eben  sovielen  Unbe- 
kannten, als  ihre  Anzahl  beträgt,  erbalten ,  welche  die  Eigenschaft 
besitzen,  durch  ganze  rationale  Zahlen  sich  auflösen  zu  lassen. 
Zugleich  sind  dadurch  die  Zahlen  er  {ohne  Indextabelle)  direct  er- 
mittelt, wie  auch  die  Bedingungsgleichungen  erfüllt,  freilich  nur  in 
dem  durch  die  Ordnung  v  bedingten  Umfange,  denn  v  <  fi-|-l  scheint 
zunächst  wenigstens  erforderlich.  (Ausdehnung  auf  v  »  fi-h^  sl^Yi^ 
a.  a.  0.) 

Königsberg  i./Pr.,  den  19.  October  1888. 


Digitized  by  CjOOQIC 


Rogel:  IndeptndenU  Darstellung^  eie.  295 


XII. 

Independente  Darstellungen  der  Tangenten-  und 
Secanten-Coefficienten. 

Von 

Franz  Rogel. 


Wenn  in  der  bekannten  Formel: 

•"•-^-=^2('-!)('+l)('-s)- 

der  Reihe  nach  a^x^  a^,  . . ,  Onx,  wo  a  eine  eigentliche  Einheits- 

wnrzei  =  V+1  und  «r  =  ft''  ist,   statt  x  gesetzt  wird,   so  ergiebt 
sich  dnrch  Mnltiplication  der  n  Gleichungen: 


I   , 


=  (72)"[^-Ä.«-±...] 


worm 


I      iIbo  bei  geradem  n 

Rn  =  Tft  =  -2? 


r(2m+l)- 
nnd  bei  ungeradem  n 
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Rn^Vu'^  ^T^-TTT^    ist. 
(2m  +  1)* 

Diese  Reihen  hangen  in  einfacher  Weise  mit  den  Tangenten- 
and  Secanten-Goefficienten  Xn  zusammen;  es  ist  nämlich: 

bei  angeradem  n  sind  die  Tm  Tangenten- ,  bei  geradem  n  Secanten- 
Goefficienten. 

Mittelst  des  Mac-Laorin'scben  Satzes  kann  y  in  eine  zweite 
Reihe  entwickelt  werden;  die  Goefficienten  gleich  hoher  Potenzen 
von  X  gleichsetzt,  führt  za 

;^/>*"yo»-(y2)^ÄH  3] 

Der  nte  Differentialqnotient  des  Productes  y  kann  nun  entweder 
darch  directes  Differentiiren  desselben  oder  dnrch  das  sogenannte 
logarithmische  Differentiiren  gefunden  werden. 


I. 

Um  yoP)  nach  ersterer  Art  za  bestimmen,  sei  allgemein 

y  —  a?i  ac,  , .  .  Xn 

wo   x^  x^  , , .  xr   ...  beliebige  Functionen  von  x  bedeuten  sollen ; 
dann  ist: 

y'   —  «i' .«»,  ...  a-H+«ia','«j  .  .  .  Xn+  . . . 

y"  =  «,".«8  .  .  .  a-H-f  SaJi'flCj'Xg  .  .  .  Xn+  .  .  . 


woraus  zu  ersehen  ist,  dass  y<**)  jedenfalls  aus  der  Summe  von  Pro- 
ducten  P|,  P^  . .  .  Pr  ^  , .  bestehen  wird,  welche  mit  noch  unbe- 
kannten, von  der  Natur  der  Functionen  xr  unabhängigen,  dagegen 
von  n  abhängigen  Zahlencoefficienten  Q,  C,  . .  .  behaftet  sind,  also 

y(n)  «  ZCrPr 

Die  Bestandteile  CrPf  von  y(»*)  haben  offenbar  die  Form  C^x^^^Kx^^^ 
. . .  a-M^*'),  unter  ar,t«),  x^iß)  . .  .  Differentialquotienten  der  Ordnung 
a,  /}  . . .  der  Functionen  x,,  xg  .  . .  verstanden,  wobei  dieOrdnungs- 
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Exponenten  die  Werte  von  0  bis  n  annehmen.  Der  Ote  Differen- 
tialqnotient  ist  die  Fanction  selbst,  d.  h   es  ist 

Die  Bestimmung  der  Coefficientcn  C^,  Cj  . .  .  geschieht  am  ein- 
fachsten auf  die  Art,  dass  für  a-j,  ar^  . . .  bekannte  Functionen,  deren 
höhere  Differeutialqaotienton  sich  recht  leicht  angeben  lassen, 
substitnirt  werden,  etwa 

dann  ist 

x^(e)  «  (ar)9xr,     y  =  «(«»+•■•  V,     y<-)  =  («i  +  •  •  •  +  onYy 

=  y^'a\J^—''^'''^  ...»  2:  „rj|;..«i«^''.«i^^«'  . . . 
da 

ist,  folglich 

Die  Zahlen  C|,  C^  sind  daher  die  Polynomialcoefficienten ,  er- 
halten durch  die  Erhebung  eines  n  gliedrigeu  Polynoms  zur  nten 
Potenz.  Das  System  der  Wicderholuugs-Exponenten  a^  ß  ...  ist 
somit  auf  dieselbe  Art,  wie  das  der  Potenz-Exponenten  bei  der  po- 
lynomialen  Entwicklung  aufzustellen,  es  ist  nämlich  das  vollständige 
Wertsystem  a,  j3  .  . . ,  welches  der  Bedingung 

(a  =  0,     1  .  . .  n\ 
^  «  0,     1  .  .  .  n  j 

genügt. 

In  symbolischer  Ausdrucksweise  kann  daher  geschrieben  werden 

y(*^)  «  Dx[x^  +  x^+  .  .  .  +irn]»  5] 

Dieses  Resultat  kann  nicht  tiberraschen,  da  der  Vorgang  bei  der 
Poteuziruiig  eines  Polynoms .  analog  dem  des  wiederholten  Diflferen- 
tiirens  eines  Productes  ist. 

Die  Ausführung  der  in  5]  angezeigten  Operation  hat  in  der 
Weise  zu  erfolgen,  dass  nach  geschehener  polynomialer Entwicklung 
in  jedem  Bestandteil  die  nicht  vertretenen  Glieder  x^,  «r,  . . .  des 
Polynoms  durch  ihre  Oten  Potenzen  und  schliesslich  alle  Potenz- 
Exponenten  durch  die  gleich  hohen  Wiederholungs-Exponenten  er- 
setzt werden. 

Die  Anwendung  des  Satzes  5]  auf  y  in  1]  ergicbt: 
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^  D^yo  -   -  '-V  Vf'^''  -^  «J 


4r=0 


(  P 

COS   *^  r^    n  1    durch 

0 

x=0 

ersetzt,  ergiebt  für  r»  einen  von  den  vorhergehenden  r»_i,  r^-a  . . . 
unabhängigen  Ausdruck.  Das  positive  Zeichen  kommt  allen  Ex- 
ponenten p  von  den  Formen  4Jc  und  4A;-f-3  und  das  negative  allen 
p  von  den  Formen  4w-j-l  uud  41»+ 2  zu.  Erst  nach  erfolgter 
Zeichenfoestimmung  sind  die  Potenzen  der  Einheitswurzeln  mit  Be- 
rücksichtigung von 

«r  •=■  «'' 
zusammenzuzi  eben. 

Sämtliche  Glieder  der  so  entstandenen  Summe  haben  i-A    und 
weil  sie  n  Cosinusse  von  der  Form 

2p  +  l  ,     1 

cos— j-  ««±:^ 

enthalten,  auch  (T72)  ^^^  gemeinschaftlichen  Factor;  folglich  ist 
nach  leichter  Reducirung: 

«+^  +  f*+  •  •  •  *=« 
oder  in  symbolischer  Form 

mit  dem  Vorbehalt,  dass  nach  geschehener  polynomialer  Entwicklung 
fttr  jede  Potenss  «j/*  mit  Berücksichtigung  der  Form  von  fi  das  Vor- 
zeichen auf  die  bereits  festgesetzte  Art  bestimmt  wird. 

Diese  Formel  erfährt  eine  Vereinfachung  durch  die  Bemerkung, 
dass 


In 


folglich  auch 


;i^--iCf«'>  =  o 
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ist.  Letzteres  zu  7]  addirt,  macht  die  negativen  Glieder  innerhalb 
der  Klammer  verschwinden^  während  sich  die  positiven  Glieder  ver- 
doppeln; daher  kann  geschrieben  werden 

'"-^  =  -n^-2[f+(M]W  8] 

WO  das  positive  Zeichen  symbolisch  andeuten  soll,  dass  nur  die  nach 
dem  hier  geltenden  Zcichcngesctze  als  positiv  auftretenden  Glieder 
beizubehalten  sind. 

In  der  Formel  6]  das  gemeinsame  n!  vor  das  Summenzeichen 
gesetzt  wird 

wenn  für  x,  A,  fi  . . .  wieder  nur  sämtliche  Glieder  positiv  machende 
and  der  Bedingung 

genfigende  Werte  gedacht  werden. 

Da  alle  Vereinigungen  der  Einheitswurzeln  mit  derselben  Ex- 
ponentenreihe X,  A,  fi  . .' .  dasselbe  Vorzeichen  und  denselben  Nenner 
«!A!fi!  ...  haben,  so  ist  ihre  Summe  eine  mit  einem  gewissen  Goef- 
ficienten  behaftete  symmetrische  Function  [x,  A,  /«  .  . .]  der  Einheits- 
wnrzeln  «i,  tt^  . .  .  an^  nämlich 

a^p^^xf^^       \x,  A,  ^  .  . .] 
x!  A!  f*!  ...    ""x!  A!  fi!  ... 

demgemäss  gilt  auch: 

wodurch  die  independente  Darstellung  der  Tangenten-  und  Secanten- 
Coefficieutcn  durch  symmetrische  Functionen  der  Einheitswurzeln 
bewirkt  wird. 

Für  X,  A,  f(  .  .  .  sind  auf  alle  mögliche  Arten  solche  gleiche 
oder  angleiche  Werte  von  0  bis  n  zu  setzen,  deren  Summe  jedesmal 
n  beträgt  und  die  ein  positives  Vorzeichen  bedingen. 


Beispiel. 


Vorzeichen : 


»-3,  «-y+1 

X,     A,    (i 
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3,  0,     0     + 

2,  1,     0     + 

1,  1,     1     - 

entfällt  daher 


II. 

Das  logarithmische  Differcntiiren  fOhrt  zu  einer  schönen  An- 
wendung des  fruchtbaren  Hoppc'schen  Satzes  über  höhere  Differen- 
tialquotienten, welcher  bekanntlich  in  folgender  Gleichung  seinen 
Ausdruck  findet: 

Z>x«F(y)  =-.^F-W  +  §  F"(y)+  .  .  •  -{-^  F^^Hy) 

u„  =  (q)  z?x»y«  -  (7)öx«y»-*H —  •  •  • 

In  Formel  2]  beiderseits  die  Logarithmen  genommen  ist: 
logy  =  ^logcos  — -f —  n 


11] 


mit  BeDatzang  obigen  Satzes  wird 

(")       C)       C) 

Fttr  X  =  0  ist 

»•  =  ( V2)" 

und  alle  Nnllwertc  der  höheren  DitTentialquotienten,  deren  Ordnangs- 
zeiger  kein  Vielfaches  von  n  sind,  vorschwinden,  somit  ist 

--'«-l.='^[(0-ö+(3)-]  =  ^'=«V^'"-'"' 
Ebenso  kann  die  Formel  11]  zur  Bildung   der  höhern  Differential- 
qnotienten  von  l^logcos  -^p"-    ^  verwendet  werden ; 
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ttr«+l                            .      fffÄ  +  l 
COS  — T —  n  ^  ur     und     j «  q>r 

gesetzt,  ist  zunächst 

Z>x-Wr  "  (^)  C0S^9>r  +  ^}  »«^    ^  (j)  ^08  ^^r  +  ^)  « 

Um  die  nten  Differentialquotienten  der  aufeinanderfolgenden 
Potenzen  von  ur  zu  erhalten,  ist  es  nur  notwendig,  dieselben  in 
Viel&che  des  Argumentes  g>rn  zu  verwandeln;  es  ist  bekanntlich: 

2*"cos«9  «  (q  )cosm94-  (i  )cos{m'-2)(P'-\'(n]cos(m  —  4t)gf-\-  ... 

daher 

2>,"«r^  -  ~  (jy  [(q  )  m-  cos  (mipr+  ^)  * 

+  (j\  (f»-2)«»C0S^^^tJPr+  ^^  » 

+  (^)  (m  -  4)~cos  ((^-4)9>r  +  ^)  *+...] 

Für  oj  «-  0  ist 

9>r  "*  J    nnd 

+  (7)(.--2)~cos?!^^ 

Hier  entfallen  sämtliche  Einheits wurzeln,  der  Ausdruck  rechter  Hand 
ist  daher  von  r  unabhängig;  da  aber  die  Formel  11]  fOr  eine  Summe 
TOQ  n  sich  eben  nur  durch  diesen  Zeiger  r  sich  unterscheidenden 
Functionen  logur  zur  Anwendung  kommen  soll,  und  nur  die  Nullwerte 

benötigt  werden,  so  ist,  da  tiQ  ^  770  * 

r(i)     C2) 

oder 
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-  +  ...] 

1   \/m\  2n+m 

+  (^^  j(fi*-2)*C08 ^ «  +  .  .  .  J 

und 

oder 

w--2„'^.[(j)(V2,S_g)(V2).f+...J  12] 

Aehnliche  indepcndente  Ausdrücke  fttr  die  Tangenten-  und  Se- 

canten-Goefficientcn  können    bekanntlich  mit  Hilfe  der  höhern  Dif- 

1  e' 

ferentialquotienten  der  Functionen  ^  .    ^  und  rjr^x       aufgestellt 

werden,  in  welchen  statt  der  Coefficienten  Cm  solche  von  der  Form 

erscheinen;  letztere  haben  daher  eine  doppelt  so  grosse  Gliederzahl 
als  erstere.  Diese  independente  Darstellung  erscheint  in  12]  in 
ihrer  allgemeinsten  und  sehr  zusammengezogenen  Form.  Durch 
Unterscheidung  der  Fälle  eines  geraden  m  und  eines  ungeraden  m 
gelingt  es  die  Zahl  der  Glieder  von  Cm  auf  die  Hälfte  zu  reduciren 
und  die  Cosinusse  auszuwerten.    Es  ist  fttr  gerades  m: 


2»-^C0S*»9  =  (q  JC0SI»9+  (i    )  C08(f»  — 2)  9+  . 

'cos2<jp  +  i\^^ 


+{(-)' 


und  für  ungerades  m 

2«-^co8»»9  =  f  Q  )cosf»9>+  (^  J cos (m— 2)9)+  .  .  . 


folglich  ist 
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a)  bei  geradem  m 


^'"«»"  -  2S-i  (I)  [(o  )  "*" '^^  ("^•- + i) ' 
...+(~-i)2-cob(2^+^)«] 


«  —  0,   9>r  —  i 

^v.«.-lo  =  2;^(f)"[(o>co8?^. 

b)  bei  nngeradem  m: 
D.-«^  =  2^;^  (f  j  [(o  )  "^  *^'  ("»y'+ 1)  « 

« 

+  (7)  >-2)"  cos  ((».-2)9r  +  ^)  «  +  . . . 
«  =•  0,  9r  =  i 

.  .  .  +\^-/  3"  C08  -^  «  +  V— 2-/  COB  -^  TT J 

Bei  der  SonderoDg  der  Tangenten-  von  den  Secanten-Goef- 
ficienten  lassen  sich  die  von  m  anabhängigen  Cosinnsse  der  letzten 
Glieder  sofort  berechnen;  es  ist  mitbin  vorteilhafter  mit  denselben 
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beginnend  die  Reihenfolge  der  Glieder  umzukehren,  wodurch  weitere 
Unterscheidungen  der  Zahlformen  von  m  von  selbst  entfallen. 

A.    Die  Tangenten-Coefficienten^  n  gerade. 

a)  m  gerade 

«^.-1.  -  ti|±^(,-)"[(?-2)  4.  -  (jl)«. 

+  (=-6)lli--+...] 

b)  m  ungerade 

(-1)2+Mf)    f      (m-l)^      ,(fn-&)^ 

m 

+M5 +  +  ...] 


n 


'"-' wi^ "»"  -  T=i-  [[1)  c^'  o> 

-@(v«.,^.+0),v.,.I.,.-+..,] 

---(.")*-(/-:.)-+(/-:e)— - 

y..t»,. = r +') ,.  -(-+')3.-f;_+>++  -  -... 

B.    Die  Secanten-Goefficienten,  n  ungerade, 
a)  m  gerade 
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b)  m  ungerade 


«^-1. =<-=|^L-^(I)■[Mx■+M 


3» 


n-1 

.2« 


v..sw=r+')'-+e;+i>-c:+2>-++ ■■• 


Diese  Formeln  sind  weiterer  Reductioneu  fähig;  die  ungeraden  Po. 
lenzen  von  y2  können  entfernt  werden.  Schliesslich  lassen  sich  die 
Formeln  far  Tangenten-  und  Secanten-Coefficieuton  in  eine  einzige 
zusammenziehen,  und  zwar  wird 


ln~l 


T»-i  -  2—1  [Vi/  1.20      V2;2.2«"^  Vsy  3.2«       V4/4.2* 

.      +{;)Ä-(e)6^..+-]  •'! 


Ffir  die  Tangenten-Coefficienten  ist 

n 

2 

f«-i  =  l~l) 
n  gerade  und 

Arek.  der  Ibtiu  u.  Pliji.    2.  Beika,  T.  YUL  SO 
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Für  die  Secanten-Goefficienten  ist 


2 

««-1  =  (-1) 


n  nngerade 

^"  =  e,)^-C-3)«-+(v^)'*-+- 

.  ^«=rr)'-+(:i-.>-e.i.>-++- 
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XIII. 


Die  merkwürdigen  Punkte  derjenigen 
Tangentendreiecke  einer  Curve  zweiter  Ordnung, 
welche  von   zwei   festen   Tangenten    und    einer 
beweglichen  gebildet  werden. 


Von 

Dr.  Theodor  Meyer 

in  Saarbrücken. 


Der  Satz  von  deu  Höhenschnittpunkten  der  Tangentendreiecke 
einer  Parabel  legt  die  Frage  nahe ,  ob  derselbe  ein  besonderer  Fall 
von  einem  fflr  Cnrven  II.  0.  allgemeingültigen  Satze  ist,  nnd  er  regt 
weiter  za  Untersncbnngen  Aber  die  merkwürdigen  Punkte  in  den 
Tangentendreiecken  au,  in  deren  Bildung  irgend  eine  Gesetzmässig- 
keit herrscht.  Wir  wollen  im  Folgenden  diejenigen  Tangentendreiecke 
einer  Curve  II.  0.  in  Bezug  auf  ihre  merkwürdigen  Punkte  unter- 
suchen, welche  von  zwei  festen  und  einer  beweglichen  Tangente  ge- 
bildet werden.  Diese  Aufgabe  lässt  sich  vorteilhaft  auf  syntheti- 
schem Wege  durchführen,  und  es  wird  sich  dabei  unter  anderm 
eine  Bejahung  der  aufgeworfenen  Frage  ergeben. 


I.    Der  Höhenschnittpnnkt. 

Von  einem  Punkte  A  seien  an  eine  Curve  IL  0.  die  Tangenten 
fi  und  t^  gezogen,  und  eine  dritte  Tangente  t  schneide  dieselben  in 
den  Punkten  S^  und  S^.    Ferner  sei  H  der  Schnittpunkt  der  beiden 

20» 
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darch  S^  and  S^  gehenden  Höhen  des  Dreiecks  ÄS^S^  und  mit  P^ 
nnd  Pg  mögen  die  beiden  anendlich  fernen  Punkte  bezeichnet  wer- 
den, nach  welchen  beide  Höhen  gerichtet  sind. 

Denkt  man  sich  dann  die  Tangenten  t^  und  <s  fest,  die  dritte 
Tangente  t  aber  beweglich,  dann  beschreiben  S^  und  S^  auf  den  er- 
steren  Tangenten  zwei  zu  einander  projectivische  Punktreihen  I.  0. 
und  folglich  ihre  Verbindnngsgeraden  mit  den  festen  unendlichen 
fernen  Punkten  P|  nnd  P^  zwei  zu  einander  projectivische  Parallel- 
Strahlenhüschel.  Je  zwei  entsprechende  Strahlen  dieser  Büschel 
schneiden  sich  in  dem  Höhenschnittpuukt  H  des  veränderlichen  Drei- 
ecks ASiS^]  folglich  durchläuft  dieser  eine  Hyperbel,  wenn  t  längs 
der  Curve  als  Tangente  gleitet. 

Diese  Hyperbel  geht  durch  die  unendlich  fernen  Punkte  P^  und 
Pg,  die  Mittelpunkte  der  beiden  Parallel-Strahlenbüschel,  und  trifft 
die  Geraden  t^  und  ^  in  4  Punkten  desjenigen  Kreises,  auf  welchem 
die  Schnittpunkte  von  je  zwei  zu  einander  normalen  Tangenten  der 
Curve  liegen.  Der  Geraden  von  P^,  welche  diesen  Punkt  mit  dem 
Berührungspunkt  T^  auf  der  Tangente  ^^  verbindet,  entspricht  in 
dem  andern  Büschel  die  Gerade  Pg^;  der  Schnittpunkt  dieser  bei- 
den zu  ^  und  ti  normalen  Geraden  ist  also  auch  ein  Punkt  der 
Hyperbel.  Ebenso  erkennt  man,  dass  die  durch  Ä  gehende  Kormale 
zu  t^  von  derjenigen  Normalen  zu  ^  in  einem  Punkte  der  Hyperbel 
geschnitten  wird,  welche  durch  den  Berührungspunkt  Tg  ^^^  Tangente 
<s  geht.  Nennt  man  ferner  Ji^  den  Punkt,  in  welchem  ^  von  der 
zu  t^  parallelen  Tangente  geschnitten  wird,  und  B^  den  Punkt  von 
— <2,  durch  welchen  die  zu  t^  parallele  Tangente  geht,  dann  entspricht 
in  den  beiden  Parallel-Strahlenbüscheln  der  Geraden  PiB^^  die  un- 
endlich ferne  Gerade  P^P^  und  der  Geraden  P^B^  ebenfalls  die  un- 
endlich ferne  Gerade  P]Pa.  Diese  beiden  durch  B^  und  B^  zu  den 
Geraden  t^  und  t^  gezogenen  Normalen  sind  also  die  Asymptoten  der 
Hyperbel. 

Entsprechen  sich  in  den  beiden  projectivischen  Punktreiheo 
^i(^i)  und  t^(S^)  die  unendlich  fernen  Punkte,  ist  also  die  vorlie- 
gende Curve  eine  Parabel,  dann  haben  die  beiden  Parallel-Strahlen- 
büschel  P,  (P^iS,)  und  PgCPg/S,)  die  unendlich  ferne  Gerade  ent- 
sprechend gemein.  In  diesem  Falle  also  liegen  die  Höhenschnitt- 
puukte  H  der  Dreiecke  AS^Sf  auf  einer  im  Endlichen  gelegenen 
und  der  unendlich  fernen  Geraden.  Weil  erstere  Gerade  auch  die 
Punkte  enthält,  in  welchen  t^  und  t^  von  den  zu  ihnen  normalen 
Parabeltangenten  geschnitten  werden ,  so  ist  sie  identisch  mit  der 
Directrix,   und   wir   kommen  stets  auf  diese  Gerade,   von  welchem 
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Punkte  auch  die  Tangenten  t^  nnd  ^  an  die  Parabel  gehen  mögen. 
Schliesslich  sei  noch  bemerkt,  dass  sich  fttr  jede  Gurve  11.  0.  der 
Ort  der  Höhenschnittpankte  auf  den  Pankt  A  redncirt,  falls  t^  und 
^  einen  Winkel  von  90^  einschliessen. 

Wir  können  nnn  als  Zusammenfassung  der  vorhergehenden  Aus- 
fQhrungen  folgenden  Satz  aufstellen: 

„Die  Höhenschnittpunkte  der  Tangentendreiecke,  welche  von 
„zwei  festen  und  einer  beweglichen  Tangente  einer  Curve  11.  0.  ge- 
„bildet  werden,  liegen  auf  einer  Hyperbel,  deren  Asymptoten  normal 
„zu  den  festen  Tangenten  stehen.  —  Diese  Hyperbel  zerfällt  in  die 
„Directrix  und  die  unendlich  ferne  Gerade,  falls  die  Curve  H.  0. 
„eine  Parabel  ist.  Sie  reducirt  sich  auf  einen  Punkt,  wenn  die 
„festen  Tangenten  einen  rechten 'Winkel  bilden." 

Gewöhnlich  wird  als  Ort  der  Höhenschnittpunkte  der  Tangenten- 
dreiecke einer  Parabel  nur  die  Directrix  erwähnt ;  aus  der  Ableitung 
des  vorhergehenden  Satzes,  sowie  auch  aus  der  geometrischen  An- 
schauung geht  jedoch  hervor,  dass  auch  die  unendlich  ferne  Gorade 
zu  diesem  Orte  gezählt  werden  muss.  Weil  nämlich  der  unendlich 
fernen  Geraden  keine  bestimmte  Richtung  zukommt,  so  kann  sie  bei 
unendlich  ferner  Lage  von  S^  und  S^  sowol  als  Höhe  zu  der  Tan- 
gente ^  als  auch  als  Höhe  zu  t^  angesehen  werden,  jeder  ihrer 
Punkte  also  als  Höhenschnittpunkt  des  von  tj,  t^  und  der  unendlich 
fernen  Geraden  gebildeten  Tangentendreiecks  aufgefasst  werden. 


n.    Der  Mittelpunkt  des  Umkreises. 

In  dem  Dreieck  ÄS^S^  sei  M^  der  Mittelpunkt  der  Seite  ÄS^^ 
und  J/s  der  Mittelpunkt  der  Seite  ÄS^.  Dann  entspricht  auf  tj^ 
jedem  Punkt  S^  ein  Punkt  M^  und  ebenso  auf  t^  jedem  Punkte  S^ 
ein  Punkt  3/,,  und  es  lässt  sich  leicht  einsehen ,  dass  diese  Beziehung 
eine  projectivische  ist.  Denkt  man  sich  nämlich  die  Pnnktreihe 
ti(Mi)  um  A  in  die  Lage  irgend  einer  andern  Geraden  t^  gedreht, 
dann  sind  die  Yerbindungsgeraden  der  Punkte  M^  auf  t^  mit  ihren 
entsprechenden  Punkten  S^  auf  t^  alle  zu  einander  parallel;  folglich 
ist  ti'(M^)  perspectivisch  zu  ti(S^)  und  daher  auch  ti{Mj)  projecti- 
visch  zu  «iC-Sj)*).  Ebenso  überzeugt  man  sich,  dass  die  beiden  Punkt- 
reihen  <9(Afs)    ^^^  h(^)   zu  einander   in  projectivischer  Beziehung 


1)  In  ganz  ähnlicher  Weise  kann  man  zeigen,  dass  auch  die  Funkte, 
welche  die  Strecken  ASi  in  einem  constanten  Verhältnis  teilen,  eine  zu  ^{(^^i) 
projectiTischc  Punktreihe  bilden. 
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stehen,  Da  nan  aber  die  Punktreiheu  t^(S{)  und  i^(S^  selbst  zu 
oiuaDder  projectivisch  sind,  so  gilt  dies  auch  von  den  Punktreihen 
<i(3/,)  und  t^(M^)  und  daher  weiter  von  den  beiden  Parallel-Strahlon- 
büscheln,  welche  'j(Afj)  und  U{M^)  aus  den  unendlich  fernen  und  in 
normaler  Richtung  zu  «,  und  t^  gelegenen  Punkten  Q^  und  Q,  pro- 
jiciren.  Der  Schnittpunkt  3f  je  zweier  entsprechenden  Strahlen  dieser 
Büschel  ist  der  Mittelpunkt  des  einem  Dreieck -4  iSjÄg  umgeschriebenen 
Kreises ,  und  wir  erkennen  jetzt,  dass  sich  M  auf  einer  Hyperbel 
bewegt,  wenn  t  den  der  Curvc  zugehörigen  Strahlenbüschel  II.  0. 
durchläuft.  Für  den  Fall  der  Parabel  haben  die  beiden  Parallel- 
Strahlcnbüschel  wieder  die  unendlich  ferne  Gerade  entsprechend  ge- 
mein, folglich  erhält  man  als  Ort  für  M  die  unendlich  ferne  und 
eine  im  Endlichen  gelegene  Gerade.  Wir  können  also  bis  jetzt  fol- 
gendes Ergebniss  aussprechen: 

„Die  Mittelpunkte  der  Umkreise  aller  Dreiecke,  welche  von 
„zwei  festen  und  einer  beweglichen  Tangente  einer  Curve  II.  0.  ge- 
„bildet  werden,  liegen  auf  einer  Hyperbel,  deren  Asymptoten  normal 
„zu  den  festen  Tangenten  sind.  —  Diese  Hyperbel  zerfällt  in  die 
„unendlich  ferne  und  eine  im  Endlichen  gelegene  Gerade,  wenn  die 
„Curve  eine  Parabel  ist". 

In  letzterm  Falle  haben  alle  durch  die  Ecken  der  Tangcnten- 
dreiecko  -A-S^S^  gelegten  Kreise  ausser  A  noch  einen  zweiten  Punkt 
gemeinsam.     Nennen  wir  denselben  F,  dann  ist 

Wkl.  S^  FS^  =  2R  — Wkl.(<,g 

als  coustant,  folglich  ist  F  der  Brennpunkt  der  Parabel.  Damit  sind 
wir  zu  einem  bekannten  Parabcisatz  gekommen,  aus  welchem  um- 
gekehrt der  zweite  Teil  des  vorhergehenden  Satzes  folgt. 

Zu  jedem  Punkte  A  gehört  bei  gegebener  Parabel  eine  be- 
stimmte Gerade  m,  auf  welcher  die  Mittelpunkte  M  der  den  Drei- 
ecken AS^S^  umgeschriebenen  Kreise  liegen.  Am  einfachsten  con- 
struirt  man  dieselbe,  indem  man  A  mit  dem  Brennpunkte  jP  ver- 
bindet und  dann  die  die  Strecke  i4  F  halbirende  Normale  zieht.  Sind 
di^  Berührungspunkte  T^  und  T^  der  beiden  Taugenten  t^  und  t^ 
bekannt,  dann  kann  man  auch  m  in  folgender  Weise  bestimmen. 
Man  zieht  durch  Ä  die  Normale  zu  i^  und  bringt  sie  zum  Durch- 
schnitt mit  derjenigen  Normalen  von  *,,  welche  die  Strecke  AF^ 
halbirt;  ebenso  errichtet  man  in  A  zu  t^  die  Normale  und  durch- 
schneidet sie  mit  der  die  Strecke  A7\  halbirenden  Normalen.  Die 
Yerbindungsgerade  dieser  beiden  Schnittpunkte  ist  alsdann  die  Ge- 
rade m.  Von  der  Richtigkeit  dieser  Construction  überzeugt  man  sich 
leicht,   wenn   man   die   veränderliche  Tangente   t  mit  t^  und  t^  zu- 
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sammeDfallcD  lässt.  Mit  derselben  haben  wir  übrigens  zugleich  eine 
eiofacho  Lösung  der  Anfgabe:  ,,Dca  Brennpunkt  einer  Parabel  zu 
,,bestininneu,  wenn  2  Tangenten  und  ihre  Berührungspunkte  gegeben 
„sind". 

Liegt  A  auf  dor  Hauptachse  der  Parabel  symmetrisch  zu  dem 
Brennpunkt  bezüglich  der  Directrix,  dann  fällt  m  mit  dieser  Ge- 
raden zusammen,  und  die  Tangenten  t^  und  t^  bilden  einen  Winkel 
von  60^  mit  einander. 

Im  Anschlubs  hieran  wollen  wir  untersuchen,  ob  bei  einer  all- 
gemeinen Curve  II.  0.  die  beiden  Hyperbeln  h  und  m  sich  vereinigen 
können,  auf  denen  die  Höhenschnitte  und  die  Mittelpunkte  der  Um- 
kreise von  den  Dreiecken  ASiS^  liegen.  Zu  diesem  Zwecke  be- 
achten wir  zunächst,  dass  die  unendlich  fernen  und  in  normaler 
Richtung  zu  /|  und  ^  gelegenen  Gurvenpunkte  Q,  und  Q^  von  der 
Hyperbel  stets  mit  den  unendlich  fernen  Punkten  P^  und  P^  der 
Hyperbel  h  zusammenfallen. 

Die  Asymptoten  der  letztern  Curve  gehen  durch  B^  und  B^y 
die  beiden  gegenüberliegenden  Eckpunkte  des  von  t^  und  t^  und  ihren 
parallelen  Tangenten  gebildeten  Parallelogramms;  die  Asymptoten 
der  Hyperbel  m  hingegen  halbircn  die  Strecken  AB^  und  AB^.  Eine 
Vereinigung  der  beiden   Asymptotenpaare   kann  also   nur  eintreten, 

wenn 

Wkl.  «,<j)  =  60^ 
ond  zugleich 

AB^  ==  AB^ 

ist,  also  A  auf  einer  Achse  der  gegebenen  Curve  liegt  In  diesem 
Falle  gibt  es  aber  unter  den  Dreiecken  AS-^S^  zwei  gleichseitige, 
und  folglich  haben  die  beiden  Hyperbeln  ausser  den  Asymptoten 
auch  noch  zwei  im  Endlichen  gelegene  Punkte  gemein,  das  heisst, 
sie  fallen  ganz  zusammen.    Wir  können  also  sagen: 

„Schneiden  sich  zwei  einen  Winkel  von  60®  einschliessenden 
„Tangenten  einer  Curve  II.  0.  auf  einer  Achse  derselben,  dann  liegen 
„die  Höhenschnittpunkte  und  die  Mittelpunkte  der  Umkreise  der  von 
„diesen  Tangenten  mit  den  übrigen  gebildeten  Dreiecke  auf  ein 
„und  derselben  Hyperbel". 

In  den  beiden  Hyperbeln  ä  und  m,  welche  durch  irgend  zwei  in 
einem  Punkte  A  sich  schneidende  Tangenten  ^  und  t^  eine  Curve 
II.  0.  bestimmt  sind,  können  wir  je  zwei  Punkte  H  und  M  einander 
zuordnen,  welche  merkwürdige  Punkte  desselben  Dreiecks  AS^S^ 
sind.  Es  lässt  sich  dann  zeigen,  dass  die  Punktreihen  II.  0.  h{H) 
und   m(3/)   zu  einander   in   projectivischer    Beziehung   stehen.     Da 
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nämlich  die  Punktreihe  tj(S^)  perspectivisch  za  dem  Parallel-Strahlen- 
büschel  PiiPiSi )  ist  und  dieser  perspectivische  Lage  mit  der  Pnnkt- 
reibe  IL  0.  h(H)  hat,  so  ist  auch  t^iS^)  projectivisch  zu  h(H),  In 
ähnlicher  Weise  überzeugt  man  sich,  dass  auch  i^(Si)  und  m{M) 
projectivisch  sind.  Aus  beiden  Beziehungen  folgt  aber,  dass  h(H)  zu 
m{M)  projectivisch  ist,  womit  unsere  Behauptung  bewiesen  ist 
Wenn  nun  Winkel  {t^ti)  *)  mehr  oder  weniger  als  60^  oder  120®  beträgt, 
dann  gibt  es  kein  Dreieck  AS^Si,  dessen  Höhenschnittpunkt  zugleich 
Mittelpunkt  des  Umkreises  ist.  Die  beiden  projectivischen  Hyper- 
beln haben  also  im  allgemeinen  keiue  Punkte  entsprechend  gemein, 
folglich  *)  bilden  die  Geraden  i/M,  welche  die  Eulcr'schen  Geraden 
des  Dreiecks  ASiS^  sind,  einen  Strahienbüschel  IV.  0.  In  der  un- 
endlich fernen  Geraden  liegen  zwei  dieser  Strahlen ,  da  den  unend- 
lich fernen  Punkten  der  einen  Hyperbel  dieselben  unendlich  fernen 
Punkte  der  andern  ab^  in  umgekehrter  Reihenfolge  entsprechen. 
Ist  aber 

Wkl.  (tjt^) «)  =  60®    oder    ==  1200 

dann  gibt  es  unter  der  Scbaar  von  Tangen tendreiecken  zwei  gleich- 
seitige, und  mithin  haben  alsdann  h  und  m  2  im  Endlichen  gelegene 
Punkte  K  und  L  entsprechend  gemein.  Ausser  den  beiden  Strahlen- 
büscheln I.  0.  mit  den  Mittelpunkten  JTund  L  erhält  man  also  noch 
einen  Strahlenbüschel  II.  0.  Da  aber  die  unendlich  ferne  Gerade 
2  Strahlen  des  Büschels  enthält,  so  geben  durch  einen  Punkt,  in  welchem 
sie  von  einem  andern  Strahle  geschnitten  wird,  drei  und  folglich 
unendlich  viele  Strahlen  des  Büschels.  Schneidet  ein  Strahl  HM 
die  beiden  Curven  zum  zweiten  Male  in  den  Punkten  H^  und  M\ 
so  sind  auch  diese  Punkte  einander  entsprechend,  und  somit  sehen 
wir,  dass  der  Strahlenbüschel  II.  0.  in  einen  Parallel  -  Strahlen- 
büschel zerfällt,  in  welchem  jeder  Strahl  doppelt  gezählt  werden 
kann. 

Um  die  Richtung  der  Strahlen  zu  bestimmen,  betrachten  wir 
dasjenige  Dreieck  ÄS^Si^  welches  bei  S^  einen  rechten  Winkel  hat 
In  diesem  ist  die  Gerade,  welche  S^  mit  der  Mitte  der  Hypotenuse 
ASi  verbindet,  die  Euler'sche  Gerade  und  sie  steht  senkrecht  zu  der 
Halbirungslinie  des  60®  betragenden  Winkels  (t^t^). 

Folglich  stehen  alle  Euler'schen  Geraden  der  Dreiecke  ÄS^S^ 
senkrecht  zu  dieser  Halbirungslinie,  und  wir  haben  beiläufig  folgende 
Dreieckssätze: 


I)  Unter  Wkl.  {l^  t^)  wollen  wir  denjenigen  Winkel  der  beiden  Tnngenten 
Tcrstehen,  innerhnlb  dessen  Schenkel  die  Corve  liegt. 
3)  Reye,  Geom.  d.  Loge.     II    Aufl.     S.   116. 
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„Die  Ealer'sche  Gerade  jedes  Dreiecks,  welches  einen  Wiukel 
„von  60®  enthält,  ist  normal  zu  der  Halbirungsliuie  dieses  Winkels." 

„Die  Ealer'sche  Gerade  jedes  Dreiecks,  welches  einen  Winkel 
„von  120®  enthält,  ist  parallel  zu  der  Halbirnngslinie  dieses  Win- 
„kels." 

Liegen,  um  diesen  Fall  noch  zu  erwähnen,  die  beiden  Hyperbeln 
h  und  m  auf  einander,  dann  stehen  k{H)  und  m(M)  zu  einander  in 
involutorischer  Beziehung,  und  die  Doppelpunkte  dieser  Puuktreihe 
sind  zugleich  die  Scheitelpunkte  der  Hyperbeln. 

Bei  der  Parabel  sind  die  beiden  projectivischen  Punktreihen 
II.  0.  durch  zwei  projectivischo  ähnliche  Punktreihen  I.  0 ,  ä  und  m, 
zu  ersetzen,  von  welchen  erstere  stets  auf  der  Directrix  liegt.  Da- 
her gilt  der  Satz: 

„Die  Euler'schen  Geraden  aller  Tangentendreiecke  einer  Pa- 
„rabel,  welche  von  zwei  festen  und  einer  beweglichen  dritten  Tan- 
„gente  gebildet  werden,  umhüllen  im  allgemeinen  eine  zweite  Pa- 
,,rabel,  welche  auch  die  Directrix  der  erstem  zur  Tangente  hat.' 

Man  erhält  einen  Strahlenbüschel,  wenn  A  auf  der  Haupt- 
achse der  Parabel  liegt,  und  einen  Parallelstrahlenbüschel,  wenn  A 
ausserhalb  der  Hauptachse  liegt  und  zugleich 

Wkl-  («1«,)  «  60®    oder    -  120® 

ist    Liegt  Ä  auf  der  Hauptachse,  und  ist  zugleich 

Wkl.  (tfy)  «  60® 

dann  liegen  die  beiden  projectivischen  Punktreihen  auf  der  Directrix. 


III.    Der   Schwerpunkt. 

In^dem  Dreieck  AS^S^  werde  der  Schnittpunkt  der  Mittellinien 
S^M^  und  S^Mi  mit  S  bezeichnet.  Schumdet  dann  die  durch  S 
gehende  Parallele  zu  e^  die  Gerade  ^2  ^^  ^2  ^^^  ^i^  durch  S  gehende 
Parallele  zu  t^  die  Gerade  t^  in  F^,  dann  ist 

^  Fl  —  iASi    und     ^  Fi  «  iÄS^ 

Diese  Pnnkte  V^  nnd  V^  teilen  also  die  veränderlichen  Seiten  ASj^ 
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nnd  ÄS^  in  einem  constanten  Verhältoiss,  folglich ')  ist  ti{V^)  pro- 
jectivisch  za  ti{S^)  nnd  t^{V^)  projectivisch  zu  t^{S^),  Weil  aber 
^i(^)  projectivisch  zu  t^(S^  ist,  so  gilt  dies  anch  von  den  Punkt- 
reihen ^i(F])  und  tJ,V^)  und  folglich  anch  von  den  beiden  Parallel- 
Strahlenbflscheln,  welche  t^{V{)  und  ^2(^2)  ^^9  den  unendlich  fernen 
Punkten  R^  und  1^  der  Geraden  t^  und  ^  projiciren.  Da  nun  der 
Schwerpunkt  S  des  Dreiecks  AS^S^  als  Schnittpunkt  von  zwei  ent- 
sprechenden Strahlen  dieser  beiden  Büschel  erscheint,  so  erkennt 
man,  dass  er  sich  auf  einer  Hyperbel  bewegt,  wenn  t  den  zur  Gurve 
gehörigen  Strahlenbüschel  II.  0.  beschreibt.  Diese  Hyperbel  geht 
durch  die  unendlich  fernen  Punkte  Ri  und  R^  der  Geraden  t^  nnd 
<2,  und  ihre  Asymptoten  teilen  die  Strecken  AB^  ')  und  AB^  in  dem 
Verhältniss  1 :  2.  Für  die  Parabel  erhalten  wir  als  Ort  der  Schwer- 
punkte der  Dreiecke  AS-^S^  wieder  eine  eigentliche  und  die  unend- 
lich ferne  Gerade. 

Wir  können  also  folgenden  Satz  aufstellen: 

„Die  Schwerpunkte  aller  Dreiecke,  welche  von  zwei  festen  und 
„einer  beweglichen  Tangente  einer  Curve  II.  0.  gebildet  worden, 
„liegen  auf  einer  Hyperbel,  deren  Asymptoten  parallel  zu  den  festen 
„Tangenton  sind.  —  Die  Hyperbel  zerfällt  in  eine  eigentliche  und 
„die  unendlich  ferne  Gerade,  wenn  die  Curve  eine  Parabel  ist'^ 

Lässt  man  t  mit  den  festen  Tangenten  ^^  und  t^  zusammenfallen, 
dann  erkennt  man,  dass  auch  diejenigen  Punkte  dieser  Geraden  zu 
dem  Orte  gehören,  welche  die  Strecken  AT^  ^)  und  AT^  in  dem  Ver- 
hältniss 1 :  2  teilen.  Die  Gerade,  welche  bei  gegebener  Parabel  diese 
beiden  Punkte  mit  einander  verbindet,  enthält  die  Schwerpunkte  aller 
eigentlichen  Tangentendreiecke  AS^S^ 


1)  Vgl    die  Fussbcmerknng  auf  Seite  309. 

2)  Vgl.  S.  308. 

3)  Vgl.  S.  308. 
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XIV. 
Miscellen. 


1. 

CoDStroetioii  des  Schnittes  einer  Geraden  mit  einer  Hyperbel. 

Die  Gonstractionen ,  weche  deu  Zweck  verfolgen,  die  Darch- 
schnittspankte  einer  Geraden  mit  einem  durch  gewisse  Bestimmungs- 
stocke gegebenen  Kegelschnitt  zu  finden  ohne  den  letzteren  zu 
zeichnen,  sind  zahlreich  und  sehr  mannigfaltig  je  nach  den  gegebenen 
Bestimmungsstücken,  und  die  dabei  zur  Anwendung  gelangenden  Ge- 
sichtspunkte selbst  dementsprechend  sehr  verschiedener  Art.  Be- 
sonders einfache  Lösungen  dieser  Aufgabe  ergeben  sich  für  die  El- 
lipse, wenn  von  derselben  ein  Paar  conjugirter  Durchmesser  oder 
die  Axen  gegeben  sind,  indem  dann  die  Ellipse  durch  einen  ihr  affin 
verwandten  Kreis  ersetzt  werden  kann.  Die  Anwendung  des  Kreises 
als  verwandte  Figur  des  Kegelschnittes  kann  auch  bei  der  Hyperbel 
Platz  greifen,  wenn  man  dieselbe  collinear  auf  ihn  bezieht.  Wollte 
man  auch  hier  statt  der  Verwandtschaft  der  Gollineation  die 
speciellero  der  Affinität  gebrauchen,  so  wird  der  Hyperbel  wieder 
eine  solche  Gurve  entsprechen  und  die  Aufgabe  nicht  vereinfacht 
erscheinen,  wenn  man  nicht  ein  einfaches  Mittel  hat  fttr  diesen  Fall 
jetzt,  die  Schnittpunkte  der  Geraden  die  der  gegebenen  affin  ent- 
spricht, mit  der  affinen  Hyperbel  ohne  diese  zeichnen  zu  mtlssen,  an- 
zugeben. 

Im  folgenden  soll  nun  gezeigt  werden,  wie  man  mit  Benutzung 
einer  der  gegebenen  affin  verwandten  die  Schnittpunkte  einer  durch 
ihre  Asymptoten  und  die  Hauptaxe  gegebenen  Hyperbel  und 
einer  Geraden  finden  kann. 
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Im  1.  Bde.  2.  Rh.  dieses  Journals  wurde  die  Erzeugungsweise  der 
Hyperbel  und  Ellipse  als:  „Ort  der  Berührungspunkte  der  ge- 
meinsamen Tangenten  an  einen  Scheitelkreis  ')  und  alle,  die  Asymp- 
toten berührenden  Kreise,  welche  ihre  Mittelpunkte  auf  der  Hauptaxe 
haben ,  über  welcher  der  Scheitelkreis  beschrieben  wurde",  ausführ- 
lich erörtert. 

Hieraus  ergibt  sich  aber,  dass  man  die  Schnittpunkte  einer  den 
ScheitelkrcJs  über  der  reellen  Axe  einer  Hyperbel  berührenden  Ge- 
raden mit  dieser  sehr  einfach  tindcn  kann. 

Ist,  siehe  die  Fissur,  tj  eine  den  Scheitelkreis  A^  berührende 
Gerade,  von  welcher  die  Schnittpunkte  mit  der  Hyperbel,  deren 
Asymptoten  a^  und  a^  sind,  coustruirt  werden  sollen,  so  hat  man 
eben  nur  jene  Kreise  zu  suchen ,  welche  die  Gerade  g  und  die 
Asymptoten  a^  und  a^  berühren  uud  ihre  Mittelpunkte  auf  der  Axe 
a  haben,  um  in  den  Berührungspunkten  mit  g  die  fraglichenJSchnitt- 
pnnkte  zu  erhalten.  Diese  Berührungspunkte  lassen  sich  aber  etwa 
in  folgender  Art  finden.  Zunächst  findet  man  die  Mittelpunkte  0^ 
und  O2  der  oben  genannten  berührenden  Kreise  entweder 

|1)  indem  man  die  Winkelhalbirenden  10,  und  10^  der  Ge- 
raden g  und  der  Asymptote  a,  coustruirt  (oder  20^  und 
2O2  von  g  und  a,)  oder: 

2;  als  Endpunkte  des  auf  der  Axe  a  gelegenen  Durchmessers 
desjenigen  Kreises,  der  seinen  Mittelpunkt  auf  a  hat,  und 
welcher  durch  die  Schnittpunkte  1  und  2  von  g  mit  den 
Asymptoten  a,  und  a^  geht,  wie  leicht  sofort  einzusehen 
ist,  da  ja  die  früher  erwähnten  Winkelhalbirenden  senk- 
recht zu  einander  stehen.  Dass  man  nur  12  in  m  zu  hal- 
biren  und  mm^  senkrecht  zu  g  zu  errichten  hat,  um  den 
Mittelpunkt  dieses  Kreises  zu  erhalten,  ist  selbstverständ- 
lich. 

Aus  den  Punkten  O,  und  O^  sind  dann  die  Senkrechten  zu  g 
zu  legen,  um  in  ihren  Fusspunkten  I  und  II  die  gesuchten  Durch- 
schnittspunkte von  g  mit  der  Hyperbel  zu  erhalten. 

Auf  diesen  Fall  lässt  sich  nun  der  allgemeinere,  wo  die  ge- 
gebene Gerade  den  Scheitelkreis  nicht  berührt,  zurückführen. 

Wäre  z.  B.,  siehe  die  Figur,  die  Gerade  y,  und  die  Hyperbel 
durch  ihre  Asymptoten  «j  und  oj»  ^"^  den  über  der  Hauptaxe  be- 
schriebenen Scheitelkreis  A^  gegeben,    und   sind   ihre   gemeinsamen 


I)  Kreis,  der  eine  der  Kegelschnittsaxen  zum  Durchmesaer  hat. 
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Durchschnittspunkte  aDzngeben,  so  legt  man  ans  dem  Schnittpunkte 
g  von  7  and  der  Axe  a  eine  Tangeute  g  an  den  Scheitelkreis  A^ 
nnd  betrachtet  diese  als  affin  *)  verwandte  zur  gegebenen  y.  Die 
Gerade  y  schneidet  z.  B.  die  Asymptote  a^  in  (2),  und  der  affin  ent- 
sprechende Punkt  2  auf  g  wird  auch  ein  Punkt  der  einen  Asymptote 
02  jener  Hyperbel  sein,  durch  welche  die  gegebene  zu  ersetzen  ist 

Die  gegebene  Hyperbel  ist  nun  durch  eine  andere  ihr  affin  mit 
demselben  Scheiteikreis  und  den  Asymptoten  a^  und  a^y  die  sich 
Dach  dem  Bemerkten  sehr  einfach  ergeben,  ersetzt,  und  die  gegebene 
Gerade  durch  eine  den  Scheitelkreis  der  letztem  berührende  Gerade, 
der  allgemeine  Fall  also  auf  diesen  früher  besprochenen  speciellen 
zurückgeführt.  Nach  dem  bereits  Auseinandergesetzten  wird  man 
nan  die  Punkte  I  und  II  auf  g  construiren  und  dann  mit  Hilfe  der 
Senkrechten  in  diesen  Punkten  zur  Axe  a  die  Punkte  (I)  und  (II) 
auf  y  erhalten,  wodurch  die  allgemeine  Aufgabe  gelöst  erscheint. 

Ist  die  gegebene  Gerade  parallel  der  Nebenaxe,  so  wird  die 
Methode  nicht  anwendbar  sein,  aber  hiefür  sich  noch  einfachere 
Constractionen  auf  Grund  der  früher  angeführten  Erzeugungsweise 
ergeben,  die  an  oben  citirter  Stelle  angegeben  erscheinen. 

Auch  für  die  Ellipse,  wenn  diese  durch  die  Hauptaxen  gegeben 
ist,  lässt  sich  das  Princip  anwenden,  indem  hier  an  die  Stelle  der 
Asymptoten  gewisse  leicht  aufzufindende  Gerade  treten;  allein  an- 
gesichts der  für  diesen  Fall  existirenden  äusserst  einfachen  Gonstruc- 
tionen  sind  die  aus  diesem  Gesichtspunkte  folgenden  ohne  Bedeutung. 

F.  Ruth. 


2. 
Zar  Constraetion  der  Kegelschnittslinien. 

Unter  diesem  Titel  hat  Herr  K  Schober  (Triest)  im  1.  Hefte, 
(2.  R.  VII.  T.)  die  von  mir  in  dieser  Zeitschrift  (2.  R.  III.  T.  S.  108 
—  110  und  S.  223)  veröffentlichten  und  mittelst  analytischer  Geome- 
trie bewiesenen  Constructionen  „durch  Specialisirung  des  Pascarschen 
Satzes'*  angeblich  „naturgem&sser"  abgeleitet  —  wie  er  es  schon  in 
zwei  andern  Aufsätzen  (Ztschrft.  f.  d.  Realschulwesen  12.  J.  1887 
und  Programm  d.  k.  k.  Ob.  Realschule  in  Sechshaus  bei  Wien,  1887) 


1)  Ortbogonalo  Affinit&t;    der  Scheitelkreis  bleibt  derselbe  für  jede  dieser 
Art  affiu  verwandte  Iljperbcl. 
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getan  hat  —  obgleich  er  selbst  in  einem  seiner  Aufsätze  sagt,  die 
analytische  Geometrie  eigne  sich  am  besten  daza,  die  Richtig- 
keit einer  gefundenen  Constraction  zu  beweisen.  Welches  Beweis- 
verfahren  besser  ist,  das  ist  wol  meist  —  Geschmackssache. 

Ich  zog  das  analytische  vor,  trotzdem  ich  jene  Gonstructionen 
dnrch  synthetische  Untersuchungen  gefunden  hatte,  weil  ich  glaubte, 
es  sei  weiteren  Kreisen  zugänglich.  Das  ist  fibrigens  Nebensache; 
ich  bringe  nur  deshalb  den  Gegenstand  zur  Sprache,  weil  ich  von 
einer  Vereinfachung  der  in  Rede  stehenden  Gonstructionen  Mitteilung 
machen  möchte. 

Das  früher  entwickelte  Verfahren  wird  besonders  bei  der  Ellipse 
nicht  gern  angewendet  werden,  weil  mau  über  die  Fläche  des  um- 
schricboueu  Purallelogramms  EFGH  hinausgehen  muss;  bei  nach- 
stehender Constructiou  cutfällt  nicht  nur  dieser  Uebcistand,  sondern 
man  erspart  sich  auch  noch  eine  Liuie. 

Sind  AB  und  CD  conjugirte  Durchmesser  einer  Ellipse,  so 
schneidet  die  zu  CD  parallele  Gerade  S  die  AC  und  AB  in  Ponkten 
ilf  und  Q,  welche  aus  ß  und  D  durch  Strahlen  i?Af  und  DQ,  pro- 
jicirt  werden,  dio  sich  in  einem  Ellipsenpunkte  P  treffen,  dessen 
Tangente  durch  den  Schnittpunkt  L  jener  Parallelen  S  mit  der  Tan- 
gente CF  in  C  geht.  Bei  der  Hyperbel  ändert  sich  die  Gonstruction 
nur  dahin,  dass  QP  als  Parallele  zu  BC  (oder  Parallele  zur  Asymp- 
tote FH)  zu  zeichnen  ist,  und  L  auf  der  zu  ^C  parallelen  Asymptote 
EG  liegt. 

Ist  CD  eine  conjugirte  Sehne,  dann  ist  das  Constructionsver- 
fahren  für  alle  drei  Kegelschnitte  gleich  und  lautet  so,  wie  es  oben 
für  die  Ellipse  augegeben  wurde. 

Bei  Hyperbel- Gonstructionen  ist  oft  das  Bedürfuiss  vorhanden,  die 
Taugente  unabhängig  vom  Berührungspunkte  zu  construiren;  wir 
geben  deshalb  in  Folgendem  noch  ein  Verfahren  an,  welches^  diese 
Bedingung  erfüllt  und  andern  gegenüber  den  Vorteil  hat,  ein  kleines 
Gonstructiousfeld  zu  benötigen. 

Es  seien  wieder  AB  und  CD  conjugirte  Durchmesser  einer 
Hyperbel,  ferner  sei  EFQH  das  Parallelogramm  mit  den  Mittellinien 
AB  und  CD\  /!ff  und  EG  sind  dann  die  Asymptoten. 

Projicirt  man  einerseits  die  Punkte  M  der  Geraden  AC  aus  G 
auf  EF  nach  Ä,  andererseits  durch  Parallele  5  zu  CD  auf  EG  nach 
i,  so  ist  LH  eine  Hyperbeltangente  und  ihr  Berührungspunkt  der 
Schnitt  mit  BM  oder  Q.P  \  FH, 
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Die  Beweise  für  alle  erwähnten  Constractionen  können  anf 
mehrere  Arten  bo  leicht  erbracht  werden,  dass  es  aberflüssig  er- 
scheint, dieselben  hier  anzuführen. 

Pola,  im  December  1888. 

Fr.  Schiffner. 


Ergiinzangr  des  „Beitragrs  znr  Inhaltsrechnnn;  der  K9rper^^ 

Bd.  XXVr.  S.  204  des  Arehiys. 

Die  Ergänzung  betrifft  die  geometrische  Bestimmung  des  Inhalts 
eines  Körpers,  dessen  Durchschnittsfläche  in  der  Höhe  x  durch 

f{x)  =  d.x^ 
gegeben  ist 

Da  die  Gestalt  des  Schnittes  von  keinem  Einflnss  ist,  so  soll 
folgende  specielle  Anordnung  getroffen  werden. 

In   der  Figur  stehen  die  Linien  OX^  OF  und  OZ  senkrecht  zu 
einander. 

Die  Coordinaten  des  Punktes  C  seien  a;,  y  und  z  und  dabei : 

z  *^  d.px 

die  Curve  OMß  ist  also  eine  Parabel  in  der  xy  Ebene. 

Das  Rechteck  ABCD  hat  zum  Inhalt 

yz  «  d,x^ 

Der  Inhalt  der  Pyramide  AßCDO  ist  also:  id.x^. 

Das  Parabelsegment  0MB  hat  zum  Inhalt: 

x^ 
ixy-ixy  =  ixy^lf- 

Der  Inhalt  des  prismatischen  Körpers  von  der  Höhe  s  mit  der  Orund- 
fläche  0MB  ist  daher: 

i'^.z^id.x^ 
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Sabtrahirt  man  die  Hälfte  dieses  Körpers  von  der  Pyramide  ABCDO, 
so  ergiebt  sich  als  Iniialt  des  Körpers  OMBADCLÖ 

Die  DarchschuiUsflächo   dieses    Körpers   in  der  Höhe  x  ist   ABCL^ 

also: 

f(x)  «rf.x« 

Die  Zusammenstellung  auf  Seite  206  Band  26  wird  nun: 


Durchschuittsfläche 

in 

der 

Volumen  des  Körperstacks 

Höhe  X 

von  der  Höhe  x 

1)    a 

ax 

2)    bx 

\bx:^ 

3)    cx^ 

w 

4)       €&» 

idx^ 

und 

,,,,,,,  .  bx^   .   cx^   ,   dx^ 

fix)  —  a-\-hx  +  cx^  +  (hc^  »  =- ««  +  -2-+ y  +  "4" 

Kiel,  den  27.  Mai  J889. 

Ligowski. 


4. 

Ueber  harmonische  Reihen  ungerader  Ordnung. 

In  der  Reihe  für  logH[l  +  |i*)  treten  bekanntlich  als  Coefflcienten 
die  harmonischen  Reihen  Sn  auf,  von  welchen  nur  diejenigen  ge- 
rader Ordnung  summirbar  sind.  Im  Folgenden  sollen  nun  für  die 
Reihen  Sn  mit  ungeradem  Stellenzeiger  —  Recursionsformeln  auf- 
gestellt werden;  sie  enthalten  zwar  auch  unendliche  Reihen,  die  aber 
bedeutend  rascher    als   die   ursprünglichen  Reihen  Sn  convergiren. 

Diese  Transformation  wird  mit  Hilfe  der  Function  log  sin  ,j ,      welche 

sich  auf  zweierlei  Art  in  convergente  Reihen  verwandeln  lässt,  be- 
wirkt   Es  ist  gleichzeitig 

.   <P     ,     •.  cos^'  I   cos2g)  ,  ^  <      < 

-logsinJ=log«+-y^+-  2--+...,    0^^:^« 

und 
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daher  auch 

cosg)   ,   cos9> 


f...— ,w+».(S)'+i».(0+.. 


o  =  g>S»  1] 

Durch  wiederholte  Integrationen  dieser  Gleichung  entstehen  links 
Aasdrücke,  welche  für.  die  Werte 

9  *■  o"    und     y  =■  TT 
entweder  in  die  Potenzreihen  S2v-^i  oder 

flbergchen,  jenachdem  die  Anzahl  der  Integrationen  eine  gerade  oder 
ungerade  ist. 

Die  erste  Integration  zwischen  0  und  q>  giebt: 

qosinnqp  S^       q>^  S^       <p5 

0^  g)  <  Ä 

Da  rechter  Hand  logg)  vorkommt,  sind  nur  positive  Werte  von  (p  zu- 
lässig; für  (p  «»  7c  entsteht  ein  Widerspruch,  endlich  convergirt  das 
Integral  des  Hestgliedes  von  1]  gegen  die  Null;  als  Gonvergcnz- 
bereich  können  daher  die  W^erte  von  incl  0  bis  exclusivo  n  ange- 
nommen werden. 

Aus  den  weiteren  Integrationen  zwischen  0  und  q>  gehen  mit  Be- 
achtung von  {g)"*log9>}  *»  0  folgende  Gleichungen  hervor: 

"  ^  ^;r+^  =  21  (*+*-J°89')+  1(2^7374  +  2(2».)* 676+  - 

1'] 
ainny  <P'  /i  i  i  i  i     i       x  i       -^t        «p' 

-  'S  -^+S.T  -  3j(l+}+i-logv)+  j(2^  37475 

T^2(2»)4  5.6.7^'" 

Areb.  d.  Mttli.  a.  Thj*.    2.  Ktih«,  T.  VUI.  3  I 

Digitized  by  VjOOQIC 


322  MUeellen. 

O'S  9>  <  Ä 


Das  Bildnngsgesetz  dieser  Formeln  ist  ein  leicht  erkennbares;  nach 
r  — 1  Integrationen  zwischen  0  und  fp  ist  offenbar,  wenn  a)  r  on- 
gerade: 

r— 1 


2       cosny  y«'-«  o_    y''"^       , 

"T"  1(2»)»  (rH- 1)!  T"  * (2»)*  (r  +3) !  "T"  •  •  •  ^ 

b)  r  gerade: 

r 

+(-!)'*-»  -(£^i(i+i+  •  •  +,4-1-'««^) 

"^  1(2»)»  (r+l)!T"*(2»)«  (r+S)!"*"  *  *  *  *'^ 

Die  Substitution  9>  ■»  ö  ^^Si^^^i  ^ 


r—l  H-1  r+l 

)     ^      Sr-(- 

(r  ungerade) 


(-.)  '  i^+(-.,  ^  *-(-.)  ''-^^^^^^s. 


und 

r-f2  r  +  2 

sinng>_  2     /l        11^  ^«r-n     ^     ü 

(r  gerade) 

ist,  folgende  Beziehungen  zwischen  den  harmonischen  Reihen  Sip^i 
und  den  Reihen  ^2»  einerseits  und  den  bekannten  Summen  S-Zß  an- 
dererseits: 
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(r-3>!  V2V  (r-5)!  UV      +  ""  "  '  " 

r— 1  , 

.,     , ,2     Sr-2  /n\*   . 


r— 1  r  +  l 

2     2*'-»4-2'->-l 


22r-l 


Sr    - 


41 


(r  ungerade) 
r+2 


<-)^"-+A(r-,7^(r+-- 

(r  gerade) 

Da    die    in    den    Formeln    4]    and    5]     aaftrcteude    Reihe 

30  1  &r  1 

v2  -        ,  g   _    ^  .  p^  ungleich  rascher  als  Sr  oder   Ur  convergirt, 

'      \       2v        ) 
so  kann  erstero  zur  Berechnung  der  letztern  Reihen   mit  grossem 
Vorteil  angewendet  werden. 

Die  Gonvergenz  der  neuen  Reihen  kann  dadurch  noch  wesent- 
lich erhöht  werden,  dass  zu  1]: 

die  Gleichung 

0— 4-(£)l-Kä)"-HÄ)'— •■ 

addirt  wird,  woraus  entsteht: 

21* 
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Zwischen  0  and  9  wiederholt  integriert,  ergiebt  zunächst: 
r    9> 

r    ^  r    q>  r    ip 

0  00 


r  5> 


-/-('-ä)^^-^^('-£)'['+»+-+i 


somit 
r    y 


0 

Xlog(l-J)j 

Nach  r  -1  maliger  Integration  der  Oleichang  6]  ist  unn 

a)  r  ungerade 

r+l  f—l 

-Ä{('+'+-+rii-'°«^)-H-(4f^(£)' 

+*(^)(fJ+-!+[^l('+»+-+,-^,) 

x[o+£rv(.-fen-(.+£rio.(.+Ä) 
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-(Ä{('+»+-+,4,)K?+.r+(?-'n 

+tM(£/+i-^  (£)*+...(  7, 

b)  r  gerade 

^-f?^+-...+(-.)V„+<-.)  ^  ^''i^ 

-ö^,{(.+*+-.+,4i)[.+cf+-r-(7-'n 
-.„-(f+.p..(.+ä)+($_.)'-...(.-g) 

Die  trigonometrischen  Beihen  gehen  fflr  den  speciellen  Wert 
4»  =  2  ifieder  in  reine  Potenzreihen  Aber: 

a)  r  ungerade 

-^     AV-» ^_/»Y''+    -t-f-i)  2  ^--^ /'^V 

lr-3)!W  (r-5)lV2^      +••■+(     IJ  21     ^2; 

+(-1)       ^n ^-0^=1)1(2;     1(1+1+.  ■• 

...+;^)[l+3«-H5-»]-log|-5'->  log  J-S«--»  log  J 
5,-1   1  ^4-1    1    ,      \  9] 

b)  r  gerade 

iT^äP  i$r-  A^  (r +-■<-«'•*  ?+'-»'^''' 
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Bei  Annahme  eines  grossen  r  verschwinden  die  rechten  Seiten 
der  Gleichungen  2]  und  3],  während  der  linksseitigen  Teile  zu  den 
bekannten  Sinus-  und  Cosinus -Reihen  führen. 

Franz  Rogol. 


Zahl  der  Combinationen,  die  n  Steine  auf  dem  Bamenhrette 
Ton  100  Feldern  bilden  kennen. 

Wir  suchen  zunächst  die  Zahl  C'p^q  der  Combinationen  zu  be- 
stimmen, die  mit  p  einfachen  Steinen  und  q  Damen  möglich.  Be- 
zeichnen wir  mit  C'i.p-i  die  Zahl  der  Combinationen,  die  p  ein£eu:ho 
Steine,  worunter  i  weisse  und  (p—i)  schwarze  sich  befinden,  bilden 
können,  ferner  mit  C\q^k  die  Zahl  der  Combinationen,  die  —  bei 
p  auf  dem  Brette  befindlichen  Steinen  —  mit  k  weissen  und  (q — k) 
schwarzen  Damen  möglich,  so  haben  wir 

Cp,g  =  2:c^,p-,-.ic\^-*-(e'o,p.c^%+c>.e\o) 

0  0 

Der  Elammerausdruck  ist  von  dem  Product  der  beiden  Summen 
abzuziehen,  da  wir  die  Fälle  auszuschliessen  haben,  wo  sämtliche  auf 
dem  Brett  befindlichen  Steine  von  derselben  Farbe  sind. 

Indem  wir  in  Betracht  ziehen,  dass  ein  einfacher  Stein  nicht  die 
5  Endfelder  seines  Oegners  einnehmen  kann,  haben  wir 

-■"-'  -  CD  C1D  CtO + CD  C-D  C";:7D 
+ (D  C^D  CV-7  D+  +CD  G^5X^;i'D 

Mit  Rücksicht  auf  die  Baziehung 

CtO = C^  G) + C:D  cd + C„iDCD + 

+  +CDCD     <« 

können  wir  schreiben 
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+ CD  CA)  [C"-7D  CD + CA-0  CDJ 
+CDC^J[C:zOC«)+C^-:.)GO 

+C^'OG)J 

+ 

+G)C")[C^)CD+C^.)CD 

+C-.^OCD+ •+C"^DCD] 
-CDC^')[Cf)O+C^0CD 

+C*'0Oh-+C!"5)CD] 
+OCA-)[C->)G)+C*'0C0+ 

+e.)G)+--+C^)CD] 

+ o  C-'-d  [C-O  ay+ c-D  o + 

+C^J  CD +0-5)0)] 

+ 

+G)C^5)C-0 

woraus  sich  mit  Hilfe  der  Beziehung  (a  ergibt 

<'■-'  -  G)  C'wO  C") + CDC"-.)  C."  ) 
+ G)  C-."0  C^D+-  +  CD  C--0  C*^5 ) 


Nun  ist 


C45-t   \  A-45- J^ (45-t)! (45-^)! 
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somit 


(45-J)l (p— 2J)1 

(p -2J)  \ (45-p+J)  1  (»—./)!  (jp -»—7)! 


+ ©  cid  C--.0  +  +OC-I0)  c^-n 


iDsbosondcre  ist 


''--■— CD  00-0      <"' 

Setzen  wir  in  Gleichung  (1)  der  Reihe  nach   »  =  0,  1,  2  . . .  p  und 
addiren,  so  erhalten  wir,  da  bekanntlich 

ICD-*  "•■ 

!— CDC^)-+CDC")-' 

+ÖCJ-'+ ■■+CDC-.o>-» 

£8  ist  aber 

CO-CDCtO-COCIriO 

+ CO  Ct-.O -+•■•+'->•  CO  CJ-J 

somit  können  wir  schreiben: 

-■-=Co)^'fCDC7)-CDCA) 
+CDCA)-+  -CDCA)] 
+CD-fCDCA)-CDCA) 

+CD-'[CDC-0-CDCA) 
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-C-a)-[CDC5>+CDCD^] 

Mit  Hinsicht  auf  die  Beziehung 
ergibt  sich  schliesslich 
Ferner  erhalten  wir 


^"*'^-»         ^       i.       ,     V       g. 


(50-f>)I  (50-2)— Ä:)! 

fc !  (50  -p'-k) !  (<2— ^•)  I  (50— p— g)  I 


'^  qlibO—p—q)]  k\{q-k)l''K     q     JKkJ  ^' 


Insonderheit  ist 


C"o,,=  CVo-(^~Q  (3a) 

Aus  Gleichung  (3)  folgt 
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Beachten  wir  nan,  dass 

■  />-*>'v.    q    J  '^  (p—t)  !(5Ö-p)!  g!(50-p-2)J 

(50-01 (H-g-Qi 

■^  (p-2-0!(50-p-3)!  (i>-0!(z! 

80  gibt  die  Multiplicatiou  der  Gleichungen  (2)  und  (4) 

Aus  Gleichungen  (la)  und  (3a)  folgt 

C'o.p.C\,  +  C'p,o.  C%,o  -  2  f  ^)  (^-P^ 
oder  mit  Rücksicht  auf  Beziehung  (ß): 
C'.C"+C..C"-2(«^')[(J)(^_Q)(/i,) 

+a)(A)-+--Q)(A)j 

wofür  wir  unter  Beachtung  der  Beziehung  (♦)  schreiben  können: 

+ ©  c+t.)  (^+n  -+■■-  ©  wte)  c+j-')] 

Somit  ergibt  sich 

^w-e»)(,-)(''t«)-. 
'(?)(,+t.)('+^-)-.-. 
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Setzen  wir  hierin  der  Reihe  nach  ^  =  0,  1,  2  . . .  n  und  gleichzeitig 
p  =  n,  n  —  1,  n— 2  . . .  0,  80  erhalten  wir  als  Zahl  der  gesuchten 
Combinationen 

+Q)c^.)--+--ct)e5)H 

Bemerkungen. 

Beziehung  (a)   ergibt  sich,   wenn   wir    die    beiden    Seiten    der 
Identität 

nach  dem  binomischen  Lehrsatz  entwickeln  und  die  Coef&cienten  des 
Gliedes  a;"*  vergleichen. 

In  ähnlicher  Weise  erhalten  wir  Beziehung  (ß)  aus  der  Yer- 
gleichung  der  Coefficienten  des  Gliedes  x*»  in  der  Entwicklung  von 

(1— a;)-('— «+!)  —  (1— a?)-(«'+«-™+i)(l— a?)» 

Um  die  Beziehung  (y)  zu  beweisen,  haben  wir 

+(2)t/)2-+-+(r)(:r2;)2'-+... 
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-(ö)(:)[o+(;)+(p+...+o] 

+ (T)e-t)[Cö') + er) + C70 + •  •  • + ciP] 

+©C-/)(V)+(":)C:r»')ef)+("„)(:)(;) 
+ (■:)  (r^)('ö^)+ e.)  tiiP  c-r')+- 

/  ».  \  /  m-#-|-u  \  /'r-2H-2tt\    , 

+ 

Nun  ist 

(m  \   fm-s+u  \  /r— 2#+2t»\ 
8  -u)  Vr~2Ä+2uy  \         u       ) 

m\ (m— #H-u)! (r~2<+2u)! 

""  («-!*)  !(»i-34-tt)J  (r— 2H-2m)!  (m— r+*— u)!  ttl(r— 2H-»)! 

m!  (m~r+g)l (r  -j)! 

"  (r— tf) !  (m— r+«) !  ü !  (m-r-|-*— u)  I  (*— u) !  (r— 2«+tt) ! 

=C-.)  ("-.'+')  C) 

somit 

+(A)[(%'+'3(7')+r-r+')Cö')] 

+ 
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+ 

oder  mit  wiederholter  Anwendang  von  (a) 

-(:)Q+(A)(T)+C!.)(i)+- 
■•■+C!:.)(r)+ •+(;)(:) 
-Cr)  «--■ 

Lonisville,  Jani  1889. 


Carl  Boecklen. 


6. 
Bemerkung  zum  Königrinnenproblem« 

Wo  das  Königinnenproblcm,  d.  ist  die  Aufgabe,  8  Königinnen 
aaf  dem  Schacbbret  so  za  stellen,  dass  keine  die  andere  angreift, 
zur  Unterhaltung  gefibt  wird,  da  ist  wol  schon  öfters  bemerkt  wor- 
den, dass  bei  jeder  Lösung  eine  gerade  Zahl  von  Königinnen  auf 
Feldern  gleicher  Farbe  steht.  Der  Grund  dieses  Umstandcs,  den  ich 
hier  auf  Anlass  geschehener  Nachfrage  angebe,  ist  insofern  instructiv, 
als  er  sich  durch  die  elementarste  Determinautenbctrachtung  dar- 
bietet 

Von  den  zweierlei  Zügen  der  Königin  kommt  nur  der  Turmzug 
in  Anwendung.  Sei  daher  tkh  ein  Turm  auf  dem  Arten  Felde  der 
hten  Reihe.  Entwickelt  man  die  Determinante  |  tkh  |  für  A; »  1, 
2  ...  8;  Ä  —  1,  2  ...  8  in  ihre  8!  Terme,  so  drückt  jeder  Terni 
eine  Aufstellung  von  8  Türmen  aus,  die  sich  nicht  angreifen,  weil 
kein  Wert  von  k  und  von  h  zweimal  darin  vorkommt.  Ausserdem 
ist  ersichtlich,  dass  keine  andre  Aufstellung  der  Bedingung  genügt, 
dass  mithin  jene  Terme  alle  Lösungen  des  analogen  Turmproblems 
repräsentiren. 

£in  Turm  steht  nun  auf  weissem  oder  schwarzem  Felde  (oder 
amgekehrt),  jenachdem  h-\-k  gerade  oder  ungerade  ist.  Hiernach 
gibt   der  Anfangsterm   t^jt^^  -  -  -   hs  ^  weisse  Felder.     Aus  diesem 
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gehen  alle  andern  Terme  hervor  durch  wiederholte  Yertaaschung 
zweier  Werte  von  Ar,  z.  B.  h  und  k\  Ist  nun  k-^-k'  gerade,  so  bleiben 
die  Farben  unverändert;  ist  es  ungerade,  so  wechseln  beide  betreffen- 
den Türme  die  Farbe.  Folglich  kann  sich  die  Anzahl  der  besetzten 
Felder  gleicher  Farbe  nur  um  eine  gerade  Zahl  ändern  und  bleibt 
stets  gerade. 

Hiermit  ist  der  Satz  für  Türme  bewiesen.  In  einer  Stellung 
aber,  wo  sich  Türme  bedrohen,  bedrohen  sich  auch  Königinnen;  daher 
können  8  Königinnen  nicht  auf  ungerader  Anzahl  weisser  und 
schwarzer  Felder  stehen   ohne  sich  zu  bedrohen,  w.  z.  b.  w. 

Alles  Gesagte,  mit  einziger  Ausnahme  dessen,  was  den  Haupt- 
Coder  Diagonal-)Term  betraf,  gilt  offenbar  auch  für  n  Königinnen, 
resp.  Türmen,  auf  einem  Brete  von  nn  Feldern.  Ist  n  gerade,  so 
ist  der  Hauptterm  in  gleichem  Falle  wie  für  n  «  8,  und  der  Satz 
besteht  fort  Ist  n  ungerade,  so  gibt  es,  wie  im  Hauptterm,  in  alleo 
Lösungen  eine  ungerade  Anzahl  Felder  von  der  gemeinsamen  Farbe 
beider  Diagonalen,  eine  gerade  Anzahl  von  der  andern,  welche  aus  nnll 
parweisc  durch  Permutation  entstehen.  B.  Hoppe. 


Nachträgliche  Bemerkung  zu  Nr.  TU. 

Wir  haben  auf  Seite  206  d.  Teiles  gefunden,  dass  das  Konoid 

von  dem  Kegel 

l^  +  ri^-i? 

nach  zwei  untereinander  und  mit  der  Directrix  des  ersteren  con- 
gruenten  sph.  Schleifenlinien  geschnitten  wird.  Hiemit  war  die  Existenz 
von  vier  derartigen  Schleifenlinien  auf  diesem  Konoide  nachgewiesen. 
Nun  kann  aber  leicht  gezeigt  werden,  dass  sich  nicht  nur  deren 
vier,  sondern  beliebig  viele  vorfinden.  —  Denken  wir  uns  nämlich, 
es  vollführe  die  Directrix  {x  =  rcosw*,  y  =«  r sin« cos m,  z  =  rsin«) 
eine  gleichförmige  Rotation  im  negat  Sinne  um  die  verticale  Axe 
{x  «  ^r,  y  «  0),  während  diese  Axe  selber  gleichzeitig  eine  ebenfalls 
gleichförmige  Kotation ,  aber  nur  mit  halber  Winkelgeschwindigkeit 
und  im  posit.  Sinne  um  die  g^Axe  erleidet,  so  beschreibt  jeder  Punkt 
der  Directrix  (da  deren  Orundriss  ein  durch  den  Ursprung  gehender 
Kreis  ^'-f*^^  ""  ^"^  ^^t)  nach  einem  bekannten  Satze  der  Kinematik 
eine  horizontale,  die  ^-Axe  schneidende  Gerade,  also  eine  Erzeugende 
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unseres  Konoides,  und  folglich  finden  sich  aaf  dessen  Oberfläche  an- 
endlich  viele  sph.  Schleifenlinien  vor,  —  es  kann  durch  die  ange- 
deutete zusammengesetzte  Bewegung  der  Directrix  erzeugt  werden. 

Es  ist  dieses  Ergebniss  übrigens,  wie  leicht  zu  sehen,  blos  ein 
Ausflnss  eines  allgemeinen,  für  alle  geraden  Konoide  gütigen  Satzes, 
der  wie  folgt  ausgesprochen  werden  kann:  „Alle  geraden  Krcis- 
cylinder,  welche  congruentc  Basen  haben,  und  von  denen  eine  Er- 
zengende mit  der  Axe  irgend  eines  gleichfalls  geraden  Konoides  zu- 
sammenfällt, schneiden  das  letztere  in  congruenten  Gurven^\ 

In  Bezug  auf  den  vorliegenden  Fall  ergibt  sich  demgemäss,  dass 
die  Dnrchdringungscurven  aller  Kreiscylinder,  deren  Gleichungen  die 
Form  haben 

V+V^  -=  r(5cos<;p  +  j7Sinq)) 
mit  dem  Konoide 

mit  dessen  Directrix  congruente  pph.  Schleifeulinien  sind,  deren 
Doppelpunkte  auf  der  Abscissenaxe  liegen  und  zwar  in  der  Strecke 
von  X  —  — r  bis  a;  ==•  -(-r.  Hieraus  folgern  wir  weiter,  dass  die 
Kegel,  beziehungsweise  Kugeln  mit  den  Gleichungen 

{a,  ß  beide  absolut  genommen  •<  r)  aus  dem  Konoide,  desgleichen 
mit  dessen  Directrix  congruente  Schleifenlinien  herausschneiden, 
welche  Resultate  unschwer  analytisch  verificirt  werden  können. 

Eduard  Janisch. 


8. 

Zur  Bestimmung  der  Curven  dureh  die  Relation  zwischen 
Krfimmungs-  und  Torsionswinkel. 

Ist  der  Torsionswinkel  ^  als  Function  des  Krümmungswinkels  t 
gegeben,  so  lässt  sich  das  Problem  der  Darstellung  der  Curve  bei 
willkürlich  bleibendem  Bogen,  wie  ich  in  Grelle  J.  LX.  182.  LXIII. 
122  und  in  d.  Arch.  gezeigt  habe,  auf  die  lineare  Gleichung  2.  Ordn. 

r"+t^V+Jr  «  0  (1) 

zurückfahren,  wo  die  Striche  die  Diff.  nach  t  bezeichnen,  und,  wenn 
f^f\l  die  Richtungscos.  der  Tangente,  Haupt-  und  Binormalc  sind, 
die  Bedeutung  von  r  aus  den  Annahmen  hervorgeht: 
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^cos^+rßinfx-l         (2)  ^,^ 

/sin  ^  — /  'cos  ^  -  ü       (3)  *  ''^ 

Unabhängig*)  hiervon  hat  nun  E.  Gonrsat  in  den  Ann.  de  la 
Fac.  de  Tonioase  I.  C.  dasselbe  Problem  bei  der  Annahme 

/+.7-r«  (5) 

gleichfalls  auf  eine  Gleichung  2.  Ordn. ,  und  zwar  fQr  Y  zurückge- 
führt. Es  entsteht  die  Frage ,  ob  sich  die  complexen  r  und  Y  als 
monodrome  Functionen  von  einander  explicite  darstellen  lassen,  so 
dass  beide  Differentialgleichungen  durch  Substitution  aus  einander 
hervorgehen.    Sei  für  reelle  p^  v 

v'pc"  (6) 

dann  ergibt  sich  durch  Elimination  von  ^  aus  der  reellen  Doppel- 
gleich. (1)  nach  Integration: 

p'^+P^v'^+ip^^c^    (constant)  (7) 

und  durch  Elimination  von  v  zwischen  (6)  u:2d  (7): 

Hiernach  ist  erstp,  dann  nach  Gl.  (6)  v  in  r  dargestellt.  Ferner 
ist  nach  Bd.  IL  S.  421  Gl.  (22)  /«;,«  — l  und  /"  bekannt,  daher 
nach  Gl.  (2)  (3)  auch  2,  also  nach  Gl.  (5)  Y  ausgedrückt  als  Function 
von  r. 


*)  Goursat  citirt  meine  oben  genannte  Arbeit,  hat  sie  aber  allem  Anschein 
nach  nicht  gelesen.  Was  er  (p.  19)  als  deren  Inhalt  angibt,  kommt  gar 
nicht  darin  vor.  Trotzdem  er  sie  nicht  kennt,  scheut  er  sich  nicht  (p.  l) 
zu  behaupten,  sie  behandle  nnr  einen  speciellen  Fall  des  Problems. 


R.  Hoppe. 
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Diese  wirklich  solid  and  hübsch  aasgestattete 

Drehbare  Sternkarte, 

eiostellbar  auf  jede  Staude,  welche  bereits  in  6.  Auflage 
erschien,  eignet  sich  ganz  besonders  zum  Geschenk  für 
Lehrer  und  Schüler.  Dieselbe  wird  vielfach  bei  Prämien- 
Verteilangeu  in  Schulen  benutzt.  In  Seminarien  wird  der 
hübsche  Apparat  gern  zur  Anschaffung  empfohlen  und  weil 
billiger  gleich  in  Partien  bezogen.  Preis  für  1  £xemplar 
1  A/1  25.  20  £xemplare  20  M.  Transparente  Ausgabe 
1  Exempl.  1  M.  60.  20  Exemplare  28  M.  Derselbe  Ap- 
parat als  i^rosse  drehbare  Schulwand-Karte 
3/.  15.  Jede  Buchhandlung  ist  in  der  Lage  ein  Exem- 
plar zur  Ansicht  vorzulegen.  Näheres  darüber  und  andere 
Lehrmittel,  nützliche  Apparate,  Spiele  n.  a.  siehe  Katalog 
der  Dentsehen  Lehrmittel-Anstalt  Franz  Heinr.  Klodt, 
Frankfurt  aJ,M.^  welcher  gratis  versandt  wird. 
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XV. 

Heber  den  Brocard'schen  Kreis  als 

geometrischen  Ort  und  die  demselben  verwandten 

Kegelschnittschaaren. 

Von 

Andr.  MOIIer. 


Die  Sätze,  welche  hier  erörtert  werden  sollen,  worden  unter 
Anwendung  harycentrischer  Coordinatcn  gewonnen.  Es  möge  des- 
halb gestattet  sein,  auch  hier  dieses  Coordinatensystem,  das  sich  fflr 
die  vorliegende  Frage  als  ganz  besonders  geeignet  erweist ,  boizube- 
balten.  Za  diesem  Zwecke  möge  zunächst  daran  erinnert  werden, 
dass  die  Lage  eines  Punktes  M  in  Bezug  auf  drei  feste  Punkte  A^ 
A,  C  (Fundamentaldreieck)  ausgedrückt  wird  durch  die  Gleichung  : 

_-       aA+bB  +  cC 

oder 

M=aA+bB  +  cC 

wenn  a,  b  und  e  die  Gewichte  darstellen,  welche  man  sich  in  den 
Punkten  A^  B  und  C  zu  denken  hat,  damit  JkT  den  Schwerpunkt 
jener  drei  mit  den  bezüglichen  Gewichten  belasteten  Punkte  dar- 
stelle »). 


1)  M5bin8:  Der  baryccntrischo  Calcul      1.  Abscbn.    2.  Cap.  S.  10«  n.  flf. 
BeUtTitis:  Sposisione  dei  naovi  mctodi  di  geometria  aiialitica  IV  92  png.  44. 

Anh.  4.  Maili.  «.  Pliyi.    2.  Keib«,  T.  YIU.  22 
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Denkt  mau  sich  ferner  den  Pankt  M  mit  den  Ecken  des  Fun- 
damentaldreiecks ABC  verbunden  und  diese  Geraden  bis  zum  Schnitt 
mit  den  Seiten  BC  in  A\  CA  in  -B',  AB  in  C  verlängert,  so  ver- 
halten sich  auch 

A'M     B'M     CM 

oder  auch 

a  :  h  :  c  '^  ^BMC :  ^CMA  :  {SAMB 

Ferner  mögen  hier  im  voraus  die  im  folgenden  zur  Verwendung 
gelangenden  Formeln  zusammengestellt  werden.  Betrachten  wir  näm- 
lich zwei  Punkte  3f,  und  M^^  deren  Coordinaten  beziehungsweise  C4, 
&i,  Ci  und  og,  ^2,  e^  seien,  so  müssen  die' Coordinaten  eines  dritten 
Punktes  a:„  a-^,  0^3  auf  der  Verbindungslinie  derselben  die  Bedingung 
erfüllen : 


Bezeichnen  wir  in  der  Entwicklung  dieser  Determinante  die  mit 
jB]  multiplicirte  Unterdeterminaute  mit  «12,  die  mit  x^  multiplicirte 
mit  /?]2,  die  mit  x^  multiplicirte  mit  ^^i^  und  ebenso  in  einer  zweiten 
und  dritten  Determinante,  welche  die  durch  die  Punkte  3,  4,  be- 
ziehungsw.  5 ,  6  gehenden  Geraden  darstellen,  die  betr.  Unterdeter- 
minanten mit  «34  etc.,  «5^  etc.,  so  sind  die  Schnittpunkt-Coordinaten 
der  beiden  ersten  Geraden  bestimmt  durch  die  Gleichung: 

2)    x^\x^:x^=^ 

die  Bedingung  aber,  dass  die  drei  Geraden  durch  denselben  Punkt 
gehen,  ist: 

<<84)    ßu^    ys4 


ft«, 

rit    . 

y«, 

«1» 

, 

«1«, 

ß» 

^3i, 

ys4 

^34, 

«94 

<^4> 

ß» 

3) 


«561      /^66i      yö6 


-0 


Bezeichnet  man  femer  die  Länge  der  Strecken  BC\  CA^  AB  be- 
züglich mit  a,  b,  c,  so  ist  ein  Punkt  M^^  mit  den  Coordinaten  a:,,  x^y 
x^  auf  der  dem  Dreieck  umschriebenen  Kreisperipherie  gebunden  an 
den  Ausdruck 


I)  Die  Ableitung    der  Formeln  l<->4   siehe    im  Programm  des  kgl.  Gym- 
nasiums zu  Kempten  v.  J.  1889. 


Digitized  by  CjOOQIC 


MüiUri    üeber  den  BroeartPschen  Kreü  aU  geometrischen  Ort  etc,    339 

und  die  Gleichung,  welche   die  Goordinateu  eines  Punktes,  der  auf 
der  Kreisperipherie  liegen  soll,  erfüllen  müssen,  ist: 

Nach  diesen  allgemeinen  Erörterungen  wenden  wir  uns  der  be- 
sonderen, in  der  Ueborschrift  bezeichneten  Aufgabe  zu. 


I. 

Das  Dreieck,  an  welches  die  Untersuchung  geknüpft  werden 
soll,  und  das  zugleich  als  Fundamcntaldreiock  dient,  sei  ABC  ^),  die 
Segmcntärpunkte  seien  O^  und  0^\  die  Schnittpunkte  von  BO^ 
und  C0^\  dann  von  C'Oj  mit  ÄO^*,  endlich  von  AO^  mit  BO^  seien 
bezüglich  A^B^C^\  dann  sind  zunächst  die  Punkte  O^  und  O^'  bary- 
centrisch  ausgedrückt  durch 

und 

Die  Goordinateu  des  ersten  Ausdruckes  ergeben  sich  leicht  durch 
eine  elementare  Betrachtung.  Verbindet  man  nämlich  die  Ecken  A^ 
Bf  C  mit  O,  und  verlängert  die  Verbindungslinien  bis  zum  Schnitt 
mit  den  gegenüber  stehenden  Seiten  in  Aa,  Bß^  Cy,  so  findet  sich 

AgO^       1       BßOi       1  ,      CyOj  _  1^ 

AaA  ""  5«»     ißB    '^  c«       ^°^       CyC  ~"  a« 

Die  Goordinateu  von  O^*  ergeben  sich  ebenso,  oder  noch  ein* 
facher  unter  Beachtung  des  Umstandes,  dass  O^  der  Winkelgegen- 
punkt von  O2  ist.  Aus  diesen  Goordiuaten  lassen  sich  nun  die  der 
übrigen  in  Betracht  kommenden  Punkte  berechnen,  wenn  man  im 
besonderen  Fall  nicht  etwa  anderweitige  Erwägungen  anstellen  will. 
Für  A^  deu  Schnittpunkt  von  BO^  mit  CO^'  sei  diese  Rechnung 
hier  ausgeführt. 

B  hat  die  Goordinateu: 


1)  S.  den  Art.:  „Dor  Brocard'sche  Winkel«  von  W.  Fahrmann  im  6.  T. 
der  S.  R.  dieser  Zeitschrift  und  die  demselben  beigegebene  Figur. 

22» 
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O2  die  Coordinaten: 


ferner  C: 
endlich  O,': 

1 

«8  =  0» 

1 

«4=^ 

^        1                  1 

*i  =  ^      «.  -   -f 

*4  =  -r       «4  =  p 

Also  wird  nach 

2): 

«i:«r,:ar8 

1           1           1 

oder 

«4  :  arg  :  0*5  ««  a* :  c*  :  &' 

Ebenso  findet  man  für  B^i 

x^:x^x  x^  —  c*  :  &*  :  a* 
und  für  C^i 

«1  :  ar,  :  arj  «  5*  :  a*  :  c^ 

Die  Anwendung  der  Formel  3)  ergibt  nnn  zunächst  folgenden 
Satz: 

Verbindet  man  homologe  Punkte  auf  den  Seiten  des  Fnnda- 
mentaldreiecks  BC,  CA^  AB  bzhw.  mit  den  Punkten  A^^  S,,  C,,  so 
schneiden  sich  immer  je  drei  derselben  in  dem  nämlichen  Punkte. 

Unter  homologen  Punkten  sind  solche  zu  verstehen,  welche  man 
erhält,  wenn  man  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  der  Folge  nach  im 
nämlichen  Verhältnisse  teilt.  Teilt  nämlich  Pa  die  Seite  SC  imVer- 
hältniss  von  mm^  so  sind  die  Coordinaten  dieses  Punktes 

Ol  =  0,    5j  «=  n,    <?j  •="  w 

teilt  Pß  die  Seite  CA  im  Verhältniss  m:n,  so  sind   dessen  Coor- 
dinaten: 

«8  ■=  •'^j    ^a  ■*  ^1     e^  =  n 

endlich  sind  die  Coordinaten  von  Pyi 

a^  —  n,    ^5  =  *»,    <?5  —  0 

Die  Coordinaten  von  A^^  B^^  C^  aber  sind: 

O)  «»  a\  02  ««  c*,  <?j  «»  b* 
a^  =-  c*,  64  •«  &*,  <?4  ■«  a* 
o«  —  b\    b^  =  a«,    <?e  ""  <^ 

Die  Determinante  3)  erhält  also  unter  Einführung  dieser  Werte 
folgende  Form: 
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e  = 


Mau  ersieht  aber  sofort,   wenn  man  sich  die  Glieder  der  einzelnen 
Colonnen  addirt  denkt,  dass  9  »  0  ist. 


IL 


nb*-mc*, 

ma^^ 

—na» 

-ni«, 

nc^ — ma*, 

mft* 

fne\ 

-nc\ 

na*-mb* 

Diese  Schnittpunkte  nun  liegen  sämtlich  auf  dem  Brocard'schen 
Kreise,  daher  der  weitere  Satz: 

Der  Brocard'sche  Kreis  ist  der  geometrische  Ort  der  Schnitt- 
punkte Ton  je  drei  Geradon,  welche  man  erhält,  wenn  man  homologe 
Punkte  auf  den  Seiten  ßC^  CA^  AB  des  Dreiecks  bzhw.  mit  den 
Punkten  iij,  B^^  Cf  verbindet. 

Um  den  Nachweis  dieses  Satzes  zu  liefern,  müssen  wir  zuvor 
eine  Coordinatentransformation  ausführen.  Die  Formel  4)  gilt  näm- 
lich ftlr  die  Goordinaten  eines  Punktes,  welcher  auf  dem  Kreise 
liegt,  der  dem  Fundamentaldreieck  umbeschrieben  ist  Es  muss 
also  CsA^B^C^^  um  welches  bekanntlich  der  Brocard'sche  Kreis  be- 
schrieben ist,  als  Fundamentaldreieck  betrachtet  werden.  Das  Ver 
bältniss  der  Grössen  a',  &*,  c*  in  4)  ändert  sich  dabei  nicht,  da, 
(wie  sich  auch  barycentrisch  zeigen  lässt) 

{S  ^t^iC'i  CO  A  ^BC    ist. 

Um  aber  die  Goordinaten  irgend  eines  Punktes  auf  ^^B,  C,  zu 
bezieben,  erinnern  wir  uns,  dass 

a^A  +  <^B+b*C 
_cU+b^B+a^C 
b*A  +  a^B+c^C 
Bezeichnen  wir  nun  o*+ **+<?*  mit  2  und  setzen  die  Determinante 


^.= 


J  ^ 


b^ 


bK 


bK 


so  ist 


=ra«a4-c«/J4-5*y 
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Ein  Pankt  Pa  also,  welcher  BC  im  Yerh&ltniss  von  n :  m  teilt ,  hat, 
bozogeo  aQf  das  Dreieck  A^B^Cf^  den  Ausdruck: 

Pa  =  imß  +  nY)A^+(mY+na)Bj  +  {ma+nß)Ct 
Der  homologe  Punkt  Pß  auf  CA  ist  ausgedrückt  durch 

Pß  =  {mY+na)Aj  +  {ma+nfi)Bj  +  (mß+ny)C^ 
Endlich  ist 

Py  =  (ma+nß)Aj+{mß  +  7iY)Bj+(my+na)Ct 

Verbindet  man  nun  Pa  mit  A^^  so  hat  man  in  Formol  1): 

Oj  «»  mß-^-ny^    b^  =  my+n«;     Cj  =  ma-^mß 
a,  —  1 ;  ig  ==  0;  c?,  «■  0 

und  irgend  ein  Punkt  auf  dieser  Geraden  genügt  also  der  Gleichung: 

arjCma  +  n/J)— a*3(f»y+»*«)  **  ^ 
Ebenso  genügt  ein  Punkt  auf  der  Geraden  PßB^  der  Gleichung: 

a*j(m/J+n/)  —  0*3(1»/ -f-««)  ■*"  0 

Endlich  gilt  für  PyCf  die  Gleichung: 

(mß  -|-ny)xi  —  (ma  -}-  w/J)r2  =-  0 

Die  Goordinaten  des  Schnittpunktes  je  zweier  dieser  Geraden 
genügen  dcu  beiden  betr.  Gleichungen.  Da  sie  aber  dann  auch  der 
dritten  Gleichung  genügen,  so  ersieht  man  auch  hieraus,  dass  die 
drei  Geraden  durch  denselben  Punkt  gehen.  Für  diesen  Schnitt- 
punkt ist  also: 

^ji^ß+ny)  ■"  X2(ma  +  nß)  ==  afsCmy-fn«) 

Soll  dieser  Punkt  auch  auf  dem  um  A^B^C^  beschriebenen  Kreise 
liegen,  so  müssen  seine  Goordinaten  der  Gleichung  genfigen: 

^\      ^i     ^9 
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Um  nun  darzntun,  dass  für  denselben  diese  Gleichung  erfttllt  ist, 
multipliciren  wir  Dividend  und  Divisor  des  ersten  Quotienten  mit 
"*^+»y>  des  zweiten  mit  ma-f-n/?,  des  dritten  mit  my-j-na  Dadurch 
werden  alle  drei  Nenner  gleich,  und  die  linke  Seite  der  obigen 
Gleichung  erhält  also  die  Form: 


oder: 
oder: 


a*{mß  +  ny)  +  b^ima-^nß)  +  c^my  +  na) 

b*,    e\    b* 
a»,     b^,     a« 


c»,     c»,     f» 

+  » 

i»,    6»,    «» 

a».    a\    c* 

in  welcher  Summe  ersichtlich  jeder  der  beiden  Summanden  für  sich 
gleich  0  ist.  Da  also  die  Gleichung  far  beliebige  m  und  n  erftült 
ist,  so  ist  es  selbstverständlich,  dass  auch  die  beiden  Segmentär- 
pnnkte  ü,  und  O'j  (m  =  0  bzhw.  n  «  0),  ferner  der  Greve'sehe  Punkt 
(r,  (i»-|-n  =  0),  sowie  der  Punkt  M^  (m  =-  n)  auf  jenem  Kreise 
liegen.  Da  ferner  die  obige  Gleichung  auch  für  ein  negatives  m 
oder  n  erfallt  ist,  so  dürfen  die  homologen  Punkte  auch  auf  den 
YorläDgerungen  der  Dreiecksseiten  gewählt  werden. 

m. 

Die  soeben  durchgeführten  Untersuchungen  sind  nun  nach 
doppelter  Richtung  der  Verallgemeinerung  fähig.  Zunächst  ist  näm- 
lich ersichtlich,  dass  die  analytischen  Formeln,  welche  seither  zum 
Beweise  der  aufgestellten  Sätze  Verwendung  fanden,  auch  dann  ihre 
Giltigkeit  behalten,  wenn  an  Stelle  der  Exponenten  2,  mit  denen  die 
Coordinaten  der  in  Betracht  kommenden  Punkte  versehen  waren, 
irgend  eine  andere  Zahl  tritt;  des  weiteren  aber  lässt  eine  genauere 
Untersuchung  erkennen,  dass ,  wenn  man  den  Punkt  A ,  mit  irgend 
welchen  Punkten  auf  CA  oder  AB  und  entsprechend  B^  und  C^ 
mit  den  homologen  Punkten  auf  AB  und  BC  bzhw.  BC  und  CA 
verbindet,  sich  ähnliche  Sätze  ergeben,  wie  die  oben  abgeleiteten, 
und  dass  auch  diese  Sätze  sich  wieder  verallgemeinern  lassen. 

Um  nun  die  Untersuchung  nach  der  eben  angedeuteten  dreifachen 
Richtung  ganz  allgemein  durchzuführen,  gehen  wir  von  drei  Punkten 
ans,  welche  mit  Amy  Bm^  Cm  bezeichnet  seien  und  durch  die  Aus- 
drücke bestimmt  sind^) 

1)  ücber  die  Constrnction  dieser  Punkte  für  den  Fall,  dass  m  eine  ganze 
Zahl  Torstellt,  siehe  das  Programm  des  kgl.  Gymnasiams  zu  Kempten  vom 
Jahre  1889. 
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Cm  =  i^A  +  a'^B+^C 

in  welchen  Ausdrücken  m  irgend  eine  positive  oder   negative  Zahl 
bezeichnet.    Verbindet  man  nun  homologe  Punkte 

1)  auf  BC  mit  Am  auf  CA  mit  Bm  auf  AB  mit  Cm 

2)  auf  BC  mit  Cm  auf  CA  mit  ^m  auf  AB  mit  B» 

3)  auf  BC  mit  J?m  auf  CA  mit  C»  auf  ^j8  mit  Am 

so  schneiden  sich  in  allen  drei  Fällen  je  drei  solcher  Yerbindungs- 
linien  in  demselben  Punkte. 

Es  seien  nämlich  die  drei  Seiten  des  Coordinatendreiecks  im 
Yerhältniss  von  q:p  geteilt,  und  es  werde  der  Tcilnngspunkt  auf 
BC  mit  Apq  auf  CA  mit  Bpq  auf  AB  mit  Cpq  bezeichnet,  dann  er- 
scheint der  Punkt  _^ 

Apq  :=  pB'\-qC 

m  ersten  Falle  mit  Am,  im  zweiten  mit  Cm,  im  dritten  mit  Bm  ver- 
bunden.   Sind  ferner  die  Punkte 


und 


Bpq  =  qA+pC 
Cpq  =  pA+qB 


in  der  oben  näher  bezeichneten  Weise  mit  den  Punkten  ^m,  Bm^  CW, 
jeweilig  verbunden,  und  bildet  man  in  jedem  der  drei  Fälle  die  der 
Formel  3)  entsprechende  Determinante,  so  ergibt  sich: 


1) 


2) 


3) 


|,ft«-.gc»». 

qa^. 

— po*» 

-p5« 

p<^—qa^. 

«J« 

gc« 

-1,0« 

po* — gS* 

— iw?«, 

pa^ — g6"*. 

gc» 

qa^, 

-pa«, 

jj6"»— ^C*** 

pc^—qa^. 

«*"•, 

_p6«. 

pa^—qh^^ 

g««, 

_pc« 

^pa^. 

p6--gc", 

ga"» 

qb^. 

— pj", 

pg« ggl» 

=  0 


=  0 


-  0 


Es  ist  also  die  nämliche   Determinante  (nur  Colonnen  und  Reihen 
sind  cyklisch  vertauscht),  welche  man   in   den  drei  Fällen   erhält, 
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and  deren  YerschwiDdon  die  Richtigkeit  der  obigen  Behanptangen 
erhärtet 

Far  die  Goordinaten  eines  Schnittpunktes  erhält  man  in  jedem 
der  drei  Fälle  aus  der  betr.  Determinante  den  Ausdruck: 

2)  afj  :  x^:  x^  ■«  b^(q^(^  -|-p*a*" — pqb^)  :  c*"(g*a"*  +|>*6'*  — pqc^) 

:  a^(^b'*^'\'p*€^ — pqa^) 

3)  Xj  :  arg :  X)  =  c**(g*a"»  -{-pH^  —  pqc*^)  :  a^(qH*^  -\-  p^c*^  —  pqa^) 

:  b'^iq^e^  -\-p*a^  —  pqb*^) 

Wie  man  siebt,  treten  in  den  drei  Fällen  die  uämlichcn  CoordiDatcn, 
nur  in  veränderter  Reihenfolge  (cyklisch  vertauscht)  auf. 

Setzen  wir  nun  in  diesen  Ausdrücken ,  um  einige  Punkte  näher 
kenneu  zu  lernen,  p  =  0,  so  wird  der  Ausdruck  für  den  Schnitt- 
punkt 

1)  Y,^l,A-^'-B  +  l;,C 

2)  T,=  l^A+l^B  +  ^-C 

3)  r,  =  l,A-i-l^B  +  l^c 

Der  erste  Punkt  ist  zu  bezeichnen  mit  O'my  der  zweite   mit   G^m^ 
der  dritte  mit  Om. 

Setzen  wir  g  —  0,  so  wird 

1)  r,  =  J-^  +  ^B  +  ^c 

2)  T,=  ^~A+l^B  +  l^C 

3)  r.=^^+J-B  +  i;C 

Der  erste  Punkt  ist  wieder  Om,  der  zweite  O  m,  der  dritte  (?-m. 

Setzen  wir  p  =  g,  verbinden  wir  also  die  Mitten  der  Seiten  des 
Goordinatendreiecks  mit  den  Punkten  ^m,  ^m,  CW,  so  wird 
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3)     Fj  =  (^{a^-^  b^  —  c«»)4  +  a«(ft«"+c«  —  a"»)J?+i»(a">+c*  -  6")C 

Diese  Punkte  seien  bezeichnet  bezüglich  mit  Mmh  ^ms  und  Mms* 

Setzen  wir  g«  — p,  ziehen  wir  also  durch  die  Punkte  Am,  Bmy 
Cm  Parallele  zu  den  Seiten  des  Goordinatendreiecks,  so  ergibt  sich 

1)  Fl  =  a^A'{'b'*'B+<^C 

2)  F,  =  O^A  +  <^B  +  a«C 

3)  Ys  =  d^A  +  a^B +b^C 

Diese  Punkte  sind  dann  zu  bezeichnen  mtt  Gmi,  (^m2  und  G,^. 

Kehren  wir  nun  zu  dem  allgemeinen  Aurdrucke  für  einen  Schnitt- 
punkt dreier  entsprechender  Verbindungslinien  der  Punkte  Am, 
Bmy  Cm  mit  homologen  Punkten  auf  den  Seiten  des  Dreiecks  ABC 
zur&ck.    Derselbe  ist  für  den  ersten  Fall 

Für  den  zweiten  und  dritten  Fall  sind  die  Ausdrücke  von  derselben 
Form,  nur  die  Coordinaten  erscheinen  cyklisch  um  eine  bzhw.  zwei 
Stellen  verschoben.  Da  aber  diese  Ausdrücke,  falls  man  m  als  con- 
stant  betrachtet,  eigentlich  nur  eine  Unbekannte  und  diese  in  keiner 
höheren  als  in  der  zweiten  Potenz  outhalten,  so  erschliesst  man 
daraus,  dass  alle  in  der  angegebenen  Weise  für  dasselbe  m  erhalte- 
nen Schnittpunkte  auf  Kegelschnitten  liegen  ^),  und  dass  mau  für 
dasselbe  m  drei  solche  Kegelschnitte  zu  unterscheiden  hat  Gibt 
man  aber  dem  m  verschiedene  Werte,  so  erhält  man  drei  Scharen 
von  Kegelschnitten. 

Um  nun  noch  Näheres  über  diese  Kegelschnitte  zu  erfahren, 
transformiren  wir  die  Coordinaten,  indem  wir  das  Dreieck  AmBmCm 
als  Coordinatendreieck  betrachten.  Das  zu  diesem  Zwecke  einzu- 
schlagende Verfahren  ist  dasselbe,  wie  es  bereits  früher  beobachtet 
wurde.  Man  entwickelt  aus  den  Ausdrücken  für  Am  etc.  die  Werte 
für  ^,  B  und  C  und  setzt  diese  dann  in  die  im  ursprünglichen 
Coordinatensystem  gegebenen  Ausdrücke  ein.    Setzt  man  nun 


l)  Möbius,  d.  b.  C.  1.  Abschn.  §  59. 
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Jm  = 


c~,     Ä**,     a* 


a"»  am  +  c*» /Jg|  4- *"•  ym 


80  wird 


^  =  an,Am+ßmBm+  fmCm 
B  ^  ßm  Ain'{'ym  Bm  +  »m  d» 
C=y»ilm  +  amÄm  +  /JmC« 

Nun  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  alle  hier  in  Betracht  kom- 
menden Kegelschnitte  dem  entsprechenden  Dreieck  AmBmCm  ura- 
Bchrieben  sind.  Liegt  nämlich  ein  Punkt  anf  einem  Kegelschnitte, 
welcher  einem  Dreiecke  umschrieben  ist,  so  müssen  die  Coordinaten 
^1«  ^9  ^  desselben,  bezogen  auf  eben  dieses  Droieck,  der  Gleichung 
genügen 

'l         '%         '5 

in  welcher/,  g  und  h  Constante  bezeichnen,  deren Yerhältuiss  durch 
zwei  weitere  Punkte,  welche  auf  dem  betreffonden  Kegelschnitte  lie- 
gen, bestimmt  werden  kann.  Wir  wühlen  zur  Bestimmung  desselben 
för  den  ersten  Fall  die  Punkte  Om  und  O'm^  für  den  zweiten  die 
Punkte  Om'  und  G-m,  für  den  dritten  die  Punkte  G-m  und  Om,  Ton 
denen  wir  oben  schon  gesehen,  dass  sie  jedesmal  auf  dem  betr.  Kegel- 
schnitte liegen. 

Zunächst  sind  nun  die  Ausdrücke  für  die  Punkte  Omy  O'm  und 
G-m  im  neuen  Goordinatensystem  abzuleiten.  Da  nun  im  ursprüng- 
lichen Goordinatensysteme 

Om  =  a"«c«i4-f  a»»6'*Ä+&"»c"»C 

war,  80  erhält  man  nunmehr 

+  (a^c^Ym+a^b'^am+b^c^'ßndCm 

Dieser  Ausdruck  lässt  sich  nun  mit  RQcksicht  auf  die  Deter- 
minante Jm  umgestalten.  Es  ist  nämlich  auf  Grund  dieser  Deter- 
minante 

(^«m  +  bmßm  +  a^Y«^  =  ^ 

und 

b^am  +  a^ßm+<i^Ym  —  0 

Unter  Berücksichtigung  dieser  Gleichungen  ergibt  sich 


1)  MObins,  d.  b.  C.  S.  Abscbn.  §  260. 
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oder  endlich 

Om^  Omym^m  +  ßmYmBm  +  amßmCm 

Der  Aasdrack  für  O'm  war  im  ursprüDglichen  Goordioaten- 
systeme 

Mithin  erhält  man  nunmehr 

+  (a^b^Ym-i'h^(^fitm']'a^C^ßm)Cm 

oder  mit  Rücksicht  anf  Jm 
oder  endlich 

O'm  =  OmßmAm  +  amYmBm  +  ßmYmCm 

Fttr  G'-m  schliesslich  hatte  man  im  ursprünglichen  Coordinaten- 
system 

folglich  erhält  man  nunmehr 

oder 

(?.m=  (a«Ä»  -  c**^)YmÄni+{a^b'»'  —  e*^)amBfn+ia^e^  —  b^)ctmCm 

oder  endlich 

G^-m  =  iJmym^m+/?i»amÄm  +  ym«mCm 

Wir  gehen  nun  zur  Bestimmung  der  Constanten  /;  g  und  A  für 
die  drei  Kegelschnittschaaren  über. 

1)  Es  liegen  anf  jedem  hieher  gehörigen  Kegelschnitte  die  Punkte 
Om  und  O'my  mithin  erhält  man  zur  Bestimmung  jener  Constanten 
die  beiden  Gleichungen 

/Jm/+«»^  +  y»»«Ä  =  0 
Ymf+ßmg  +  ttmh  «  0 

Daraus  wird 

flg:h  «-  (a*iH  — /Jmym):(y*m  — «m/Jm):(/J*m  — «wym) 

Gestaltet  man  die  rechte  Seite  der  Gleichung  entsprechend  um,  so 
wird 
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2)  Aaf  den  hieher  gehörigen  Kegelschnitten  liegen  die  Punkte 
O'm  nnd  G-.wh  deshalb  hat  man: 

€hnf+rmg+ßmh~'0 

Man  erhftlt  daraus 

also 

3)  Es  liegen  auf  den  Kegelschnitten  der  dritten  Schaar  die 
Punkte  G-.m  nnd  Om,  deshalb  hat  man 

Omf+ymg  +  ßmh  —  0 

ßmf+amg+Ymh  —  0 
woraoa  man  zieht 

f:glhz=  {y^m  —  amßm)  -  {ß*m  —  amym)  l  («*»•  —  /?«•  y«) 

oder  umgestaltet 

Dass  nnn  in  allen  drei  Fällen  die  betr.  Schnittpunkte  je  dreier  Ge- 
raden auf  den  so  bestimmten  Kegelschnitten  liegen ,  ergibt  sich  in 
ihnlicher  Weise,  wie  dies  oben  bezüglich  der  Punkte,  welche  auf 
dem  Brocard'schen  Kreise  liegen,  ausgeführt  wurde. 

1.  Für  die  Coordinaten  Z],  a^,  «^  irgend  eines  Punktes  auf  der 
Geraden ,  welche  den  Punkt  Am  mit  irgend  einem  Punkte  auf  BC, 
der  diese  Gerade  im  Yerhältniss  q:p  teilt,  verbindet,  hat  man  in 
Bezug  auf  Am^mCm  als  Goordinatendreieck 


d.i. 


«1,  «1,  afj 

1,  0,  0 

Pßm-hgym,     PYm  +  qam,     P^^m  +  qßm 


«0 


Für  die  Coordinaten  eines  Punktes  auf  der  Geraden,  welche  den 
entsprechenden  Punkt  auf  CA  mit  Bm  verbindet,  hat  man 


0, 


*2i 
1, 


«8 

0 


PYm+qctm,     pctm  +  qßm,      pßfH+qym 
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^iipßm+qym)  —  s^iPYm  +  qam) 

Für  den  SchDittpankt  beider  Geraden  also  hat  man 

'l(pßfn+gym)  —  iiCt(P^m+qßm)  —  «s(l>y»  +  fl«'«») 

Soll  aber  ein  Paukt  auf  einem  der  ersten  Reihe  angchörigen  Kegel- 
schnitte liegen,  so  müssen  seine  Goordinaten  der  Gleichong  genflgen 

welchen  Ansdmck  man  auch  so  gestalten  kann 

fl*"(pgm+gy«)    ,    ^P^m  +  qßm^    ,     C^{pYm  +  qVm)   __  ^ 
Viipßm+qym)  "*"  X^{pam+  qßm)  "*"  SPsipYm+  qom)   "" 

Da  für  den  vorliegenden  Fall  die  Divisoren  dieser  Quotienten  gleich 
sind,  so  müsste  nur  von  der  Summe  der  Dividenden  erwiesen  wer- 
den, dass  sie  verschwindet  Dies  ist  aber  in  der  Tat  der  Fall,  da 
auf  Grund  der  Determinante  Jm  sowol 

!>(«•* /Jm'+^  ff«» +c~ym)  «-  0 

als  auch 

ist.  Also  liegen  alle  hieher  gehörigen  Schnittpunkte  auf  Kegel- 
schnitten, welche  den  Dreiecken  Am^  Bph  ^m  umschrieben  sind. 

2.  Für  die  Goordinaten  a^i,  x^,  or,  irgend  eines  Punktes  auf  der 
Geraden,  welche  den  Punkt  Am  mit  einem  Punkte  auf  CA  verbindet, 
welcher  diese  Seite  im  Yerhältniss   q:p  teilt,   hat  man  in   Bezug 

auf  AmBmCml 

^iipßm  +  qym)  =-  X^(p€lm  +  qßm) 

Für  die  Goordinaten  eines  Punktes  auf  der  Geraden,  welche 
den  entsprechenden  Punkt  auf  AB  mit  Bm  verbindet,  ergibt  sich 
ferner 

^liPYfn  +  ««"•)  "■  a^3(  P««  +  qß^) 

Es  muss  aber  für  einen  Punkt,  welcher  auf  einem  zur  zweiten  Reihe 
gehörigen  Kegelschnitte  liegen  soll,  die  Gleichung  erfüllt  sein 

oder 

<^(pYm  +  qam)    ,    a'^(pßm  +  qYm)    .    h'^jpcim+qßm)  ^  ^ 
«j(py«»  +««'*)        ^Hipßm  +  qYfn)  "^  a^i(p(^m  +  qßm)  "" 
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Aach  hier  sind  für  die  Schnittponkte  der  in  Betracht  gezogenen 
Geraden  die  Divisoren  gleich  und  die  Summe  der  Dividenden  auf 
Grund  von  Jm  gleich  null. 

3.  Für  die  Coordinaten  ar^,  x^,  x^  irgend  eines  Punktes  auf  der 
Geraden;  welche  den  Punkt  Am  mit  einem  Punkte  auf  der  Geraden 
AB  verbindet,  welcher  diese  Gerade   im  Yerhältniss  q:p  teilt,  hat 

Ebenso  hat  man  für  die  Coordinaten  eines  Punktes  auf  der  Geraden 
welche  den  entsprechenden  Punkt  auf  CA  mit  Cm  verbindet 

so  dass  auch  in  diesem  Falle 

J/n         ^        Qm 

—  -| j «s  0 

«1       «i       a^s 
ist,  wovon  man  sich  in  derselben  -Weise  wie  unter  1.  oder  2.  über- 
zeugt 

Wir  haben  also  in  der  Tat  für  jedes  m  drei  Kegelschnitte, 
welche  alle  drei  dem  Dreieck  AmBmCm  umschrieben  sind ,  und  von 
denen  der  erste  und  zweite  ausserdem  noch  den  Punkt  Om,  der 
erste  und  dritte  den  Punkt  Om^^  der  zweite  und  dritte  den  Punkt  G^m 
gemein  haben. 

Auf  jedem  dieser  Kegelschnitte  können  wir  nun  noch  drei  merk- 
würdige Punkte  unterscheiden,  welche  man  erhält,  wenn  man  einer- 
seits Gq  mit  AmBmCm^  anderseits  die  Punkte  Gm  mit  A^  B,  C  ver- 
bindet. 

1.  Verbindet  man  Gq  mit  Am  und  Gmi  mit  A,  so  schneiden 
sich  diese  beiden  Geraden  auf  dem  der  ersten  Reihe  angehörigen 
Kegelschnitte;  ebenso  schneiden  sich  GqBm  und  GmiB  und  endlich 
GoCm  und  GmiC  auf  diesem  Kegelschnitte. 

Vorbindet  man  nämlich  Gq,  dessen  Coordinaten  auch  in  Bezug 
auf  das  Dreieck  AmBmCm  wieder  dieselben  sind,  wie  in  Bezug  auf 
ABCj  da  er  auch  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  AmBmCm  ist,  mit 
i4«(l,  0,  0),  so  wird  (Formel  2) 

«ij  =  0,    ft,  =  1,    y,2  =  — 1 
und  wenn  man  femer  den  Punkt 

Gml  =  (ar'€rm+h^ßm  +  c'^Y^)Am  +  (€^ßm+ll^Ym+t^Om)Bm 

mit 


Digitized  by  CjOOQIC 


352  Müllen  Uthtr  den  Brooaritsehen  Kreta  aU  geowuirisehen  Ort  eic. 
A  =  OmAy.'i-ßmBm  +  ymCm 

yerbindet,  so  wird 

Man  hat  mithin  für  die  Coordinaten  ar^,  o^,  a^  des   Schnittpunktes 
der  beiden  Geraden  G^Am  und  Gmi  A 

:  [c^(^»m—  «.»y«)  —  Ä*(y«i»  —  ttm  ßm)]  l  [d^Cß^m  —  «my«.) 
—  i"'(y»«~a,H/Jm)] 

Auf  Grand  der  Determinante  Jm  lassen  sich  diese  Ausdrucke  um- 
gestalten, so  dass  man  schliesslich  hat 

Soll  nun  der  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden  O^Äm  und  GmiA 
auf  dem  der  ersten  Reihe  angehörigen  Kegelschnitte  liegen,  so  mnss 
man  haben 

also 

qM  lim  fM 

was  offenbar  der  Fall  ist 

Ans  der  Symmetrie  der  in  Betracht  gekommenen  Ausdrücke 
kann  man  nun  schliessen,  dass  auch  die  Geraden  G^Bm  und  Gm\B 
einerseits,  sowie  die  Geraden  G^  Cm  und  Gmi  C  anderseits  sich  auf 
dem  betr.  Kegelschnitte  schneiden,  und  man  hat  im  zweiten  Falle 
fflr  die  Coordinaten  des  Schnittpunktes 

im  letzten  Falle  aber 

2.  Verbindet  man  G^  mit  Bm  und  Gni2  mit  C,  so  schneiden 
sich  beide  Gerade  auf  dem  Kegelschnitte,  welcher  der  zweiten  Reibe 
angehört,  ebenso  schneiden  sich  die  Geraden  G^Cm  und  Gm%A  und 
endlich  die  Geraden  G^Am  und  GmstB  auf  diesem  Kegelschnitte. 

Man  erh&lt,  wenn  man  die  Rechnung  genau  so  wie  unter  1. 
durchfahrt,  für  den  Schnittpunkt  der  Geraden  G^,Bm  und  Gm2C 
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«11  —  1,     A»  —  0,     yji,  =  —  1 

ys4  —  c~(y*» — «m  /^«) + ^""C/^»  y«»  -  «*«) 

Mithin  wird 

X, :  ae, :  2^  »  [<?"(lS"w  —  «m  y«)  +b'^{am  ßm  —  y*«)) :  —  [c*"(«*m  —  ßm  ym) 

+  b^{iim}m-fi^m)+C^iY^m-ifmßm)+b'^(ßmYm  —  aK)] 
:  [c-(/J*m  -  am  ym)  +*"*(«•  ?«  -  y*m)] 

oder 

Da  naa  im  vorliegondea  Falle  für  einoa  Punkt,    wclclior  auf  dem 

betr.  Kegelschnitte  liegen  soll,  wie  wir  oben  fanden,  die  Gleichung 

erfüllt  sein  mnss 

4fn       a^    ,    b^ 

a-i  ^  ar,         «3 

80  erkennt  man,  dass  der  Schnittpunkt  der  Geraden  Gq  B^  und  Om2C 
auf  diesem  Kegelschnitte  liegt.  Es  liegt  aber  auch  der  Schnittpunkt 
der  Geradon  O^Cm  und  Gm2A  auf  demsolbou,  da  für  die  Coordi- 
naten  desselben  die  Gleichung  besteht] 

und  endlich  liegt  der  Schnittpunkt  |der  Geraden  G^j  Am  und  Gmi  B 
auf  demselben,  da  man  für  jenen  hat 

3.  Verbindet  man  Gq  mit  Bm  und  Gm2  mit  A,  so  schneiden 
sich  beide  Gerade  anf  dem  betr.  Kegelschnitte,  welcher  der  dritten 
Schaar  angehört.  Auf  diesem  schneiden  sich  aber  auch  die  Geraden 
G^Cm  und  GmzB  einerseits  und  GqAm  nnd  GmiC  andrerseits.  Man 
bat  nämlich  für  den  Schnittpunkt  von  GqBm  mit  GttaA 

«1«  =■  li    ft«  -**  0.    Yii 1 

«34  =•  a:^(Y*m  —  ßm  Ym)  +  &***(«m  ßm  -  y*m) 
/?34  =  a^(a^rH  —  ßmYm)  +  b*^(amßm  —  Y^m) 
Y^  «  a'^'C/J*«  —  or«  ym)  +*"*(ym  /Jm  —  a*m) 

Es  wird  also 

«,  largiaJj  =■  [a**(«*m  -  ^mym)+i*»(am/?m  —  y^m)] 

:  [«"•(«m/Jm+tfmym  — /J*m    -y*m)+^*"(«*m  +  /^*»»— «mym  — /J«ym>] 
:  [a^(a^m  -  jJmy«.)  +ft«(«m/?m  -  y*«,)) 
▲rek.  d.  Matk.  a.  Phyi.    2.  Reih«,  T.  VIII.  '   23 
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oder 

Soll  aber  der  Punkt  auf  dem  Kegelschnitte  liegen ,  so  muss  für  den 
Torliegenden  Fall  die  Gleichung  erfüllt  sein 

Iftn        ^        qM 

—  H —  «0 

was  offenbar  der  Fall  ist. 

Für  den  Schnittpunkt  von  6^o  ^»  und  Ona  B  hat  man 

und  für  den  Schnittpunkt  von  G^Am  und  Gmi^C 

«1 :  arg :  aj,  «  (  -i«)  :  (a«»-[-<j»») :  (a«+c«) 

80  dass  also  auch  diese  beiden  Punkte  auf  dem  betr.  Kegelschnitte 
liegen. 

Was  nun  die  besondere  Form  der  Kegelschnitte  angeht,  welche 
in  den  drei  Fällen  in  der  geschilderten  Weise  entstehen ,  so  erhält 
man  darüber  Aufschluss,  wenn  man  beachtet,  dass  ein  Punkt  im 
Unendlichen  liegt,  wenn  dessen  Coordinaten  die  Gleichung  erfüllen 

Die  Summe  der  Coordinaten  irgend  eines  Punktes,  der  auf  einem 
der  in  Betracht  kommenden  Kegelschnitte  liegt,  ist  aber  in  allen  drei 
Fällen  dargestellt  durch  den  Ausdruck: 

Unter  Beachtung  der  obigen  Bemerkung  leitet  man  daraus  leicht  die 
ganz  allgemein  geltende  Formel  ab,  dass  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse, 
Parabel  oder  Hyperbel  sei,  je  nachdem  der  Ausdruck 

a2m_|.^2m_|_^  —  2(a!^  b*^ -]- o!^  c^ -{- b*^  (^^)  «  0 

ist.  Dieser  Ausdruck  lässt  erkennen,  dass  im  allgemeinen  für  jedes 
ff»  je  nach  der  Gestalt  des  Dreiecks  alle  möglichen  Arten  von  Kegel- 
schnitten auf  die  geschilderte  Art  entstehen  können.  Nur  für  m^l 
und  für  m  =  2  sind  die  Kegelschnitte  immer  Ellipsen 

Ist  nämlich  m  =  1,  so  lautet  der  obige  Ausdruck 
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dieser  aber  ist  immer  negativ.  Man  kann  nftmlich  dafür  auch  setzen 

(a  — ft)*-c(2a-|-23  — c) 

Nan  ist  aber  a — h<^e.  Setzt  man  also  dafür  das  grössere  c,  so 
wird  die  obige  Differenz  grösser,  sie  ist  aber  dann  immer  noch  ne- 
gstiT,  wie  man  sofort  erkennt,  wenn  man  dieselbe  folgendermassen 
ordnet 

—  2c(a+5— c) 

da  ja  a-^h—e  immer  positiv  ist 

Ist  femer  m  =  2,   so  wird  wicilcr  der  fttr  die  Form  des  Kegel- 
schnitts massgebende  Aasdruck 

fiezeichnet   nämlich   m«   die  Mittellinie  zur  Seite   c  dos  fraglichen 

Dreiecks,  so  wird 

(?*+(a«  -6V  — 2c«(a«-f  *«)  =  c*-f  (*«  +  c«  -  2ÄtfC08a-68)« 

-  2eH\i^  +  2»»e")  =  c\c  -  2b  cos  «)«  —  4c« m^« 
Unterdrückt  man  den  Factor  4c^  so  ist  der  Ausdruck 


(e  \«  2 

(5— />C08«)   — TO-<;0 


denn  es  ist  » —  &cosa  die  Kathete,   mc   aber  die  Hypotenuse  eines 
rechtwinkligen  Dreiecks. 

Hat  man  für  m  =  2  den  Kegelschnitt  im  Auge,  welcher  der 
ersten  Schaar  angehört,  so  h&tte  es  des  vorstehenden  Nachweises 
nicht  bedurft,  da  für  diesen  Fall  die  Formel  für  den  Kreis,  deren 
allgemeine  Giltigkeit  erwiesen  ist,  zur  Anwendung  gelangt,  und  der 
fragliche  Kegelschnitt  mit  dem  Brocard'schen  Kreise  identisch  ist 
Ist  i»>>2  oder  ff»<0,  so  hängt  die  Gestalt  der  entsprechenden 
Kegelschnitte  von  dem  Verhältnisse  der  Dreiecksseiten  a'^hic  ab;  so 
ist  z.  B.  für  das  rechtwinklige  Dreieck,  dessen  Seiten  im  YerhäUniss 
von  5:4:3  stehen ,  und  für  m  =  4  der  Kegelschnitt  in  den  drei 
Fallen  eine  Parabel.  Es  geht  nämlich,  wie  noch  bemerkt  werden 
möge,  ans  der  obigen  für  alle  drei  Schaaren  geltenden  Formel  her- 
vor, dass  die  Form  des  Kegelschnittes  in  allen  drei  Fällen  für  ein 
bestimmtes  m  (vom  Kreise  abgesehen)  die  nämliche  ist 

Was  endlich  die  Mittelpunkte  der  im  Vorhergehenden  betrach- 
teten Kegelschnitte  angeht,  so  ist  ganz  allgemein  der  Ausdruck  für 
einen  derselben 
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falls  die  betr.  Constanten  des  fraglichen  Kegelschnittes  /*,  g  und  h 
sind.  Sind  also  die  Mittelpunkte  der  ersten  Schaar  mit  Zmi,  der 
zweiten  mit  Zm2,  der  dritten  mit  Zm»  bezeichnet,  so  erhält  man 

Zmi  =  a«(Ä«»-|-c»»— a"»)i4m+&»*(a'"-|-c«  -Ä»»)B,„-|-c»»(a"»-i-i«— c«)C« 
Zui2=<^(a*^'\-h«'  -<:»*)i4«4-a»»(Ä»-j-<?"»--a'»)B«+6«»(a'»-i-c«— &'»)Cm 
Zm»  =  &«»(o"»-|-c*»»-^m)^m-|-c»»(a'«+&~  -c«)2?m4-a«(Äm-(-c~— a«)C« 

Um  diese  Punkte  mit  anderen  vergleichen  zu  können,  sollen  dieselben 
auf  das  ursprüngliche  Coordinatensystem  zurückgeführt  werden ,  für 
welchen  Fall  für  Am,  ^m,  C«  wieder  ihre  Werte  in  A^  B  ^  0  zu 
setzen  sind.    Führt  man  dieses  aus  und  redncirt,  so  erhält  mau 

Zm\  =  a'»(2Ä«~c^+a*~(Ä«+c'*»--a"»))il4-Ä«(2a»»c«-|-&«(o*«-f-c«»--ft"»))Ä 

+a«(2J»»c«»-fa~(6"»4-c»»--a"»))C7 

+i"»(2a«»c«-|-i»»(a"»4-<'"»— &*»))C 

Jeder  dieser  Punkte  Z  liegt  nun  auf  der  betr.  Geraden  GM^ 
also  z.  B.  Zm2  auf  der  Geraden  Mm2Gm2>  Da  der  Beweis  dieser 
Behauptung  in  allen  drei  Fällen  derselbe  ist,  soll  er  nur  für  die  eben 
genannte  Gerade  geführt  werden.  Die  Determinante  (Formel  1) 
nimmt  für  diesen  Fall  die  Form  an 

Ä**,  c*",  a*" 

b^r  €^s  a^i 

worin  r,  «  und  t  die  betreffenden  Factoren  der  Coordinaten  von 
ZmS  bezeichnen.  Hebt  man  in  dieser  Determinante  die  den  Colon- 
nen  gemeinsamen  Factoren  heraus,  multipUcirt  sodann  die  erste  Reihe 
mit  a»+J*»-|"^  ^^^  subtrahirt  dieselbe  von  der  zweiten,  so  kann 
man  anter  Hinweglassung  des  Factors  —20^2,*»^  ^\^  Determinante 
so  schreiben 

1,      1,      1 


1)  Möbiaa,  d.  b.  C.     3.  Abscbn.     §  267. 
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Wenn  man  nun  die  zweite  Reihe  mit  a"*-f'^'"4'^  moltiplicirt  und 
dieselbe  zar  dritten  addirt,  so  werden  die  Glieder  der  .letzten  Reihe 
gleich,  wie  jene  der  ersten  es  sind,  so  dass  also  die  Determinante 
Terschwindet  Da  nun,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  die  Ponkte  Mm 
and  Gm  anf  den  betr.  Kegelschnitten  liegen,  die  Geraden  Mm  Gm 
also  Sehnen  derselben  sind,  so  erkennt  man  nunmehr,  da  ja  auch 
die  Mittelpunkte  der  betr.  Kegelschnitte  auf  diesen  Geraden  liegen, 
dasa  dieselben  Durchmesser  jener  Curven  bilden. 


IV. 

Wir  denken  uns  nun  durch  die  Punkte  G  Parallele  zu  den  Seiten 
des  Coordinatendreiecks  gezogen.  Die  Schnittpunkte  der  Parallelen 
zu  AB  seien  bezeichnet  mit  L'm  auf  BC  und  J^'m  auf  AC,  die  der 
Parallelen  zu  AC  seien  auf  BC:L"m  auf  ABiN'm,  die  der  Paral- 
lelen zu  BC  endlich  seien  auf  AC\J*m  und  auf  ABxN*'m'  Da  fflr 
jedes  m  drei  verschiedene  G  zu  unterscheiden  sind,  so  ergeben  sich 
achtzehn  solcher  Schnittpunkte,  und  es  sind  entsprechend  den  G  die 
J^  L  und  N  für  jeden  Fall  noch  mit  den  unteren  Indices  1 ,  2  und 
3  zu  versehen.  Unter  Hinweglassnng  der  unteren  Indices  m  erhalten 
wir  dann  fflr  diese  Schnittpunkte  die  folgenden  Ausdrücke: 

1)  X/  =  (a"»+6~)J?+ö~C 

2)  £»'  =  (6»«+c"*)B-f  a~C 

J^^  =  (*"• + c«)i4  +  a^C\ 

iV,"=  b*^A  +  (a^  +  d^)B 

3)  V  =  («"'4"«"*)^+^"*^ 

V  =  a^B+{b^  +  d^)C 

J^^^ia^+i^jA+b^^C 
N^'  =(b^-\-<^)A+a^B 
N^"=  ^A  +  {a^+b^)B 


Digitized  by  CjOOQIC 


358   Müller:   Ueher  den  Broear(Pschen  Kreit  alt  gtometrUcken  Ort  eie. 

Was  die  Herleitosg  dieser  Ausdrücke  angeht,  so  ist  dieselbe 
fDr  die  drei  Gruppen  die  n&mliche,  sie  möge  daher  nor  für  die  zweite 
Gruppe  durchgeführt  werden.  Wir  hatten  nämlich  für  Gna  den 
Ausdruck 

Gm2  =  h^A  +  c*»Ä+a«(7 

Es  hat  also  die  durch  diesen  Punkt  zu  AB  gezogene  Parallele  die 
Gleichung ') 

für  den  Schnitt  dieser  Geraden  mit  BC  hat  man  zudem  noch 

»j  —0 
mithin  wird  der  Schnittpunkt 

Li'=(h^+c^)B+a^C 

Für  den  Schnitt  der  Parallelen  mit  AC  hat  man  noch 

mithin  erhält  man  für  den  Schnittpunkt 

Die  durch  G^ms  za  AC  gezogene  Parallele  hat  die  Gleichung 

(«1 + «s)^**  —  ««(o**  +*"•) 

für  den  Schnitt  dieser  mit  BC  und  AB  ist  zudem 

«1  —  0    bzhw.    a?8  —  0 
mithin  wird 

und 

Die  durch  Gm2  zu  BC  gezogene  Parallele  endlich  hat  die  Gleichung 

fl;i(a"»+c«)  —  (arj+a;,)*"» 

und  da  für  den  Schnitt  derselben  mit  AC  und  AB  zudem 

a:,  e»  0    bzhw.     irg  =  0 
ist,  so  erhält  man 

nnd 

jVj"  =  b'^A  +  ia^+CndB 

Dureh  die  sechs  Punkte  jeder  der  oben  aufgestellten  Gruppen 
lässt  sich  nun  immer  ein  Kegelschnitt  legen.    Um  dieses  darzutnn, 


1)  S.  Programm  des  kgl.  GymD.  su  Kempten  t.  J.  1889.  I  5a  S.  10. 
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transformireD  wir  die  Goordinaten,  indem  wir  f&r  die  erste  Gmppe 
das  Dreieck  LiJ^'N^  als  Coordinatendreieck  betrachten.  Kim  war 
aber 

V  =  (a»+^)J?+c«"C 

Ai'=(a»+c»)i4  +  6»J? 
Entwickelt  man  ans  diesen  Oleichnngen  A^  B  nnd  C,  so  erhält  man 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  oben  fOr  L^\  J^\  N"  gefiindenen 
Ansdrflcke  ein,  so  erhält  man 

I^"  =  6"[(6~  +  c«")  (a»+  <f»)Li '  —  c»^'a« + c«)Ji'  +0«-  c-^i'] 
+  (a* + €^)[a^  6»  Xj '  4-  (a« + 6«)  (a» + c«)  J^'  —  fl*(a»+^);^/ 

oder  nach  vorgenommener  Bednction 
Ebenso  erh&lt  man  Ar 

oder  redncirt 

Endlich  wird 

+(*«+c»)[(3«  +  c»)(a*  +  c")X/— c"(a-+c«y/  +  a«c-"i^/] 
oder  vereinfacht 

Wir  bestimmen  nun,  wie  früher,  durch  die  Punkte  X,"  nnd  J"  die 
Gonstanten  /,  g  und  A  des  betr.  Kegelschnitts.  Man  erhält  zu  diesem 
Behufe  die  beiden  Oleichnngen 

X  j.        y J- L_  _  0 

J^ -£.    .    *__.o 


jm(aw  -)-i")        ja»    »^  c^Ca»  +6«") 
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wenn  wir  uns  in   den  AnsdrOckcu  für  L"   und   ./,''    dio  Glieder    in 

der  Reihenfolge  JVj',  X/,  Ji'  denken.   Aus  beiden  Gleichungen  erhält 

man 

f ,  g  :h  ^  a^  :b"*  :  c"* 

Denkt  man  sich  die  Glieder  von  N^"  ebenso  geordnet,  wie  jene  von 
X/'  und  J^i\  so  erkennt  man  aus  der  Gleichung 

dass  auch  der  Punkt  Nj*'  auf  dem  durch  die  fünf  anderen  Punkte 
bestimmten  Kegelschnitte  liegt. 

Da  nun  die  Coordinaten  der  Punkte  der  zweiten  und  dritien 
Gruppe  ganz  ähnlich  gebildet  sind,  wie  jene  der  ersten,  so  dürften 
wir  wol  daraus  sofort  den  Schluss  ziehen,  dass  auch  die  sechs  Punkto 
der  zweiten  und  dritten  Gruppe  immer  auf  einem  Kegelschnitte  lie- 
gen. Es  soll  indes  wegen  der  Werte  der  Constanten  /",  g  und  h  in 
Kürze  für  die  zweite  Gruppe  dieser  Beweis  noch  durchgeführt  wer- 
den. Zunächst  erhält  man  hier,  ganz  so  wie  oben,  bei  Transfor- 
mation der  Coordinaten  auf  das  Dreieck  L^*J^*N^'  für  ^,  0  und  C 
die  Ausdrücke 

i4  =  —  <?«(a"»  -f-  c»)  L^*+  a"  c*»  J^*  +  (a«  +  c«)(Ä"»  -f  if^)N^* 
-ß  =  (a»»  -f  c»")  (a"»  +*'")  X,'  —  ««(a"»  +  h"»)  J^'  +  a"»  Ä«  N^' 
(7  =  ftm  ^m  X,' + (a"  +  Ä'»)(Ä'"+ (?»"  V2' —  i"»(6«-f  c»")iV^/ 

Des  weiteren  erhält  man  im  neuen  Coordinatensystem 

X,"  =  (a"«  -f-  &"•)<?•"  Xj'  +  (a"»  +  &"»)*»"  ^2'  —  ^^"•iVg' 

N^"  =  a^(a^  +  c")  X,'  -  a«"»  J,'  +  ftmCa»"  -|-  c«)iVi' 

Benutzt  man  nun  zur  Bestimmung  der  Constanten  /,  g,  k  die  Punkte 
X2"  und  Jf\  indem  man  deren  Ausdrücke  in  der  Reihenfolge  X,', 
J^\  N^'  nimmt,  so  erhält  man 

— ^ ^  -_  *  ^0 


cm(^iii-j_iin)'i     i»»(^m-|.^m)        1,2m 

Daraus  wird 

und  man  erhält  endlich  für   den  Punkt  N^^y  nachdem  dessen  Aus- 
druck wie  oben  geordnet: 
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Für  die  dritte  Kegelschnittschaar,  für  welche  die  vorhergehende  Ab- 
leitang  wiederkehren  würde,  möge  nar  noch  bemerkt  werden,  da86 
man,  falls  man  nach  Transformation  der  Coordinaten  die  Ausdrücke 
in  der  Reihenfolge  ^3',  N^\  L^  nimmt,  für  die  den  Kegelschnitt  be- 
stimmenden Constanten  erhält 

Bestimmen  wir  nnn  die  Mittelpunkte  der  drei  soeben  betrach- 
teten Kegelschnittschaaren ,  welche  einstweilen  mit  Q^,  Qg?  Qs  ^^~ 
zeichnet  werden  mögen.  Wir  erhalten  dafür  im  Ooordinatensystem 
X,  •/,  N  nach  derselben  Regel  wie  oben: 

Q,  =  a'-CÄ^+c«— a'")iV/+6"'(a'"+c^—6"«)A'+c"'(«'"+^"'--c")/i' 

Gebt  man  nunmehr  auf  das  ursprüngliche  Goordinatensystem  zurück, 
indem  man  für  «7,  h  und  N  die  oben  für  dieselben  aufgestellten 
Werte  in  A^  B,  C  setzt,  so  erhält  man  nach  durchgeführter  Rednction 
die  Ausdrücke 

-j-a"i(2^'"c~+a«"(Ä"»+c"'— a'"))(7 
Qj  =  c"(2a«6"'+c'"(a*"4-^'"  -  c")^+a"(26"»c"+a«»(Ä"'-f  c«— a«))i? 

Vergleicht  man  aber  diese  Ausdrücke  mit  denjenigen,  welche  oben 
mit  Z  bezeichnet  wurden,  so  findet  sich,  dass  dieselben  bzhw.  iden- 
tisch sind,  d.  h.  es  sind  immer  zwei  Kegelschnitte,  welche  in  beiden 
Fällen  zu  derselben  Schaar  und  zu  demselben  m  gehören,  concen- 
trisch.  Zwei  solche  zusammengehörige  Kegelschnitte  sind  aber  auch 
ähnlich  und  in  ähnlicher  Lage.  Dies  ergibt  sich  daraus,  dass  die 
Mittelpunkte  dreier  den  beiden  Kegelschnitten  gemeinsamer  Sehnen 
von  yerschiedener  Richtung  zusammenfallen,  und  dass  somit  die 
zwischen  die  beiden  Kegelschnitte  fallenden  Stücke  dieser  Sehnen 
gleich  lang  sind.  Es  soll  dieses  für  zwei  zusammengehörige  Kegel- 
schnitte der  beiden  ersten  Schaaren  dargetan  werden.  Es  ist  die 
Mitte  der  Sehne  J^  N^\  welche  die  andere  Curve  in  AmGmi  trifft, 
ausgedrückt  durch 
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dies  ist  aber,  wie  man  sofort  sieht,  auch  die  Mitte  von  AmGua-  £benio 
erhält  man  sowol  für  die  Mitte  von  Li"N^'  als  anch  für  jene  von 
BrnGmi  den  Aasdrack 

Endlich  ergibt  sich  sowol  für  die  Mitte  von  L^'M^*  als  für  die  Mitte 
von  Cm  Gmi  der  Ansdrack 

i[(o« + h^)A  +  {a^ + h*n)B + 2c"C] 

Die  n&mlichen  Betrachtungen  aber  führen  bei  den  beiden  anderen 
Kegelschnittschaaren  zu  denselben  Resultaten. 

Kempten  (Bayern). 
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XVI. 

Ueber  das  sphärische  Polarsystem  und  seine 
Anwendung  auf  das  Tetraeder. 

Von 

Dr.  Karl  Theodor  Meyer 

in  Saarbrftcken. 


Im  Räume  nehmen  wir  einen  festen  Pnnkt  M  an  nnd  ordnen 
jedem  Pankte  P  diejenige  Ebene  n  za,  welche  normal  zn  der  Ge- 
raden PM  ist  nnd  diese  in  einem  Pankte  Q  so  schneidet,  dass  das 
Prodnct  PM.  MQ  einen  constanten,  positiven  oder  negativen  Wert 
hat  Dann  Iftsst  sich  zeigen,  dass  durch  diese  Zuordnung  von  Punkten 
and  Ebenen  ein  räumliches  Polarsystem  von  besonderer  Art  be- 
stimmt ist^). 

Legen  wir  nämlich  durch  den  Punkt  P  eine  Ebene  a  und  fällen 
auf  dieselbe  von  M  aus  die  Normale,  welche  9r  in  ^  und  die  Ebene 
a  selbst  in  B  schneidet,  dann  folgt  aus  der  Aehnlichkeit  der  Drei- 
ecke AMQ  und  P3/J9,  dass  AM, MB  —  PM.MQ  ist,  dass  also  die 
durch  P  gehende  Ebene  u  dem  auf  n  liegenden  Punkte  A  entspricht 
l0t  femer  g  eine  beliebige  Gerade  durch  jP,  und  schneidet  die  Nor- 
malebene aus  i&f  zu  p  diese  Gerade  in  einem  Punkte  Fund  die  Ebene 
«  in  einer  Geraden  g\  deren  Schnittpunkt  mit  MF  F'  heissen 
möge,  80  sehen  wir,  dass  jedem  Punkte  O  von  g  die  zu  GM  normale 
Ebene  y  von  g*  entspricht,  und  dass  g(G)  proj./(y)  ist    Nennen  wir 


1)  8.  aneh  Reje,  tynth.  Qeom.  der  Kngeln.    Leipzig  1S79.    S.  29. 
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noch  G'  den  Punkt  von  g,  darch  welchen  die  Ebene  y  geht,  dann 
ist  in  dem  Dreieck  GG'F'  G'Äf  Höhe  zu  der  Seite  GF\  folglich 
geht  die  dem  Punkte  G'  entsprechende  Ebene  /  auch  durch  G  und 
somit  erkcnnon  wir,  dass  die  projectivische  Beziehung  zwischen  g{G) 
und  g'(y)  auch  eine  involutorische  ist.  Hiermit  ist  der  Beweis  für 
die  Behauptung  erbracht,  dass  die  oben  angegebene  Zuordnung  von 
Punkten  und  Ebenen  ein  räumliches  Polarsjstem  bestimmt.  Es  be- 
sitzt —  und  dadurch  wird  es  zu  einem  besondern  —  die  charakte- 
ristische Eigenschaft,  dass  die  Normalen  ans  den  Punkten  des  Systems 
auf  die  entsprechenden  Ebenen  alle  durch  einen  Punkt  gehen ,  nnd 
von  ihm  so  geteilt  werden,  dass  das  Product  der  entstandenen  Ab- 
schnitte einen  constauten  Wert  hat. 

Nähert  sich  P  dem  Punkte  M^  dann  entfernt  sich  n  von  letz- 
terem Punkte  und  bei  der  Vereinigung  von  P  und  M  wird  »  zur 
unendlich  fernen  Ebene.  M  ist  also  der  Mittelpunkt  des  Systems, 
und  folglich  entspricht  jeder  durch  M  gehenden  Ebene  der  in  nor- 
maler Richtung  unendlich  fern  gelegene  Punkt 

Die  Ordnungsfläche  des  Systems  ist  nur  dann  reell  und  zwar 
eine  Kugelfläche,  wenn  das  constanto  Product,  die  Potenz  des  Sy- 
stems, negativ  ist,  M  also  die  Strecke  PQ  äusserlich  teilt  Die  Kugel 
hat  M  zum  Mittelpunkt  und  die  Quadratwurzel  aus  dem  absoluten 
Werte  des  Products  zum  Radius  Wegen  dieser  Tatsache,  dass  die 
Ordnungsfläche  des  Systems  eine  reelle  oder  imaginäre  Kogel  ist, 
kann  das  Polarsystem  ein  sphärisches  genannt  werden. 

Jedes  Poltetraeder  des  Systems  ist  von  besonderer  Art,  insofern 
sich  in  ihm  die  4  Höhen  schneiden  und  zwar  im  Mittelpunkt  des 
Polarsystems.  Diese  Tetraeder  sind  entweder  alle  spitzwinklig, 
stumpfwinklig,  oder  alle  rechtwinklig,  je  nachdem  die  Potenz  des 
Systems  positiv,  negativ  oder  null  ist  *). 

Bewegt  sich  in  dem  sphärischen  Polarsystem  P  auf  einer  Fläche 
II.  0.  /;  dann  durchläuft  n  einen  Ebenenbüschel  IL  0.,  dessen  Ein- 
hülluugsflächo/'  von  besonderer  Art  ist,  je  nach  der  Lage,  die  M 
zu  /"einnimmt  Liegt  nämlich  iVf  auf /,  dann  wird/'  von  der  un- 
endlich  fernen  Ebene  berührt,  ist  also  ein  elliptisches  oder  hyper- 


1)  Auch  in  diesem  Falle  kftnn  man  noch  von  einem  sphärischen  FoUr- 
systcm  reden.  Jedem  Funkte  P  entspricht  die  zu  PÄt  normale  Ebene  ton 
M  und  jede  Ebene,  die  nicht  durch  M  geht,  hat  letzteren  Funkt  zu  ihrem 
Fol.  Enthält  eine  Ebene  den  Funkt  J/,  dann  entspricht  ihr  jeder  Funkt  auf 
ihrer  durch  M  gehenden  Normalen.  Die  Ordnungsfi&che  redneirt  sich  auf  den 
Funkt  M. 
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bolisches  Paraboloid,  je  nachdem  /  eine  uicht  geradliaige  Fläche 
IL  O.  oder  eine  Regeifl&che  II.  0.  ist.  Ist  /  eine  Kegelflftche  II.  0., 
dann  wird  /'  zu  einer  Parabel,  deren  Ebene  normal  zu  dem  Kegol- 
Btrahl  steht,  auf  welchem  der  Punkt  M  liegt.  —  Nehmen  wir  zweitens 
M  innerhalb  /  an  und  setzen  diese  Fläche  zunächst  als  krummlinig 
voraus,  dann  ist  /'  ein  £llipsoid.  Ist  aber  f  eine  Regel-  oder 
Kegolfläche  II.  0.,  dann  wird  f  zu  einem  eluschaligcu  Hyperboloid 
oder  zu  einer  Ellipse.  —  FQr  den  Fall  endlich,  dass  M  ausserhalb 
f  liegt,  erhalten  wir  für  /'  ein  zwei-  oder  einschaliges  Hyperboloid, 
je  nachdem  /  eine  krummlinige  Fläche  IL  0.  oder  eine  Rogelfläche 
IL  O.  ist.  /'  geht  Aber  in  eine  Hyperbel,  falls  /  eine  Kegelfläche 
iat.  Jeder  Kugel  /  entspricht  in  dem  sphärischen  Polarsystem  eine 
Rotationsfläche  II.  0.  /',  welche  M  zu  eiuem  Breniipuiikt  und  die 
Verbindungsgerade  dieses  Punktes  mit  dem  Mittelpunkte  O  der  Kugel 
zur  Rotationsachse  hat.  Nimmt  man  daher  eine  Kugel  als  gegeben 
an  und  beachtet,  dass  in  Bezug  auf  dieselbe  das  Product  der  Seh- 
nen- und  Secantenabschnitte  des  Punktes  M  coustaut  ist,  so  erkennt 
man  sofort  die  Richtigkeit  des  folgenden  Satzes: 

yjjegt  man  zu  den  Strahlen  eines  Punktes  in  ihren  Schnitt- 
9;punkten  mit  einer  Kugelfläche  die  Normalebenen,  so  omhtillen  diese 
„ein  Rotationsellipsoid  oder  Rotationshyperboloid,  je  nachdem  der 
,,Punkt  innerhalb  oder  ausserhalb  der  Kugel  liegt  *).  Der  Punkt  ist 
„ein  Brennpunkt  der  Rotationsfläche.^^ 

—  Die  Tatsache,  dass  im  sphärischen  Polarsystem  jeder  Kugel  eine 
Rotationsfläche  IL  0.  entspricht,  gibt  uns  ein  Mittel  an  die  Hand, 
um  die  Sätze  der  Kugel  in  einfacher  Weise  auf  jene  zu  übertragen. 
So  hat  z.  B.  der  Satz:  „Durch  4  Punkte,  von  denen  keine  drei  in 
einer  Geraden  liegen,  ist. eine  Kugel  bestimmt^*  —den  folgenden  zu 
seinem  reciproken: 

„Durch  4  Ebenen,  von  denen  keine  drei  durch  eine  Gerade  gehen, 
„ist  eine  Rotationsfläche  II.  0.  bestimmt,  welche  einen  bestimuiten 
„Punkt  zu  einem  Brennpunkt  hät.^^ 

Wir  verzichten  darauf,  andere  {Kngelsätze  zu  übertragen,  da 
dies  wenigstens  teilweise  schon  von  Salmon  in  seiner  analytischen 
Geometrie  des  Raumes  geschehen  ist,  allerdings  nur  unter  der  be- 
schränkenden Voraussetzung,  dass  die  Ordnungsfläche  dos  Systems 
reell  ist  Weil  einer  Curve  II.  0.  in  dem  sphärischen  Polarsystem 
eine  bestimmte  Kegelfläche  IL  0.  entspricht,   (die  supplementär  ist 


1)  Liegt  der  Packt   aaf  der  KQgelfl&che,    dunn    fachen  die  Normnlelieiicn 
teils  durch  diesen  Punkt,  teils  durch  seinen  Gegonpnnkt  nuf  der  Kti^^cl. 
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za  der  andern  Eegelfläche,  welche  aus  dem  Pankte  M  die  Gorre 
projicirt),  so  lassen  sich  auch  zn  den  Sätzen  über  die  Gorren  II.  0. 
bestimmte  reciproke  über  die  Eegelflächen  IL  0.  bilden.  Es  möge 
dies  dnrch  ein  Beispiel  gezeigt  werden.  Einem  Brennponkt  P  der 
Corye  11.  0.  l  entspricht  eine  Ebene  dnrch  den  Mittelpunkt  O  der 
Eegelfläche,  deren  Strahlensystem  ans  der  Geraden  ÖM  dnrch  eine 
orthogonale  Ebeneninvolution  projicirt  wird.  Weil  nun  eine  Garye 
11.  0.  2  Brennpunkte  hat,  so  ergibt  sich  der  Satz: 

„Zu  jeder  durch  den  Mittelpunkt  einer  Eegelfläche  II.  0.  gelegten 
„Geraden  gibt  es  zwei  Ebenen  von  der  Art,  dass  das  Strahlensystem 
„einer  jeden  derselben  aus  der  Geraden  durch  eine  orthogonale 
„Ebeneninvolution  projicirt  wird.^^ 

Weil  femer  die  Yerbindungsgerade  der  beiden  Brennpunkte  durch 
den  Pol  der  unendlich  fernen  Geraden  von  X  geht,  so  folgt  weiter: 

„Jene  beiden  Ebenen  schneiden  sich  auf  der  Polarebeno  der 
„Geraden.** 

Man  sieht  leicht,  wie  mit  .Hülfe  der  Gurve  II.  0.  die  Ebeneo 
construirt  werden  können. 

Auch  auf  diese  Uebertragungen  wollen  wir  hier  nicht  weiter 
eingehen,  sondern  uns  nunmehr  zu  dem  Tetraeder  wenden,  um  von 
demselben  mittelst  des  sphärischen  Polarsystems  eine  Reihe  von 
Sätzen  abzuleiten,  die  noch  nicht  alle  bekannt  sein  dürften. 


I.    Das  allgemeine  Tetraeder. 

Die  Eckpunkte  eines  Tetraeders  mögen  mit  A^  H,  C,  D  und  die 
ihnen  gegenüberliegenden  Seiten  mit  er,  0,  jr,  d  bezeichnet  werden. 
Femer  seien  in  den  bezüglich  eines  sphärischen  Polarsystems  reci- 
proken  Tetraeder  a\  ß\  y\  ö'  die  den  Eckpunkten  des  erstem  ent- 
sprechenden Seiten  und  A\  B\  C\  D'  die  den  Seiten  des  erstem 
entsprechenden  Eckpunkte. 

Ziehen  wir  nun  im  Tetraeder  ABCD  die  Höhe  aus  ^  zu  a,  so 
hat  dieselbe  im  reciproken  Tetraeder  A'BC'D'  als  entsprechendes 
Element  diejenige  Gerade  von  er',  durch  welche  die  Normalebene  des 
Punktes  M  >)  zu  der  Geraden  MA*  geht.  Da  nämlich  A'  der  Ebene 
a  entspricht,  so  ist  die  Gerade  MAI  normal  zu  ft,  also  parallel  zu 
der  Höhe  durch  A  und  mithin  auch  normal  zu  der  Ebene,  welche 


1)  M  wie  oben  Mittelpunkt  des  Systenui. 
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die  jener  Höhe  entsprechende  Gerade  enthält.  Da  nun  bei  dem  allge- 
meinen Tetraeder  die  4  Höhen  auf  einer  Regelschaar  liegen,  weil 
sie  Yon  den  Normalen  der  Seitenflächen,  welche  darch  die  Höhen- 
schnittpunkte der  letzteren  gehen,  getroffen  werden,  so  folgt: 

„Legt  man  durch  einen  Punkt  die  Normalebenen  zu  seinen  Ver- 
„bindnngsgeraden  mit  den  Eckpunkten  eines  Tetraeders,  so  schnei- 
„den  dieselben  die  gegen ttberl legenden  Seiten  in  4  Geraden  einer 
„Regetschaar." 

Diese  4  Geraden  können  in  einem  besondern  Falle  zu  zwei 
Paaren  in  zwei  Ebenen  und  in  einem  noch  besonderen  in  einer  Ebene 
liegen.  Dies  folgt  daraus,  dass  die  Höhen  des  Tetraeders  mit  2  zu 
einander  normalen  Gegenkanten  zwei  Paare  sich  schneidender  Ge- 
raden bilden,  und  dass  die  Höhen  des  Tetraeders  mit  2  Paar  nor- 
maler Oegenkanten  alle  durch  einen  Punkt,  den  Höhenschnittpunkt 
des  Tetraders,  gehen. 

Da  den  Eckpunkten  A  und  B  des  ersten  Tetraeders  die  Seiten 
a\  ß'  des  zweiten  entsprechen,  so  entspricht  dem  unendlich  fernen 
Punkte  Pqo  auf  der  Geraden  AB  diejenige  (zu  AB)  normale  Ebene, 
welche  M  mit  der  Geraden  a'ß'  verbindet.  Weil  ferner  der  Mittel- 
punkt My  der  Kante  AB  von  dem  unendlich  fernen  Punkte  P^ 
durch  A  und  B  harmonisch  getrennt  ist,  so  ist  auch  die  entspre- 
chende Ebene  f*'  harmonisch  getrennt  von  M  durch  a'  und  ß\  Ver- 
binden wir  nun  den  Punkt  M^  mit  der  gegenüberliegenden  Kante 
CD  durch  eine  Ebene  —  die  Mittelebene  der  letztern  Kante  — ,  so 
entspricht  derselben  in  dem  reciproken  Tetraeder  der  Punkt,  in 
welchem  ft'  von  der  Kante  y'6'  getroffen  wird,  und  da  bekanntlich 
die  6  Mittelebenen  eines  Tetraeders  durch  einen  Punkt,  den  Schwer- 
punkt 8  desselben,  gehen,  wobei  sie  sich  4 mal  zu  dreien  in  einer 
Geraden  schneiden,  so  führt  uns  das  sphärische  Polarsystem  zu  fol- 
gendem Satze  : 

,yLegt  man  durch  jede  Kante  eines  Tetraeders  die  durch  die 
„Seiten  derselben  von  einem  festen  Punkt  M  harmonisch  getrennte 
„Ebene  und  bringt  sie  zxum  Durchschnitt  mit  der  gegenüberliegenden 
„Kante,  so  erhält  man  6  Punkte  einer  Ebene,  welche  4  mal  zu  dreien 
,4n  einer  Geraden  liegen." 

Die  Ebene  soll  gemäss  der  Bezeichnungsweise  bei  dem  cnt* 
sprechenden  Satze  über  das  Dreieck  die  Harmonikaiebene  des  Punktes 
M  genannt  werden,  und  sie  werde,  weil  sie  dorn  Schwerpunkt  S  ent- 
spricht, mit  9  bezeichnet. 
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Darch  reciproke  Uebertragang  des  letzten  Satzes  crhaltea  wir 
weiter  den  folgenden: 

„Bestimmt  man  auf  jeder  Kante  eines  Tetraeders  den  Pankt, 
„welcher  darcli  die  Eckpunkte  von  einer  festen  £bcno  harmonisch  ge- 
streunt ist,  und  verbindet  denselben  mit  der  gegcntlberliegenden 
„Kante,  so  erhält  man  6  Ebenen  eines  Pnnktes,  welche  4 mal  za 
„dreien  darch  eine  Gerade  gehen/' 

In  diesem  Satze  ist  auch  der  von  dem  Schnittpunkte  der  6  Mittel- 
ebenen eines  Tetraeders  enthalten,  und  somit  erkennen  wir,  wie  uns 
das  sphärische  Polarsystom  von  einem  nur  für  einen  besondern  Fall 
gültigen  Satze  sofort  zu  dem  allgemein  gültigen  geftlhrt  hat. 

Bewegen  wir  nun  das^  Tetraeder  ABCD  so  lange  im  Baume  bis 
sein  Schwerpunkt  S  mit  dem  Mittelpunkte  M  des  sphärischen  Polar- 
systems zusammenfällt,  dann  rückt  die  Harmonikai  ebene  s  des  Punktes 
M  in  Bezug  auf  das  reciproke  Tetraeder  A'B'CD*  in  die  unend- 
liche Ferne,  und  folglich  ist  letzterer  mit  S  vereinigter  Punkt  auch 
Schwerpunkt  des  Tetraeders  A*B*CD\  Wir  haben  also  für  das 
sphärische  Polarsystem  den  Satz: 

„Fällt  der  Schwerpunkt  eines  Tetraeders  mit  dem  Mittelpunkte 
„eines  sphärischen  Polarsystems  zusammen,  so  vereinigt  sich  mit 
„letzterem  Punkte  auch  der  Schwerpunkt  des  reciproken  Tetraeders/* 

Legt  man  also  zu  jeder  Schwerlinie  eines  Tetraeders  die  Ebene, 
welche  die  Strecke  zwischen  dem  Eckpunkte  und  dem  Schwerpunkte 
in  2  Abschnitte  von  constantem  Producte  teilt,  so  erhält  man  ein 
zweites  Tetraeder,  welches  mit  dem  ersteren  den  Schwerpunkt  ge- 
meinsam hat  und  zu  ihm  reciprok  in  Bezug  auf  ein  sphärisches 
Polarsystem  ist.  Zugleich  erkennt  man  jetzt  die  Richtigkeit  des 
folgenden  Satzes: 

„Die  Normalebenen  der  [Schwerlinien  eines  Tetraeders  in 
„ihren  zweiten  Schnittpunkten  mit  der  dem  Tetraeder  umgeschriebe- 
„nen  Kugel  bilden  ein  Tetraeder,  welches  mit  dem  ersten  den 
„Schwerpunkt  gemeinsam  hat  und  zu  ihm  in  Bezug  auf  ein  sphäri- 
„sches  Polarsystem  reciprok  ist/' 

Eine  einfache  Folgerung  des  Satzes  von  den  5  Mittelebenen 
eines  Tetraoders  ist  auch  der:  Die  Verbindungsstrecken  der  Mitten 
zweier  Gegenkanten  eines  Tetraeders  werden  durch  den  Schwerpunkt 
halbirt.    Die  reciproke  Uebertragung  dieses  Satzes  lautet: 

„Legt  man  durch  2  Gegenkanten  eines  Tetraeders  die  durch 
„ihre  Seiten  von  einem  Punkte  3/ harmonisch  getrennten  Ebenen,  so 
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^schneiden  sich  diese  aaf  der  Harmouikalebene  des  Pauktes  M  und 
,^ind  darch  M  und  diese  £beae  harmonisch  getrennt/' 

Wir  denken  uns  nun  zu  dem  Tetraeder  ABCD  die  umgeschrie- 
bene Kugel  mit  dem  Mittelpunkt  U,  Dann  entsprechen  den  Punkten 
derselben  die  Berflhrungsebenen  einer  Rotationsfläche  II.  0.,  welche 
den  Punkt  M  zu  einem  Brennpunkt  hat  und  auch  die  Seitenflächen 
des  Tetraeders  A'B'C'D*  berührt.  Dem  Mittelpunkt  U  der  Kugel 
entspricht  eine  Ebene  u,  welche  die  Polarebene  des  Punktes  M  be- 
züglich der  Rotationsfläche  ist  Da  sich  nun  in  dem  Punkte  U  die 
normal  zu  den  Kanten  des  Tetraeders  ABCD  und  zwar  durch  deren 
Mittelpunkt  gelegten  Ebenen  schneiden,  wobei  sie  viermal  zu  dreien 
durch  eine  Gerade  gehen,  so  ergibt  sich  durch  reciproke  Ueber- 
tragiing  folgender  Satz: 

„Legt  man  durch  jede  Kaute  eines  Tetraeders  die  von  ihren 
^Seitenflächen  durch  einen  Punkt  M  harmonisch  getrennte  Ebene 
„und  bringt  diese  zum  Durchschnitt  mit  der  Normale  des  Punktes 
„M  zu  seiner  Yerbindungsebene  mit  der  Kante,  so  erhält  mau  6 
„Punkte  einer  Ebene,  welche  4 mal  zu  dreien  auf  einer  Geraden 
»liegen.'^ 

Diese  Ebene  ist  die  Polarebeno  des  Punktes  M  bezüglich  der- 
jenigen Rotationsfläche  II.  0.,  welche  die  Seiten  des  Tetraeders  be- 
rührt und  M  zu  einem  Brennpunkt  hat. 

Verbinden  wir  nun  den  Mittelpunkt  3/,  der  Kante  AB  mit  dem 
Mittelpunkte  M^  der  gegenüberliegenden  Kaute  CD^  dann  wird,  wie 
bereits  hervorgehoben,  die  Strecke  3/]Jf2  durch  den  Schwerpunkt 
S  halbirt.  Ziehen  wir  daher  durch  M^  die  Parallele  zu  CD^  und 
nennen  wir  C^  und  Z)^  die  Punkte,  in  welchen  diese  Parallele  die 
Geraden  CS  und  DS  trifft,  danu  ist  CS  =  ÄC,,  JDiS  =  SD^  und 
folglich  C|  Z>]  »  CD.  Ebenso  geht  die  durch  M^  zu  der  Kante  AB 
gezogene  Parallele  durch  die  zu  A  und  B  bezüglich  des  Schworpunktes 
symmetrisch  gelegenen  Punkte  A^  und  i^i,  und  wir  erkennen  weiter, 
dass  die  durch  die  Mitte  der  vier  übrigen  Kauten  zu  ihren  jedes- 
maligen Gegenkanten  gezogenen  Parallelen  bzhw.  die  Puuktepaare 
C,^, ,  CiJ5,,  D^A^^  D^B^  verbinden.  Das  Tetraeder  A^B^C^D^^ 
welches  durch  jene  6  Gerade  bestimmt  ist,  hat  mit  dem  Tetraeder 
ABCD  die  Mitten  der  Kanten  uud  daher  auch  den  Schwerpunkt  ge- 
meinsam *,  die  Tetraeder  liegen  ferner  zu  einander  perspectivisch  und 
sind  symmetrisch,  aber  nicht  congruent  Wir  haben  also  folgenden 
Satz  bewiesen: 

„Zieht  man  durch  die  Mitte  jeder  Kante  eines  Tetraeders  die 
„Parallele  zu  der  gegenüberliegenden  Kante,  so  erhält  man  6  Gerade, 

Areh.  der  Math.  v.  PhjB.    2.  Reihe,  T.  yVLL  '^^ 
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„welche  4mal  zu  dreien  darch  einen  Punkt  gehen,  also  die  Kanten 
„eines  zweiten   Tetraeders    bilden.     Dieses    hat   mit   ersterem    den 
„Schwerpunkt  gemeinsam,  liegt  zu  ihm  pcrspectivisch  und  symmetrisch/^ 
Den  reciproken  Satz  wollen  wir,  wie  folgt,  aussprechen: 

„Legt  man  durch  jede  Kante  eines  Tetraeders  die  von  ihren 
„Seiten  durch  einen  Punkt  M  harmonisch  getrennte  Ebene  und  bringt 
„letztere  zum  Durchschnitt  mit  der  Verbindungsebcne  des  Punktes 
„Jf  mit  der  Gegeukaute,  so  erhält  man  6  Gerade,  welche  4  mal  zu 
„dreien  in  einer  Ebene  liegen,  also  die  Kanten  eines  Tetraeders 
„bilden.  —  Beide  Tetraeder  haben  dieselbe  Uarmonikalebene  in  Bezug 
„auf  den  Punkt  M  und  liegen  so  zu  einander  perspectivisch ,  dass 
„sich  je  2  entsprechende  Ebenen  auf  der  Harmonikalebeuc  schneiden 
„und  von  dieser  und  dem  Punkte  M  harmonisch  getrennt  sind.^' 

Dieser  Satz  enthält  wieder  den  vorhergehenden,  aus  welchem  er 
abgeleitet  wurde,  als  besonderen  Fall. 

Errichten  wir  nun  zu  den  Kanten  des  Tetraeders  A^B^C^D^  in 
ihren  Mittelpunkton  Afj,  M^, , ,  Mq  die  Normalebenen,  so  gehen  die- 
selben durch  einen  Punkt  //,  nämlich  den  Mittelpunkt  der  dem  Te- 
traeder A^  B^  Ci  D|  umgeschriebenen  Kugel.  Da  nun  die  Kanten  des 
Tetraeders  ABCD  mit  denen  des  Tetraeders  A^B^C^D^  parallel  laufen 
und  die  Mittelpunkte  gemeinsam  haben,  so  können  jene  Ebenen  auch 
aufgefasst  werden  als  solche,  welche  durch  die  Mitte  der  Kanten  des 
Tetraeders  ABCD  normal  zu  den  Gegenkanten  gelegt  sind,  und  somit 
ergibt  sich  sofort  der  Satz  von  Monge: 

„Die  Normalebenen  aus  den  Mitten  der  Kanten  eines  Tetraeders 
„zu  den  Gegenkanten  schneiden  sich  in  einem  Punkte,  und  zwar  gehen 
„diese  Ebenen  viermal  zu  dreien  durch  eine  Gerade.'' 

Da  U  der  Mittelpunkt  der  dem  Tetraeder  ABCD^  und  H  der 
Mittelpunkt  der  dem  Tetraoder  A^B^C^D^  umgeschriebenen  Kugel 
ist,  so  sind  IJ  und  H  entsprechende  Punkte  in  den  beiden  bezQglich 
des  gemeinsamen  Schwerpunktes  S  symmetrisch  gelegenen  Tetraedern. 
Folglich  ergibt  sich  weiter  die  Beziehung: 

„In  jedem  Tetraeder  liegt  der  Schwerpunkt  /S,  der  Mittelpunkt 
„17  der  umgeschriebenen  Kugel  und  derjenige  Punkt  H  in  einer 
„Geraden,  in  welchem  die  Normalebeuen  aus  den  Mitten  der  Kanten 
„zu  den  Gegenkanten  sich  schneiden.  Die  Strecke  ÜH  wird  durch 
„den  Punkt  S  halbirt." 

Der  Satz  von  Monge  lautet  in  seiner  reciproken  Uebertragung: 

„Legt  man  durch  jede  Kante  eines  Tetraeders  die  von  ihren 
„Seiten  durch  einen   festen  Punkt  M  harmonisch  getrennte  Ebene 
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„nnd  bringt  letztere  zum  Durchschnitt  mit  der  Normalen  des  Punktes 
„üf  zu  seiner  Verbindungscbcne  mit  der  Gegenkante,  so  erhält  mau 
„6  Punkte  einer  Ebene,  die  4  mal  zu  dreien  auf  einer  Geraden  liegen/^ 

Aus  dem  vorletzten  Satze  folgt  weiter,  dass  für  jedes  Tetraeder 
die  Ebenen  #,  u  und  h  durch  eine  Gerade  gehen  und  dass  s  von  u 
und  k  durch  M  harmonisch  getrennt  ist. 

Während  es  nur  eine  Kugel  gibt,  welche  durch  die  Ecken  eines 
Tetraeders  geht,  gibt  es  deren  8,  welche  die  Seiten  dos  Tetraoders 
berflhrcn.  Zu  dieser  Erkenntuiss  führt  uns  folgende  Ueberlegung. 
Ist  ./  der  Mittelpunkt  einer  die  Seitenflächen  «,  /J,  y,  d  des  Tetraeders 
berührenden  Kugel,  dann  hat  dieser  Punkt  von  den  Ebenen  gleiche 
Entfernung,  liegt  also  auf  der  Ualbirungsebeno  der  von  den  Ebenen 
gebildeten  Winkel.  In  dem  Punkto  Ä  stossen  die  Ebenen  ß^  y^  6 
zusammen  und  die  Winkel,  welche  2  von  diesen  Ebenen,  etwa  ß  und 
y  bilden,  werden  durch  2  zu  einander  normale,  durch  die  Kante  AD 
gehende  Ebenen  halbirt;  ebenso  haben  die  Winkel,  welche  y  und  ö 
miteinander  bilden,  zwei  zu  einander  normale  durch  die  Kante  AB 
gehende  Halbirungsebenen.  Diese  4  Halbiruugsebencn  schneiden  sich 
ausser  in  dim  Kanten  AD  und  AB  noch  in  4  andern  durch  A  gehenden 
Geraden.  Jeder  Punkt  derselben  ist  von  den  Ebenen  j3,  /,  d  gleich- 
weit entfernt,  also  gehen  auch  die  Halbirungsebenen  der  Winkel, 
welche  ß  und  6  miteinander  bilden,  durch  die  4te  Gerade.  Diejeni- 
gen Punkte  dieser  Geraden  nun,  welche  von  der  vierten  Ebene  a 
des  Tetraeders  ebenso  weit  entfernt  sind  als  von  j5,  y,  ä,  liegen 
offenbar  auf  den  beiden  Halbirungsebenen  der  von  «  mit  einer  der 
übrigen  Ebenen  gebildeten  Winkel.  Wir  erhalten  also  4.2  oder  8 
Punkte,  welche  von  den  Ebenen  glcichweit  entfernt  sind,  also  die 
Mittelpunkte  der  die  Seitenflächen  berührenden  Kugeln  sind.  Zu- 
gleich sehen  wir,  dass  diese  Punkte  16  mal  zu  zweien  mit  einer 
Ecke  in  einer  Geraden  und  12  mal  zu  vieren  mit  einer  Kante  in 
einer  Ebene  liegen. 

Bilden  wir  nun  die  reciproke  Beziehung,  so  erhalten  wir  den  Satz : 

„Es  gibt  8  Rotationsflächen  II.  0.,  welche  durch  4  Punkte  gehen 
„und  einen  andern  fünften  Punkt  zu  einem  Brennpunkt  haben.  Die 
„8  Polarebenen  des  Brennpunktes  schneiden  sich  16  mal  zu  zweien 
„auf  einer  Seitenfläche  des  von  den  4  Punkten  gebildeten  Tetraeders 
„und  gehen  12  mal  zu  vieren  durch  einen  Punkt  auf  einer  Kante 
„des  Tetraeders." 

II.    Das  Tetraeder  mit  Höhenschnittpunkt. 

Wir  haben  bei  der  allgemeinen  Betrachtung  über  das  sphärische 
Polarsystem  bereits  erwähnt,  dass  die  Poltetraeder  dieses  Systems 
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solche  sind,  in  welchen  die  4  Höhen  durch  einen  Pankt  gehen.  Um- 
gekehrt können  wir  jedes  Tetraeder  ABCD  mit  einem  Höheuschnitt- 
pnnkte  H  zu  einem  Poltetraeder  eines  sphärischen  Polarsystems 
machen,  wenn  wir  nur  bestimmen,  dass  H  der  Mittelpunkt  des 
Systems  und  das  constante  Product  der  Höhenabschnitte  die  Potenz 
desselben  sein  soll.  Alsdann  ist  es  möglich,  in  einfacher  Weise  zu 
den  bisher  bekannten  Sätzen  ^)  über  das  Tetraeder  mit  Höhenschnitt- 
punkt noch  andere  interessante  abzuleiten,  die  gleich  den  früher  be- 
kannten recht  deutlich  die  Analogie  dieses  räumlichen  Gebildes  mit 
dem  Dreieck  hervortreten  lassen. 

Indem  wir  nun  beachten,  dass  den  Eckpunkten  ABCD  des  Te- 
traeders mit  dem  Höhen  Schnittpunkt  H  in  dem  sphärischen  Polar- 
system die  ihnen  gegenüberliegenden  Seiten  a,  /?,  7,  d  entsprechen, 
erkennen  wir  sofort  die  Richtigkeit  der  folgenden  Sätze: 

^Durchschneidet  man  die  Kanten  eines  Tetraeders  mit  Höhen- 
„schnittpunkt  durch  eine  Ebene  ir  in  6  Punkten  und  fällt  zu  jeder 
„Yerbindungsgeraden  dieser  Punkte  mit  dem  Höhenschnittpunkt  // 
„aus  der  gegenüberliegenden  Kante  die  Normalebene,  so  erhält  man 
„6  Ebenen,  welche  durch  einen  Punkt  P  gehen,  der  auf  der  Normalen 
„von  H  zvL  n  liegt.  Ist  Q  der  Schnittpunkt  dieser  Normalen  mit  », 
„dann  ist  QH,  HP  gleich  dem  constanten  Product  der  Höhenabschnitte 
„des  Tetraeders." 

„Verbindet  man  einen  Punkt  mit  den  Kauten  eines  Tetraeders 
„mit  Höhenschuittpunkt  durch  Ebenen  und  fällt  zu  denselben  aus  dem 
„Höhenschnittpunkt  H  die  Normalen,  so  treffen  diese  die  jedesroa- 
„ligen  gegenüberliegenden  Kauten  in  6  Punkten  einer  Ebene  n^  welche 
„normal  zu  der  Geraden  PH  liegt.  Ist  Q  der  Schnittpunkt  dieser 
„Normalen  mit  tc,  dann  ist  PH,  HQ  gleich  dem  constanten  Product 
„der  Höhenabschnitte  des  Tetraeders." 

„Verbindet  man  eine  Gerade  g  mit  den  4  Eckpunkten  eines 
„Tetraeders  mit  Höhenschnittpunkt  und  fällt  auf  diese  Ebenen  vom 
„Höhenschnittpunkt  H  aus  die  Normalen,  so  treffen  dieselben  die 
„gegenüberliegenden  Seiten  in  4  Punkten  einer  zu  g  normal  gelegenen 
„Geraden  g\  Die  kürzeste  Entfernung  dieser  beiden  Geraden  wird 
„durch  H  in  zwei  Abschnitte  geteilt,  deren  Product  gleich  dem  con- 
„stanten  Product  der  Höhenabschnitto  ist" 


I)  Am  eingehendsten  scheint  bis  jetzt  Vogt  in  einer  interessanten  wissen- 
schaftlichen Beilage  sum  Programm  des  Fricdrichs-Gjmnasiams  in  Breslau 
Yom  Jahre  1881  das  Tetraeder  mit  HOhonschnittpnnkt  nntersneht  sn  haben. 
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Dem  Mittelpunkte  ü/j  der  Kante  AB  entspricht  diejenige  Ebene 
fij  durch  die  gegenüberliegende  Kante  CD,  welche  normal  zu  der 
Geraden  M^H  ist.  Ferner  hat  der  unendlich  ferne  Punkt  P„  auf 
der  Geraden  AB  diejenige  Ebene  n  zu  seinem  entsprechenden  Ele- 
ment, welche  H  mit  CD  verbindet  Da  nun  aber  M^  von  P„  durch 
die  Eckpunkte  A  und  B  harmonisch  getrennt  ist,  so  sind  auch  die 
Ebenen  fij  und  n  harmonisch  getrennt  von  den  Seiten  a  und  ß. 
Wir  haben  also  den  Satz: 

„Ist  in  einem  Tetraeder  mit  Höhenschnittpunkt  letzterer  Punkt 
,.mit  der  Mitte  einer  Kante  durch  eine  Gerade  verbunden  und  legt 
„man  zu  derselben  aus  der  gegenüberliegenden  Kante  die  Normal- 
„ebene,  dann  ist  diese  harmonisch  getrennt  von  dem  Höhenschnitt- 
„punkt  durch  die  Seitenflächen  der  letzteren  Kante/' 

Oder: 

Jjogt  man  durch  eine  Kante  eines  Tetraeders  mit  Höhenschnitt- 
,ypunkt  die  von  diesem  Punkte  durch  die  Seiten  der  Kante  harmo- 
„nisch  getrennte  Ebene,  so  trifft  die  Normale  derselben  aus  dem 
„Höhenschnittpunkt  die  gegenüberliegende  Kante  in  ihrer  Mitte/' 

Legen  wir  ferner  durch  eine  Kante  die  Mittelebene,  d.  h.  die 
Ebene,  welche  diese  Kante  mit  der  Mitte  der  Gegenkante  verbindet, 
dann  ist  die  von  dieser  Ebene  durch  die  beiden  Seitenflächen  der 
Kante  harmonisch  getrennte  Ebene  parallel  mit  der  Gegenkante,  und 
es  trifft  die  Normale  aus  dem  Höhenschnittpunkt  H  zu  letzterer 
Ebene  die  gegenüberliegende  Kante  in  ihrem  Höhcnfusspunkt.  Daraus 
folgt  nun  der  Satz: 

„In  einem  Tetraeder  mit  Höhenschnittpunkt  trifft  die  Normale 
„aus  diesem  Punkte  zu  einer  Mittelebene  die  gegenüberliegende 
,^ante  in  einem  Punkte,  welcher  von  den  Eckpunktenderselben  durch 
„ihren  Höhcnfusspunkt  harmonisch  getrennt  isf 

Bestimmen  wir  nun  auf  jeder  Kante  den  Punkt,  welcher  von  den 
Eckpunkten  durch  ihren  Höhenfusspunkt,  oder,  was  dasselbe  ist, 
welcher  von  den  Seitenflächen  der  Gegenkante  durch  den  Höhen- 
schnittpunkt des  Tetraeders  harmonisch  getrennt  ist,  so  erhält  man 
6  Punkte  einer  Ebene,  nämlich  der  Harmonikalebene  des  Höhen- 
schnittpunktes. Da  ferner  diese  Ebene  in  dem  Polarsystem  dem 
Schwerpunkt  S  des  Tetraeders  entspricht,  so  folgt: 

„In  einem  Tetraeder  mit  Höhenschnittpunkt  steht  die  Harmonikal- 
„ebene  des  Höhenschnittpunkts  H  normal  zu  der  Yerbindungsgeraden 
„dieses  Punktes  mit  dem  Schwerpunkt  S,    Heisst  Q  der  Schnittpunkt 
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„von  SH  mit  der  Harmonikalebene,  daon  ist   das  Prodact  SH,  HQ 
„gleich  dem  Prodact  der  Höheoabschuitte  des  Tetraeders/' 

Den  Höhenfasspankten  der  Kanten  entsprechen  diejenigen  Ebenen 
durch  die  Gegenkanten,  welche  parallel  zu  den  ersten  Kanten  laufen, 
nnd  die  Mittelpunkte  der  Kanten  haben  zu  ihren  entsprechenden 
Elementen  diejenigen  Ebenen  durch  die  Gegenkanten,  welche  dnrch 
die  Seitenflächen  derselben  durch  den  Höhenschnittpunkt  harmonisch 
getrennt  sind.  Da  nun  in  einem  Tetraeder  mit  Höhenschuittpankt 
die  Mittelpunkte  der  Kanten  und  folglich  auch  die  Höhenfusspankte 
derselben  auf  einer  Kugel  liegen,  welche  den  Schwerpunkt  zum 
Mittelpunkt  hat,  so  folgt: 

„Legt  man  durch  jede  Kante  eines  Tetraeders  mit  Höhenschnitt- 

„punkt 

„1)  die  Parallelebene  zur  Gegenkante, 

„2)  die  von  den  Seiteuflächen  der  Kante  durch  den  Höhen- 

„Schnittpunkt  harmonisch  getrennte  Ebene,  so  erhält  man  12  Ebenen, 

9,welche  von  einer  Rotationsfläche  II.  0.  berührt  werden,  die    den 

„Höhenschnittpunkt  zu  einem  Brennpunkt  und  die  Harmonikalebene 

„desselben  zu  der  zugehörigen  Leitebene  hat.^ 

Die  Punkte,  in  welchen  die  BerQhrnngsebenen  einer  Rotations- 
fläche II.  0.  von  ihrer  Normalen  aus  einem  Brennpunkt  getroffen 
werden,  liegen  auf  einer  Kugel,  welche  mit  der  Fläche  den  Mittel- 
punkt gemeinsam  hat.  Da  nun  in  unserm  Falle  die  Ebenen  der 
ersteren  Art  von  ihren  Normalen  aus  dem  Höhenschuittpunkt  in  den 
Höhenfusspunkten  der  Kanten  getroffen  werden,  so  liegen  auf  der 
durch  diese  und  die  Mittelpunkte  der  Kanten  gehenden  Kugel  auch 
die  Schnittpunkte  der  Ebenen  zweiter  Art  mit  ihren  Normalen  aus 
dem  Höhenschnittpunkt.  Indem  wir  noch  vorausschicken,  was  gleich 
bewiesen  werden  soll,  dass  der  Höhenschnittpunkt  des  Tetraeders 
zu  dem  Mittelpunkt  U  der  umgeschriebenen  Kugel  bezüglich  des 
Schwerpunktes  S  symmetrisch  liegt,  so  können  wir  nun  folgenden 
Zusatz  zu  dem  letzten  Satze  bilden: 

„Die  Rotationsfläche  hat  den  Schwerpunkt  des  Tetraeders  zum 
„Mittelpunkt  und  den  Höhenschnittpunkt  und  den  Mittelpunkt  der 
„umgeschriebenen  Kugel  zu  Brennpunkten.*^ 

Ferner  erkennen  wir  die  Richtigkeit  des  folgenden  Satzes: 

„In  einem  Tetraeder  mit  Höhenschnittpunkt  liegen  die  Punkte, 
„in  welchen  die  Yerbindungsgeraden  des  Höhenschnittpunktes  mit 
„den  Mitten  der  Kanten  von  ihren  Normalebenen  aus  den  jedes- 
„maligen  gegenüberliegenden  Kanten  getroffen  werden,  auf  derselben 
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,,Küge],  welche  auch  darch  die  Mitten  der  Kanton  and  die  Höhen- 
„fusspunkte  derselben  geht/' 

Nach  dem  im  ersten  Abschnitt  (S.  370)  dargelegten  Satze  von 
Monge  liegt  in  jedem  Tetraeder  bezüglich  des  Schwerpunktes  S  der 
Mittelpunkt  U  der  nmgeschriebenen  Kngel  zu  demjenigen  Punkte  H 
symmetrisch,  durch  welchen  die  aus  den  Mitten  der  Kanten  normal  zu 
den  Gegenkanten  gelegten  Ebenen  gehen.  Weil  nun  aber  bei  einem 
Tetraeder  mit  Höhenschnittpunkt  je  2  Gegenkanten  zu  einander 
normal  sind,  so  enthält  die  Ebene,  welche  normal  zu  der  einen 
Kante  durch  die  Mitte  der  Gegenkanto  gelegt  wird,  die  letztere 
Kante  ganz,  und  somit  erkennen  wir,  dass  bei  diesem  besonderen 
Tetraeder  der  Punkt  H  identisch  ist  mit  dem  Höhenschnittpunkt. 
Es  ist  also  jetzt  gezeigt,  was  wir  vorhin  als  erwiesen  annahmen,  dass 
in  einem  Tetraeder  mit  Höhenschnittpunkt  die  Strecke  zwischen 
diesem  Punkte  und  dem  Mittelpunkte  der  umgeschriebenen  Kuge 
durch  den  Schwerpunkt  halbirt  wird. 

Die  Mittelpunkte  der  oberen  Höhenabschnitte  seien  mit  A^^  B^j 
C^  Z>2  bezeichnet.  Dann  ist  das  Tetraeder  A^B^C^D^  mit  dem 
Tetraeder  ABCD  ähnlich  und  ähnlich  liegend  in  Bezug  auf  H  als 
äusseren  Aehnlichkeitspunkt.  Denn  je  zwei  entsprechende  Kanten 
z.  B.  A^B^  und  AB  sind  zu  einander  parallel  und  stehen  in  dem 
Verhältniss  1:2.  Der  Mittelpunkt  ü^  der  dem  Tetraeder  ^s^gCgZ?^ 
umgeschriebenen  Kugel  ist  der  Mittelpunkt  der  Strecke  ÜH^  also 
identisch  mit  dem  Schwerpunkt  S  des  Tetraeders  ABCD,  Folglich 
gilt  der  Satz^): 

„Die  Kugel,  welche  durch  die  Mitten  der  oberen  Höhenabschnitte 
„eines  Tetraeders  mit  Höhenschnittpunkt  geht,  hat  den  Schwerpunkt 
„des  Tetraeders  zum  Mittelpunkt  und  ihr  Radius  ist  gleich  der 
„Hälfte  von  dem  Radius  der  umgeschriebenen  Kugel.*' 

Da  nun  in  dem  sphärischen  Polarsystem  dem  Mittelpunkt  eines 
oberen  Höhenabschnittes  die  zu  dem  Höhenschnittpunkt  bezüglich 
der  zugehörigen  Seitenfläche  symmetrisch  gelegene  Ebene  entspricht, 
so  gilt  der  Satz;  Legt  man  zu  jeder  Seite  eines  Tetraeders  mit 
Höhenschnittpunkt  diejenige  Parallelebene,  welche  mit  dem  Höhen- 
schnittpunkt bezüglich  der  zugehörigen  Seitenfläche  symmetrisch  liegt, 
60  erhält  man  4  Berührungsebenen  einer  Rotationsfläche  II.  0., 
welche  den  Höhenschnittpunkt  zu  einem  Brennpunkt  und  dessen  Har- 
monikalebene  zur  Directrixebene  hat 


1)  Vgl.  auch  Vogt  §  8. 
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Wir  benutzen  nan  noch  folgenden  Satz  and  verweisen  bezüglich 
seiner  Ableitung  auf  §  10  der  erwähnten  Arbeit  von  Vogt: 

„In  jedem  Tetraeder  mit  Höhcnschuittpuukt  liegen  die  Schwer- 
„punkte  und  die  Höhenschnittpunkto  der  Seitenflächen  auf  einer 
„Kugel,  deren  Mittelpunkt  F  auf  der  Verbindungsgeraden  der  Punkte 
„/f  und  ü  liegt." 

Von  diesem  Satze  führt  uns  das  sphärische  Polarsystem  sofort 
zu  folgendem: 

„Legt  man  durch  die  Ecken  eines  Tetraeders  mit  Höhepschuitt- 
„puukt  die  Parallelebenen  zu  den  gegenüberliegenden  Seitenflächen 
„und  die  Normalebenen  zu  den  Yerbindungsgeraden  des  Höhenschnitt- 
„punktes  mit  den  Schwerpunkten  auf  den  gegenüberliegenden  Seiten- 
„flächen,  so  erhält  man  8  Ebenen,  welche  eine  Rotationsfläche  II.  0. 
„berühren,  die  den  Höhenschnittpunkt  zu  einem  Brennpunkt  hat,  und 
„deren  Mittelpunkt  auf  der  Geraden  HU  liegt. 

Da  nun  diese  Ebenen  von  ihren  Normalen  aus  dem  Höhenschnitt- 
punkt in  den  Punkten  einer  Kugel  getroffen  werden,  und  4  von  diesen 
Punkten  die  Eckpunkte  des  Tetraeders  sind,  so  folgt  weiter: 

„Verbindet  man  in  einem  Tetraeder  mit  Höhenschnittpunkt  den 
„Schwerpunkt  einer  Seitenfläche  mit  dem  Höheuschnittpunkt  des  Te- 
„traeders  durch  eine  Gerade,  so  wird  dieselbe  von  ihrer  Normal- 
„ebene  aus  dem  gegenüberliegenden  Eckpunkte  in  einem  Punkte  der 
„dem  Tetraeder  umgeschriebenen  Kugel  getroffen.^' 


Ist  in  einem  sphärischen  Polarsystem  ein  Tetraeder  mit  dem 
Höhenschnittpunkt  H  gegeben,  und  fällt  letzterer  Punkt  nicht  mit 
dem  Mittelpunkt  M  des  Systems  zusammen ,  dann  ist  das  reciproke 
Tetraeder  nur  dann  von  derselben  Art,  falls  M  auf  einer  Höhe  des 
ersten  Tetraeders  liegt.  Ist  z.  B.  M  ein  Punkt  der  Höhe  Aff^  dann 
entspricht  der  Kante  AB  in  dem  reciproken  Tetraeder  eine  Kante 
A'B%  welche  normal  zu  der  Ebene  ABH^  also  parallel  mit  der  Kante 
CD  ist.  Die  letzterer  Kante  in  dem  reciproken  Tetraeder  entspre- 
chende Kante  C'Z>'  ist  normal  zu  CD^  also  auch  zu  A'B*.  Ebenso 
erkennt  man,  dass  auch  die  Kanten  A^C  und  B^D'  zu  einander 
normal  sind.  Das  Tetraeder  A'B'C'D'  hat  also  2  Paare  zu  einander 
normaler  Gegenkanten,  folglich  schneiden  sich  seine  Höhen  in  einem 
Punkte  H\  Zugleich  überzeugen  wir  uns  von  der  Richtigkeit  des 
folgenden  Satzes: 
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,^immt  man  in  einem  Tetraeder  mit  Höhenschnittpnnkt  aaf  einer 
,yHöbe  desselben  einen  Punkt  M  an  nnd  legt  zu  den  Yerbindungs- 
,^eradcn  dieses  Punktes  mit  den  Eckpunkten  des  Tetraeders  in  ihren 
„zweiten  Schnittpunkten  mit  der  umgeschriebenen  Kugel  die  Normal- 
y,ebenen,  so  erhält  man  ein  Tetrader,  dessen  Höhen  durch  einen 
„Pnnkt  gehen,  der  auf  der  gemeinsamen  Höhe  beider  Tetraeder  liegt." 

Aber  auch  dann,  wenn  M  nicht  auf  einer  Höhe  des  Tetraeders 
ABCD  liegt,  ist  das  reciproke  Tetraeder  A'B'C'D'  noch  von  be- 
sonderer Art.  Wir  unterlassen  es,  seine  Eigenschaften  hier  näher 
anzugeben ;  dieselben  ergeben  sich  wieder  am  einfachsten  durch  reci- 
proke Uebertragung  derjenigen  des  Tetraeders  mit  Höhenschnittpunkt. 
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XVII. 

Anwendung  des  Taylor'schen  Satzes 

zur  Rectification  der  Ellipse  und  zur  Complanation 

des  EUipsoids. 

Von 

Herrn  C.  BenZ| 

Lehrer  in  Luckenwalde. 


Bezcicbnot  aE(i^q>)  einen  Ellipscnbogen ,  a  die  halbe  grosse 
Achse,  s  die  numerische  Excentricität,  9  den  Winkel  des  Bogeus, 
von  der  kleinen  Achse  an  gerechnet,  so  ist 

I)      aE(e,<p)  =  a  {dp  -  j^  ^»  +  ^^!!^I^>  ^5 

(16«« -60«*+ 46c«)    , 
71 <P' 

,   (64e«  — 1008«* +  2520««— 1575««)    „ 
+ ^^j 9' 

(256««  — 16320«^ + 105840««  — 189000««+ 99225«'0)    „ 
_  ^ 


+...) 


Nach  dem  Taylor'schen  Satze  ist  nämlich,  wenn  wir  £(«,  q>)  kurz  mit 
F(y)  and  die  aufeinanderfolgenden  Differentialquotienten  von  F{f) 
nach  9  bezüglich  mit  jP(y)^  -^"(9)^^,  F(,f,)'^^  u.  s.  w.  bezeichnen, 

Ans  der  Gleichung  der  Ellipse 

tcsrasingp,       y==5coS9 
folgt  nun 
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also 


6 


folglich 
femer 


F(y=0)  «  0 


_       „  6*81119  cos  9  _ 

(1  — £*8m*9>)» 
J-.  .m_      g*(cosV-8inV)       g*sin«yco8V 

jp    iF  «,  4g^siny  cosy  _^  Sg^  (sin  y  co8^  q>  —  sin^  y  cos  y ) 
(1  -  6«8iii2y)*  (1  — 6«8iD2y)t 

36®8in^g>co8*op 
(1— e*8in*9>)* 

p     y  __  4£^  (cos*  y  —  sin'  y )      22c*  sin*  y  cos'  q>  —  3g*  (sin*  y  +  cos^  y ) 
1  — a'sin'y)*  (1  — €»8in'y)4 

^  186*(sin'ycos*y—  8in*y  cos'y) 
(1  — e'sin'y)^ 

15e*sin*ycos*y 
(1  — c'sin*y)2 

P    Yi  ^  16c'  sin  y  cos  y  .  60t*  (sin  y  cos*  y  —  sin^  y  cos  y ) 

^^^    ~        (1-c'sin'y)*  (l-c»sin«^)f 

,    210g^8in*y cos^y  —  45 c^(8in  y cos^y-}-sin^ y cos y) 
(l-c'sin«y)i 

1 50  c®  (sin*  y  cos*  y  —  sin*  y  cos*  y) 
(1  — c«8in'y)5 

105  c*^  sin*  y  cos*  y         ^        r,       ^ 
(1  — c'sm'y)^ 
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F(^)^n 

(1  — «*ßin*9>)» 

GOg^Csin^qp+coB^y  —  6sin^g)C08*y)  ■—  16f^sin'ycos^y 

1 0356^ (sin^y cos* y  —  sin^y cos'y)  — 45e*(cog*y  ~ sin^y) 

2550g^  sin*  y  cos*  q> — 675£^  (sin^  q>  cos^  y  -f  sin^  y  cos^  y) 
(l-««8in«y)i 

^  1050g^^(8in*y  cosV  —  sinV  co8*y)  -  5256^^(8iii*y cos^—  sinVcop*y) 

(1  -6«8in«y)? 

^  945a^>8inVco8Vco8V^        ^^^^^^,,,  ^  .  ,^^.^^^  ^  ^^^e 

(1  —  £*8in*y)V 
und  abgekürzt: 

_    p,,.      64e'8in(]PC08y      1008«*  sin  y  cos' y 
(1  -  «« sin«  y)4        (1  —  ««  sin^y)* 
,   2520£®8inycos^y     1 575«*  sin  y  cos'' y       ^        mr      /> 
^    (1  — e«8in«y)*  (l-a«8in«y)* 

^(,=0)^-^  «  646»  — 10086*+ 25206«  -  15756« 
F(y^O)^  =  —  2566«+ 163206*— 105840««  — 1890006« +992256' « 

n.  8.  w. 

Setzt  man  die  Worte  von  F(y=o),  i^(9=0)',  i^(y=ö)^  u.  ß.  w.  ia 
die  Taylor'sche  Reihe  für  aE{t^  y)  —  aF(^)  ein,  so  erhftit  man  die 
oben  angegebene  Reihe  I). 

Für  den  Ellipsenquadranten  erhält  man 

(    n\  in         6«     /ä\«     (46«— 36*)/äV 

II)       aE(6,-)-a{2-j-2;3(2)  +  '-^y— (2) 

(166« --606*+ 456«)  /»y  \ 

71  V2J+--1 

ff 

and  fflr  den  Grenz&Il  (<=•!,    t;»  =  2 

im         pA  «^  /"      (2),  (2)       (2)  ) 

iii)    «£(1.2;  -  «(2 — 3r+-5i — 7r+- •! 

=  aßinrt  —  a 
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Ans  den  5  ersten  Gliedern  der  Reihe  III)  erhält  man  a  —  1,0000036  a, 
ans  den  6  ersten  a  =  0,9999999  a. 

Da  £(£,  €p)  eine  stetige  Fanction  von  e  and  9  ist,  und  Reihe  I) 
f&r  die  grOssten  und  kleinsten  Werte  von  E(s^  q>)  convergirt,  so 
miiss  sie  auch  far  alle  dazwischen  Hegenden  Werte  convergiron. 

Anmerknng.  Den  directeu  Beweis  für  die  Gonvergenz  der 
Reihe  I)  vermag  Verfasser  nicht  zn  erbringen.  Ebenso  ist  es  dem 
Verfasser  nicht  gelangen,  in  A»  für  den  grössten  Coefficienten  der 
bezüglichen  Potenz  von  i  eine  allgemeine  Formel  bchnfs  Herleitung 
der  Gonvergenz  zu  finden. 

Um  bei  solchen  Werten  von  e,  welche  sehr  nahe  bei  1  liegen, 
bei  der  Sammirung  der  ersten  Glieder  eine  grössere  Genauigkeit  für 
den  Näherangswert  zu  erhalten,  addire  man  in  Reihe  I)  sing)  und 
sabtrahiro  die  Sinasreihe;  man  erhält  dann 


IV)     «£(f,  v)  =  «  {  8iny  +  y-3j*-^  „»-  l-Jf^^**)  ^6 


} 


,    1— (16g»— 60c*  +  45g«)    , 

Das  Integral  / ~ ^  lässt  sich  ähnlich  wie  das  In- 

^    a(\  -  €»sin»9)a 

tegral  a  /Vl  —  i^sm^q>dq>  entwickeln.    Für  das  zweifache  Integral 

f       f 
a   f  dq>  I  y  1  —  £*  sin*  q>  dq>    erhält  man 

0         0 

/f     /• («,«           fS                (4f*— 3g*  \ 

dqjil  -  g« sin»<)p  rfv  -  «  |-2  - 1:273:4  ''''' 61 ^'"""'l 

Für  g  «  1  wird  diese  Reihe  «-  a(l  —  cosy). 

Nimmt  man  in  Gleichung  I)  links  und  rechts  den  Differential- 
quotienten nach  q>  und  dividirt  beiderseits  durch  a,  so  erhält  man 

•    / ^-r-TT-      .      «*<P*  .  (4g^-3g*)     . 

Vl-g«sin«g)  =  l-^  + jj — ->*-... 

Anmerkung.  Die  Gonvergenz  dieser  Reihe  lässt  sich  ebenso 
wie  die  Gonvergenz  der  Reihe  I)  beweisen.  Für  g>  «-  0  wird  dieselbe 
«-  1,  für  g  —  1  wird  sie  —  cosg>,  für  g  =0  wird  sie  ebenfalls  «  1, 
convergirt  also  für  den  grössten  und  kleinsten  Wert  von  g. 
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Will  man  nuu  beispielsweise  in  Reihe  I)  nur  die  ersten  6  Glieder 
berücksichtigen,  so  setze  man 

(166«- 60£*  +  45a«)    ,  . 

eMl ^+- 

g>  y  1  —  t*8iii*  w 
Addirt  man  nun  in  Reihe  I)  den  Ausdruck  "~iT" ^^^  ^^^' 

trahirt  die  demselben  gleiche  Reihe,  so  erhält  man 

«£,(£,  V)  = « ( n <p  ~  rx37n  «p 

,   6(4*3— 3a*)  4(16««— 60t*+45t«)    , 

+  — öTü—  '^ 7!":n "^ 

,   2(64««-    1008««+ 2520t«  -  1575««)    , 
+ 901  ~ '^ 


Setzt  man  in   /    yi  —  $^ siu^ q>  dq> 

sin  9)  »  a: 
also 


0  0 

und  entwickelt  letzteren  Ausdruck  nach  dem  Taylor'schen  oder,  was 
bequemer  ist,  nach  dem  binomischen  Satze,  so  erhält  man 


l-a»x«  ,    (1  —  «**)    ,   ,  3.4(3-2£a-€*) 
dx  '==*  X 


1  — x»   —        -^   1.2.3  -^     •  2*.5I 


,  4.5.6(3.5— 9€»-3£*-3£ß)   , 
+ 2^:71 ^'  ^ 

5.6.7.8(3.5.7  -60£«-18£^— 12£«— iSc«)   ^ 
+  2*.9!  "^ 

.    10l(1.3.5.7.9~525g«— 150£*— 90gg--75£8— 105c'0)        \ 
^  5I2M11  +•••) 
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Dm  «te  Glied  dieser  Reihe  ist  immer  kleiner  als 

Hn+l)  ...  (2ii-2)}1.3.5.7  ...  (2n-3)  -     , 

2-1.(2»- 1)1 '^"' 

oder  kleiner  als 

(2n-2)!(n-l)»  ^ 

(n-l)!2— i.(2n  — 1)1*^ 

das  n -fite  Glied  kleiner  als 

n!2««(2n-|-l)'. 
also 

^„*2--i    >  för  «  -00,    gleich  ^;^^ 

die  Reihe  convergirt  also.    Für  «  «  0  geht  dieselbe  über  in  arcsin  x 
für  «  «^  1  in  X.    Entwickelt  man 

y  Vi  —  i*co%^d(p  «   /  Vi— £«4-««8inV'9> 
ebenso  wie   /  "/i  -  £*sin*y  dtp  in  Gleichung  I),   so  erhält  man    in 

0 

den  Gliedern  der  Reihe  Ausdrücke  von  der  Form 


m£2p 


2|>-r 


Für  e  «  1  werden  dieselben  —oo.  Für  Werte  von  e,  welche  nahe 
bei  1  liegen,  würde  also  die  Reihe  unbrauchbar  sein.  Sie  ist  des- 
halb  zur  Rectification  der  Ellipse   nicht  geeignet,  um  so  für  9  den 

Ausdruck  g    einzuführen   und   die   Reihe  I)   für  den  Grenzfall   auf 

n 

r  ZU  reduciren. 

Führt  man  in  die  Reihe  I)  statt  des  Winkels  <p  die  geographi- 
sche Breite  ^>  ein,  so  ist 

h  b^  , 

^cotg<p  =  -tgif;,    9  «arccotg{yi— a»tg^}- /J 

Ist  nun  gegeben 

1)  aE(B,  ft)  -  X 

2)  a£(f,  /?,)  «  x+l^ 

3)  a£(e,  ^,)-«+/, 
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^0  ßi  <,  ßi  <,  ßz^  Qi^d  diese  Grössen,  sowie  l^  und  l^  bekannt  sind, 
so  erhält  man  nach  Elimination  von  x  und  a,  wenn  für  s  der  rich- 
tige Wert  eingesetzt  ist,  eine  Gleichnng  von  der  Form 

wo 

Der  Wert  von  c  lässt  sich  durch  Versuche  und  Interpolation  be- 
stimmen.   Ist  c  gefunden,  so  hat  mau 

Ist  /j  und  2a  für  die  Meereshöhe  h  gegeben  und 


"^-L. 


1 


gefunden,  so  ist 

a  =  «1  —  h 

Ist  z.  B.  gegeben        Vi  =•  70«  40'  11,23" 
l^  «  1370,  2159  itm  i/;,  =  58  22  47,56 

2,  =  1451,  5730  Ä;m  i/Zg  «  45   20       2,94 


also 


so  ist 


wenn 

gesetzt  wird,  ferner 


/5i  -  19  23  27,63 
ft  =  31  42  25,11 
ßz  -  44  45  46,93 

L^       0,214  817  209 
L^  ™  0,2J7  574  788 

t  «  0,082  235 


log  7'-  —  log  Y^  =  0,  0:X)  005^2. 

Anmerkung.  Die  benutzten  Daten  sind  dem  Werke  des  Herrn 
Pr,  Martus,  „Astronomische  Geograpliie",  Leipzig,  Koch's  Verlags- 
buchhandlung, entnommen. 

Die  gewöhnliche  Berechnung  von  €  aus  den  ErümmungsradieD 
eines  Meridians  und  den  bezüglichen  Breiten  ist  allerdings  weit  be- 
quemer und,  da  wegen  der  Kleinheit  von  t  die  Bogen  des  Meridians 
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TOD   den  Bogen  der  enUprecbenden    KrOmmangskreise  uDmerklich 
Tendiiedeii  sind,  auch  hinreichend  genau. 

Das  Differential  einer  krnmmen  Fläche,  welches  man  auch  ans 
der  Berechnung  eines  Parallelogramms,  dessen  znsammenstossende 
Seiten  y{dx)*+(dzs)*  und  y(dy)«+(«fay)*  und  dessen  Diagonale 
V(dxy  -l-(dy)»-f  (A,— rfjy)«  ist,  erhalten  kann,  ist 


V'+m+o'^" 


die  Gleichung  des  dreiachsigen  Ellipsoids  ist 


*•  .  y* 


a' 


-,+^+^-1 


Berechnet  man  ans  dieser  Gleichung  die  Differcntialquotientcu,  setzt 


-  "  b\   -7J-  =  £•,    -z^  -  n^ 


and  fahrt  Polarcoordinaten  ein,  so  erhält  man 

f^      {(1— g*)iy»8iD»x-f{^*c08^xl^^  } 

Entwickelt  man  diesen  Ausdruck  nach  r  entweder  nach  dem  Taylor- 
schen  oder,  was  bequemer  ist,  nach  dem  binomischen  Satze,  so  er- 
hält man,  wenn  man  im  letzteren  Falle  nach  r  iutegrirt  und 

(1  — «•)ij*Bin*x  +  J*co8*x  —  «*,    cos*x+(l  -  «*)sin*jc  =  ß* 
setzt, 

X      ,(  .      {(l-eW8in»X+t*co8»x{   .^i 

/•    r\. ?5lr:£!) i   rdräx 

J    J     )      .      {(l^£^)8in^x+C08^x}    .     l  ^ 

7     \*^  "^    l.'-i3.4   "^  "T"  2«.6!  ** 

0 

■*■  2».8!  '' 

+  ^^^j^{1.3.5J/J»-(1.3.5ftH3.4ft«/3«+2.3.3ft*/3*+1.3.4.5« 

+  ^j^^{1.3.5J.9/?«<>-(1.3.57a'<>+1.3.5.5a«/J«+1.3.3.2.^^^^ 

+1.3.5.>.5ii*i5«+l  3.5.7.5i»«/SMr"+...|  rf;£ 


Arek  d.  Mfttk.  «.  Fliys.    2.  Reih«,  T.  VUL 


S!^ 
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Setzt  man  nun 

•  2  o*8iü*y j        ft^cosV  a*(l  —  g*)  C08  V 

Bin  Z  -  a»(l-««C08V)'      ^*  ^  ""  a«(l-£*C08V)  "^  «*(1  —  «*C08  V) 
^  "  0*(1  — £*C08V) 

so  geht  das  letzte  Integral  über  in 

0 

wo 

y«  —  iy«8inV+£*C08V  «  C*+(i7*— £*)8in«9> 
and 

ist.    Der  Aa8dnick  ist  also  leicht  zu  integriren. 

Die  Reihe  Y)  convergirt  zunächst,  wie  aus  den  Bedingungen  der 
Gültigkeit  des  binomischen  Satzes  hervorgeht,  wenn  sowol 
{(l-£»)iy«sin«3(+t'cosx)}   ,  {(l-€>)sin«x+cos«x}   ,        . 

a«(l  -6»)  '  *       ^  a«(l-.f«)  *^  ^  ^  "^» 

da  man   aber  nach   dem   Taylor'schen  Satze  dieselbe  Reihe  ohne 
Integration  nach  r  erhält,  weil  F{r,]^)  sowol  für  r  =  0,   als  auch  für 

g>  —  0  verschwinden  muss,  ebenso        ,       für  r  =  0,   so  convergirt 
dieselbe  auch  noch,  wenn 

y«  =  j7*sin*<p4-J;*cos*9  ^  1 

ist.    Da  sowol  17  als  auch  ;  ^  1,  so  ist  diese  Bedingung  erfüllt. 

Das  nte  Glied  der  Reihe  Y)  »  An.F(^)   ist  immer  kleiner  als 

/  ^TxtL^^i^  M  V,  woraus  sich  für  den  Grcnzfall  und  für  n  =  00 
(n  —  l)I2*-*(2n)l^' 

Für  e  —  0,  t  —  0,  ^  =  0  wird  die  Reihe  Y) 

f    Li     ^     ,  3        ■        15  105  \ 

-«9^i-h2.4+2M.2.6"^2'.3!.8'T-2*.41.1ü"T"    'f 
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—  aV,  wie  sich  ans    /      /  — — ^  ergibt. 


r*     /*  rdrdfp 

JJWI 


Aomerkang.  Das  Integral  für  dea  Teil  der  Oberfl&che  des  Ro- 
tationsellipsoids,    welcher     vom     Winkel     tp     umfasst    wird,     ist 

»  / 

^  K  I  Vi — e'sinVcos^(2<p.    Setzt  man  nnn 
ö 

fsing»  =  sin  ij*,    dq>  «-  ^öö^  ^ 

n    /*co8*U/ 
so  erhält  man  o*«   / ^^    ^'  ^'  ^' 

0 

Für  f  =  1,  iy  ==  l  wird  die  Reihe  V)  «•  o^»  |. 

för  £  -3  0,  t  —  1,  i;  =»  1  wird  sie  a*  ^t 
für  f  «  f;  =  1  wird  sie  =-  0. 

Für  9  =  n   erhält   man   in   den    Grenzßlllen  ^   der  Oberfläche 

der  Kugel  =>  a^^,  rcsp.  i  der  Oberfläche  des  Rotationsellipsoids 

,  «  (Vi—«*  ,   arc(sinf)) 

einen  Ellipsenqnadranten  ^^  ah ^  resp.  einen  Kreisqnadranten  »a*A-. 

Nähert  sich  Reihe  Y)  einer  dieser  Grössen,  so  kann  man  letztere 
ZD  der  Reihe  addiren  und  die  der  addirten  Grösse  entsprechende 
Reihe  subtrahircn,  um  bei  der  Summirung  der  ersten  Glieder  für 
den  Näherungswert  eine  grössere  Genauigkeit  zu  erhalten. 


s.^• 
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XVIIL 

Die  Curven,  welche  von  Punkten  von  Kegel- 
schnitten, die  sich  ohne  zu  gleiten  längs  anderer 
Curven  wälzen,  beschrieben  werden. 

Von 

H.  Ekama. 

AUflremeine  Formeln. 

Id  der  Zeitschrift  Nonvelle  correspoodance  math^matiqae,  Tome 
II  und  UI  hat  Brocard  getrachtet  die  Eigenschaften  der  Gurve,  welche 
ein  Punkt  durchläuft,  fest  mit  einem  Kej^elschnitte  verbunden,  welcher 
sich  ohne  zu  gleiten  eine  gerade  Linie  entlang  wälzt,  zu  finden.  Ich 
habe  versucht  die  Betrachtungen  über  diese  Curven  allgemeiner  zu 
machen,  indem  ich  den  beschreibenden  Punkt  nicht  nur  auf  den 
Hauptachsen  wählte  und  auch  einige  Fälle  untersuchte,  bei  welchen 
die  Directrix  keine  gerade  Linie  ist. 

Die  gesuchte  Curve  wird  bestimmt  in  einem  geradwinkligen 
Coordinatensysteme,  in  welchem  auch  die  Directrix  gegeben  ist  Das 
Coordinatensystem,  in  welchem  die  Generatrix  bestimmt  ist,  ist  im 
allgemeinen  schiefwinklig  und  ändert  seine  Lage  in  Bezug  zum  gerad- 
winkligen Systeme.  Zwei  conjugirte  Achsen  sind,  wenn  die  Generatrix 
ein  Kegelschnitt  ist,  die  Achsen  und  zwar  so  gewählt,  dass  der  be- 
schreibende Punkt  auf  der  ^" Achse  liegt.  §  und  17  sind  die  Coordi- 
naten  eines  Punktes  der  Directrix,  welche  vorläufig  willkürlich  ge- 
nommen wird,  in  dem  festen  Coordinatensysteme.  Die  Entfernung 
des  beschreibenden  Pniiktos  von  dem  Coordinateuanfang  sei  p,  '4  und 
fly  £'  und  17'  sind  dio  Coordinaten  des  Berührungspunktes  der  beiden 
gegebenen  Curven  in  jedem  Coordinatensysteme.  Die  von  dem 
Punkte  beschriebene  Curve  wird  verschieden  sein,  je  nach  der  Seite 
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der  Directrix,  an  welcher  die  Generatrix  sich  wälzt  Die  Normalen 
im  Berdhmngspnnkte  an  beiden  Corven  gezogen,  können  eine  in  der 
andern  Yerlftngemng  oder  znaammen  fallen.  Ersteres  iat  in  Fig.  1, 
letzteres  in  Fig.  2  Toransgesetzt 

P  und  P'  sind  die  beschreibenden  Punkte,  PE  ond  P'£f  sind 
die  £' Achsen  des  Kegelschnittes,  BE  nnd  B'E'  sind  die  Normalen 
an  dem  Kegelschnitte  in  den  Punkten  B  and  B*  welche  die  BerQhmngs- 
pankte  sind. 

tf  nnd  o'  sind  die  Winkel,  welche  die  gemeinsame  Normale  mit 
der  §  und  mit  der  §' Achse  macht 

In  Fig.  1  ist 

Wkl.  DBE=  «— <j'+1800 

Wkl.  JDÄC  —  «  -  tf  -  <r'+9(y> 

Wkl.  £PF—  <r+a'— 90« 
In  Flg.  2  ist 

Wkl.  D'B'E'  =  «—«'  +  1800 

Wkl.  I>'-ß'C'-90«-(<r— o'+i») 

Wkl.  £'P'F'-900— («-«0 

Folglich  ist  Ar  Fig.  1 

xa  -  J+Vcos(«+«'-(»)-(p-SOcos(<r+0 
ya  -  ^?+V8in(«+ö'— «)— (i>  — SOwnC^+^'O 

und  ftr  Fig.  2 

*.—  ?-Vco8{«-(tf'-a»)}+{i»-|')cos(«-«'} 

y,.-  ^_i,'8in{tf-(ö'^«)}  +  (l»-r)8in(tf-.ö')  ^^^ 

X  nnd  ff  sind  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  gesachten  Carven 
Aus  diesen  Formeln  folgt,  wenn  wir  x  nnd  y  nach  dem  Bogen  der 
Generatrix,  welcher  dem  dnrchlanfenen  Bogen  der  Directrix  gleich 
ist,  differentüren: 

±§fAn\6±c'\T(p-V)coB(c±0')  \^±^} 
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Id  diesen  Formeln  so  wie  im  Folgenden  haben   die  obenstohendcn 
Zeichen   Beziehung   auf  den  Fall,  dass   die  Normalen  eine  in  der 
andern  Verlängerung   fallen;   die   untenstehenden  hingegen  auf  den 
Fall,  dass  sie  zusammenfallen. 
Nun  ist 

sin  <r  =  -^       und       ö  —  —  V 
ds  ds 

weil  die  Normalen  an  den  gegebeneu  Cui*ven  nach  dem  Krümmungs- 
mittelpnnkt  gezogen  werden.    Ebenso  ist 

cos((o  —  öM  «  v-sm«    und     cosö'« rsmw 

Man  hat  also 

dx         .       _  cos  tf'cOS  j  CT  +  (<j'  -  od))       cos  (flu  —  tf')  cos(<f  ±  a') 
--sin0+  ^—  ^±  in^ - 

dy  _costf'sin{<f±(<y'— lo)}   ,  cos(<o--<F')8in(tf±tf') 

ds  ^  sinw  —  sinco 

±    {'i^±^'}CVcOS{<f±{a'-a))}-(p-ncO8(a±0')] 

Folglich 


f  «T{^^±^}[V8in{ö±(<i'~co)}-(p«S')sin(iJ±0] 


'    Sei  T  der  Winkel,  welchen   die  Tangente  der  gesuchten  Curve 
mit  der  ^ Achse  macht,  so  ist: 

d!/  VcOs{a±(o^--Q>)}-(p--gOc03(ff±gO 

^«^""äaj'^""Vflin{iF±(a'-«)}-(;>-i')8in(<J±<y')  ^"*^ 

Ist  £  der  Winkel,  welchen   die  Normale  der  gesuchten  Gurre 
mit  der  JTAchse  macht,  so  ist 

Nennen  wir  die  veränderlichen  Coordinaten   eines  Punktes  der  Nor- 
male X|  und  2^j,  so  wird  die  Gleichung 

{«-a:i)tg2;=(y-sr,) 
oder 
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[?±VcOs{<f±(a'-ai)}  +  (p-§')C08(a±a')-a?,]tg-S« 

1?  ±  V  sin  { a  +  (a'— w)  q:  (p  -  g')  Bin  («^  ±  a')  —  yi 
Nach  Substitution  des  Wertes  fQr  tg  S  finden  wir 

was  uns  lehrt,  dass  die  Normale  der  gesuchten  Curve  immer  durch 
den  BertlhruDgspunkt  der  gegebenen  Curven  geht,  was  auch  zu  er- 
warten war,  weil  dieser  Punkt  das  Momentancentrum  ist.  Aus  dieser 
Eigenschaft  folgt,  dass  wenn  an  jeder  Seite  der  Directrix  sich  dieselbe 
Curve  wälzt,  bei  demselben  Punkte  der  Directrix  anfangend  und  mit 
demselben  beschreibenden  Punkte,  die  Tangenten  in  zwei  entsprechen- 
den Punkten  der  entstandenen  Curven  und  an  der  Directrix  im 
Berührungspunkte  gezogen,  einander  in  einem  Punkte  schneiden. 

Ein  Teil  der  Normale  liegt  zwischen  dem  beschreibenden  Punkte 
und  dem  Berührungspunkte.    Nennen  wir  diesen  Teil  k^  so  ist 

Wir  können  auch  den  Krümmungsradius  P  in  jedem  Punkte  der  ge- 
suchten Curve  bestimmen,  wofür  wir  die  bekannte  Formel  gebrauchen 


{m'+mv' 


ds* 


-  T  [V8ii»{<'±(»'-«)}-(p-l')8in(<»±<»')](0±^) 

T(äi±^)*[VC08{*±(«'-«)}-(p-r)C08(<»±«')] 

{de  ,  da'\ 

y  -  ±  h'C08{<I±(<»'-»)}-(p-J')C08(«±»')](äi»  irf?) 

T  (^"± ^)'[i?'8m {« ±(tf'-  «)}  - (j»-§')8in(tf  ± •')] 
.      ida     dc'X 

KS±^) 

±{l|'C0S(<f'-«))-.(p-|')C0Sö'}^;^±^j+*«^^±-^j 


oder 
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p ^ (IV) 

±  {fj'cOsCtf'- W)  — (f.-$0cO8ö'j  j^^^j^,  +  ij» 

in  welcher  Formel  q  und  q'  die  KrQmmangsradion  der  beiden  ge- 
gebenen Curven  im  Bertthrungspunkte  sind. 

Um  den  Winkel  c,  welchen  die  Normale  der  gesuchten  Gnrve 
im  Berührnngspnnkte  mit  der  Tangente  an  der  Directrix  macht,  zu 
bestimmen,  haben  wir: 

*  ,.      t-N        ,  Vsinftf^— a))~(p~g08intf^ 
cotgf tgCd-  r)  «  ±^v.os(0'-a,)-(p-r)ci?<? 

oder 

ri*  cos  (c*  —  flo)  —  (p  —  t!)  cos  c' 


Folglich  wird  jetzt  *) 

p — ^ — 

Die  Curve  wird  einen  Wendepunkt  haben,  wenn 

ifc-±-7^8inf  (V) 

Berühren  die  beiden  gegebenen  Curven  einander  inwendig,  das  heisst 
fallen  die  Normalen  zusammen ,  so  wird  P  =:  0  für  g  —  <;' ;  die  ge- 
suchte Curve  hat  eine  Spitze. 

Für  die  Länge  eines  Bogenelemeutes  finden  wir 

t -  jf +f  1  W,-+(,-r)'-:,'(,-»c»».-(!+i)* 

und 

^  =  ±  {f -^X'i  V(V»+(|'-n»-2i,'(|,-r)co8«,) 


(VI) 


Sei 

g>3'     also     Va<Vq' 

nnd  man  hat 

dLi Vlq-'l<l'\kd* 

folglich 

dLa-\-dLf  2*jq'kds 

1)  Snlmon  Fiedler.     HOhcrc  ebene  Cnrven.     Seite  847. 
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Ist  immer  q  >>  g',  so  ist  die  Summe  der  Cnrven  an  beiden 
Seiten  der  Directrix  beschrieben,  unabhängig  von  der  Form  der 
Directrix  und  zwar  zweimal  so  gross  als  die  Carve,  welche  bei  einer 
gleich  grossen  Wälzung  der  Generatrix  eine  gerade  Linie  entlang 
darchlanfen  sein  wflrde. 

Sei  aber  q  <,q   also 

und  folglich 

dLa  -  dLi  «  2 V«'Äj  ds  (VII) 

Nun  ist  die  Differenz  der  Cnrven  an  beiden  Seiten  der  Directrix 
beschrieben  unabhängig  von  der  Form  dieser  Curve.    Während  der 

betrachteten  Wälznng  darf  die  Form -:  nicht  die  Zeichen  wechseln. 

3     <? 

Berühren  die  Generatrix  und   die  Directrix  einander  immer  in 

flbereiuktlnftigen  Punkten,  während  sie  congruent   sind,  so  ist  dln 

immer  null,  folglich  ist  dann  La  zweimal  so   lang  als   die  Curve, 

welche  bei  einer  gleich  grossen  Wälzung  längs  einer  geraden  Linie 

beschrieben  wird. 

Dm  die  Oberfläche  zu  bestimmen,  welche  eingeschlossen  wird 
durch  die  Curve,  die  Directrix  und  die  Normalen  beim  Anfang  und 
beim  Ende  der  Bewegung,  so  können  wir  uns  die  Oberfläche  ge- 
teilt denken  in  kleine  Vierecke  (Fig.  3),  von  welchen  dt  die  eine 
Seite  ist,  und  die  Normalen  der  durchlaufenen  Curve,  welche  durch 
die  Enden  von  da  gehen,  die  anliegenden  Seiten  sind,  während  die 
vierte  Seite  das  Bogenelement  der  gesuchten  Curve  ist 

Teilen  wir  jetzt  das  Viereck  ÄBCD  in  zwei  Dreiecke  ABC  und 
ACD^  so  ist 

Ist  weiter 

Wkl    CßA  =  1800  —  «     und     Wkl.  DAC  -  d 

so  ist  die  Oberfläche  eines  Vierecks  ^Ic^i-^-^kdahiMt,  BerQhren  die 
beiden  Cnrven  einander  auswendig,  so  ist 

i  «  da-f  da' 
bei  innerer  Berührung  ist 

die  ganze  Oberfläche  eingeschlossen  zwischen  den  beiden  Cnrven, 
welclic  durch  den  Punkt  bei  einer  Wälzung  der  Directrix  an  beiden 
Seiten  der  Generatrix  durchlaufen  werden,  und  die  Normalen  beim 
Anfang  und  beim  Ende  sind  immer  gleich 

—  /  { i?'C0S  (o'  —  oa)  —  (p  —  §')  cos  a' }  ds 

+/!VH(i'-l')"~2iy'(p-S')cos«}da'      (vni) 
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Innerhalb  der  Grenzen  des  Integrals  dürfen  jedoch  die  gegebenen 
Curven  keine  Spitzen  haben.  Man  findet  also,  dass  die  gesuchte 
Oberfläche  unabhängig  von  der  Directrix  ist,  und  dass  sie  immer 
zweimal  grösser  ist  als  die  Oberfläche,  eingeschlossen  durch  die 
Curve,  welche  durch  den  Punkt  bei  einer  gleich  grossen  Wälzang 
längs  einer  geraden  Linie  beschrieben  wird.^) 


A.    Die  Genoratrix  ist  eine  Ellipse. 

Seien  die  beiden  halben  conjogirten  Achsen  ß  und  ß*  und  der 
Coordinatenwinkcl  cd,  so  ist 

$' «  /?cos  6      und      f^'  =  /J'sin  0 

in  welcher  Formel  0  die  cxcentrische  Anomalie  ist.    ß  kann  grösser 
und  kleiner  sein  als  ß'. 

Die  halben  Hauptachsen  der  Ellipse  sind  a  und  ^,  während  ^ 
der  exceutrische  Winkel  zwischen  den  Achsen  ß  und  a  ist,  dann  hat 
man 

ßi  mm  a«co8*^+^*8in*ip         J 

j5'«=a«sin«t/;-}-5«cos«V'        [  (a) 

und  2j5/5'cos  w  «  (6* — a*)  sin*  ^     ' 

Weiter  ist: 


und 


coso'    -  =  ""5^^?'^^  ^^^ 


cos  (w  —  a')  —  +  -jT  sin  Co  =  —  j5sin  ^sin  o  — 
cosö  = ^  sin  »  «  —  p  cos  0  sin  eo-^ 


(c) 


da*  /dSV 

Endlich  finden  wir') 


=  /P8in*&+  ß'^  cos*  9  —  3j3/3'  sin  9  cos  ^  cos  o> 


1)  Man  kann  dicies  Resultat  auch  auf  einem  viel  längeren  Wege  an 
rein  analytische  Weise  erhalten.  Die  oben  gegebene  Ableitung  ycrdanke 
ich  Prof.  Dr.  H.  A.  Lorents  zu  Leiden. 

2)  Schlömilch.     Comp,  der  höheren  Analysis.    Seite  385. 
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Liegt  der  beschreibende  Punkt  anf  der  Hauptachse,  so  wird  ß  =  a, 
ß*  =  6  und  m  —  90«. 

Die  Formeln  (IV)  nnd  (V)  werden 

{ jg^'sin»  e  +  (y  -  i?  cos  S)^  —  2ß'(p  -ß  cos  0)  sin  S  cos  n] '/« 
-r^«=»  -  ■  (IV   ) 

__  ^,,^             ^.  V (/3'*cos«ö+/S»8in*ö-2/3/J'co8e8inöco8ai 
+  /J(/J  — pCOS») 1^^  j.  ly^« 

+  {/?'« sin«  e+(y-  /Jcose)«— 2/J'(p  — /JcosöjsinOcoso)} 
und 
lß'*8in«ö  +  (/i  — iJcosö)*— 2/J'(p  — /Jco8ö)8inöcosiD  -«  ,y^v 

y(/?-rco8^) 1 

^       '/  ?  ±  V?'       y  { ß^  siQ*Ö  +  /J'*  C08«e  —  2ßß'  sin  ö  cos  e  cos  m] 

In  diesen  Formeln  ist 

1        €to;       /3y  sin  (0 

g  ^  d«  *"  V'{/J»8in«e+/3'«co6»e  — 2/J/J'sinöcosöco8e»}« 

Die  Formel  (VIII)  gibt  für  die  Oberfläche  bei  einer  ganzen  Wälzung 
der  Ellipse: 

O  —  /5'sin«   /  {ß'-'pcos0)dS+ßß'sma  X 

0 

2Jt 

p  ß'Hiv? ^+(j)— /gcos^)»--  2y  sine  (p  -/?co8  %)  cosca    ^ 
,/  j5'«cüs^e+/J«sin«e-2i5/J'Bineco8eco8«         *'*' 

0 

n 

O  =:2ßß's\nm{  /  dB 

i«  e 

e  + /J«  sin»  e  —  2)5/5' sin  e  cos  «  cos 


0 

oder 


0 


fß'Hin*»+p^+ß*cos*e+2ßß's\necos»cosa 

\J        /3'»cos"P   •'*•-'"•  ^       r>^^._._^„_^ Ö» 

0 


-2^^'8in«,(^»+/»'»+p«)X 

da 


,/  ß'Ho^^i 


2ßß'^iM^{ß^  +  ß'^+p^)f'^ 


e+  /J'sin»«^—  2/5/5' sine  cos  e  cos  oo 

0 


_     .  2/5/5' cos  »«  +  /?*«* 

olglich 

O  =  2nß^+2nß'^+2np^  (VÜI*) 

dieses  lehrt  uns,  dass  diese  Oberfläche  immer  gleich  ist  zweimal  der 
Summe  der  Oberflächen  von  drei  foeisen,  von  welchen  die  halben 
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conjagirten  Achsen  und  dio  Entfernung  des  bosclireibenden  Punktes 
von  dem  Mittelpunkte  die  Radien  sind. 

I.    Die  Ellipse  wälzt  eine  gerade  Linie  entlang. 

T)ie  gerade  Linie  sei  die  X  Achse  des  festen  Coordinatensystems 
und  zum  Coordinatenanfang  wählen  wir  den  Punkt,  wo  die  ^  Achse 
die  X  Achse  beim  Anfang  der  Bewegung  schneidet  Nun  ist  a»270^ 
und  £  ist  gleich  dem  Bogen  der  Ellipse  zwischen  dem  Berährungs- 
punkte  und  dem  Punkte,  wo  die  Achse,  auf  welcher  der  beschrei- 
bende Punkt  liegt,  die  Ellipse  schneidet.  Nun  ist  a  »  270^  and  *^ 
ist  gleich  dem  Bogen  der  Ellipse  zwischen  dem  Berahmngspunkto 
und  dem  Punkte,  wo  die  Achse,  auf  welcher  der  beschreibende  Punkt 
liegt,  die  Ellipse  schneidet.    Also  wird  (I) 

X  =  §-|-iy'sin(o'— w)  — (p  — {')sin<F' 
y  =     —  V  sin  (ö'—  «)  +  (p  -~S')cos  ff' 

i  ist  negativ,  weil  sich  die  Ellipse  nach  der  negativen  Seite  der  X 
Achse  wälzt.  Nehmen  wir  die  positive  Seite  der  X  Achse  in  Uebei^- 
einstimmung  mit  der  Richtung  der  Wälzung,  so  finden  wir: 

X  =  {+ Vsin  (« •—  <»')  +  (p  —  S')  8in  ff' 
y  =    — i?'cos(w  — o')  +  (p  — f')cosff' 

Diese  Formeln  können  auch  unmittelbar  aus  einer  Figur  abgeleitet 
werden. 

Wir  werden  untersuchen,  welche  Culminationspunkte  die  Carve 
in  Bezug   zur  X  Achse  haben  kann.    Es  muss  die   Ordinate  y   ihr 

Maximum  oder  Minimum  erreichen,  also  -  -  »  0  sein. 
^  ==  —  ^  cos(a)-  ff')  —  r/8m(cö  -  ff')  -^ 

—  (l>  — S)8inff'-^  — ^cosff-0 

und  nach  (c) 

ly'sin(a)— ff')  =  —  (p— |')sinff' 

Diese  Formel  ist,  wie  zu  erwarten  war,  die  Bedingung,  dass  das 
Perpendikel  aus  einem  willkürlichen  Punkte  nach  der  Tangente  der 
Ellipse  gezogen  so  klein  oder  so  gross  als  möglich  ist.  Es  wird  sein 
Minimum  erreichen,  [wenn  dies  Perpendikel  gerade  durch  den  Be- 
rührungspunkt geht  (Fig.  4.)y  sein  Maximum,  wenn  es  durch  den 
Punkt  P'  geht,  der  auf  derselben  Achse  gleichweit  vom  Mittelpunkte 
der  Ellipse  wie  der  Punkt  P  liegt  (Fig.  5.). 


Digitized  by  CjOOQIC 


Mkk  ohne  tu  gUiitn  längs  anderer  Curuen  walten^  Ugchrüben  werden,   397 

In  den  Dreiecken  PRC  and  P'C*R  ist: 

v'  -  £'— P  —  fli"»  ^'«  8in  («  —  C) 
oder 

V  Bin  («  —  ö')  =  —  (p  —  SO  Bin  «' 

Transformiren  wir  diese  Gleichung  durch  Einfahrnag  der  9 : 

fl'  sin  tt  cos  ff'  -*  (fi*  cos  w  —  p + §')  sin  a' 
/J'^sin^osine  —  {/9'8ineco8  4o-j9+/9cos^{/Jtge  — /S'coso»} 
P'^sinÖcose  —  /J/J'co8c»(8in*9  — cos*^)— p/Jsine+/J*8inecose 

-|-p/3'coso>cosO    (1) 

Ans  dieser  Gleichnng  mass  0  bestimmt  werden,  wenn  wir  ein- 
fahren tg^O,  80  finden  wir  in  Bezog  auf  diese  Unbekannte  eine 
Gleichung  vom  vierten  Grade,  welche  im  allgemeinen  nicht  zu  lösen 
ist 

Fttr  den  Winkel,  welchen  die  Tangente  der  Cnrve  mit  der  X 
Achse  macht,  finden  wir  nach  (III) 

V8in(a>~0  +  (p-g')sing^ 
^^    ^  i7'cos(w  — ö') -(!>-§')  CöBa'  w 

Fttr  8  =  fr  wird  tf'  =  eo  also 

tgT  «=  —  cotgo 

Die  Tangente    steht    in   jenem   Falle  senkrecht    anf  der  bewegten 
i'  Achse. 

Um  zu  finden,  ob  die  Curvo  auch  Wendepunkte  hat,  müssen  wir 
(\*)  gebrauchen,  alsdauu  finden  wir 

Iß-p  cos  S\  {/52sin«e  +  /3'«cos«e—  2/3/J'  sin  Öcos  S  cos  w} 
-  ß {/3'«sin«e ^{p^ßcos8)*'-2ß'(p-^ß cos S) sin  S cos a>}        (3) 

Aoch  aus  dieser  Formel  ist  S  im  allgemeinen  nicht  zu  lösen. 

Den  Krümmungsradius  finden  wir  mittels  (IV*) 

p \ß'h\ü^»+(p  -  /?C089)>  -2ß\p  -  /3cose)sineco8a)}3 

{/J'*sin«e+(p-/Jco8e)«  -2/3'(;,-/?cose)8inf*cos«}  -^^-1^^ 

X  (/?*8in«e4  /3'2cos2ö~.i>(?/3'8iuecosecosa»)    (4) 
Für  e  —  2nn  ist 

ß(p-~ß)^ 
^-(p~ß)ß  +  ß't 
für  e  =  ('2n+ i)7i 
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und  für  8  —  (2n  +  l)l« 


P« 


(fi'±l>)*-^^ 


Für  die  Länge   L   des  Weges,   welchen    der  Punkt   bei    eiuer 
Wälzung  der  Ellipse  durchläuft,  findet  man: 


oder 

T    Rf,*  •      Aß'^i^^^+(P  -/?cose)^~2y(p  -  /?cose)sinecosa)| l  ^^ 
^=^^  '*°'**'  /J«8in^e+fi'«cos^ö^2/3/J'co8esinöcosa)  ^^  ^^> 


27 


»/J/J'sinw/ 


Fahren  wir  in  diese  Formel  ein  tg  1^9  »  or,  so  wird  sie 

'[(p-/5)*+4(l>-«/J'cosfiiar+2(2/3'M7'*-/3V 

-4(p+g)g^cosa)x^+(p-Hg)«x*].' 

4ßaa;2+/3'^{l~a;2)2-.4/J^'c08i»ic(l— a:2)  ^^^ 

Für  die  Oberfläche,  welche  eingeschlossen  wird  durch  die  Curvc, 
die  gerade  Linie  und  die  Normalen  beim  Anfang  und  beim  Ende 
einer  Wälzung  der  Ellipse,  finden  wir  nach  (VIII)  und  nach  (VIII'*) 

O  «  nß^-^nß'^  +  np*  «-  na'^  +  nb^+np^  (7) 

die  Oberfläche  ist  also  gleich  der  Summe  der  Oberflächen  von  drei 
Kreisen,  von  welchen  die  halben  Hauptachsen  und  die  Entfernung  des 
beschreibenden  Punktes  vom  Mittelpunkt  die  Radien  sind  >).  Ge- 
brauchen wir  diese  Formeln  ftlr  einige  besonderen  Fälle. 

1.    Der  beschreibende  Punkt  liegt  auf  der  Ellipse. 

In  diesem  Falle  ist  p'=  ß. 

Die  Gleichung  (1),  welche  uns  die  Guhninationspunkte  gibt, 
wird  jetzt: 

ß'^sinOcosO  «■  —  /5|S'cosG>cos26  -  ßh\iiS{\  —  cos6)  +  /J/J'coswcosd 
2j3'28ini6cosiecose  »  2/?/3'cosa>sin}esinie  — 2i3<sine8in>ie 

folglich 

sinJO  — 0    .-.     d  =  2n« 

dieses  ist  der  Fall,  wenn  der  beschreibende  Punkt  in  die  gerade 
Linie  kommt. 


1)  NouT.  Corr.  Miitb.  Tome  III.  p.   11    nnd   Jacob  Stciner'ä   Gesammelte 
Werke  2  tcr  Band,  Seite  13G. 
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Weiter  ist 

folglich 
/J'*cotg»ie— 3|J|J'cosfi)Cotg«je  +  (2i3*  •-i5'«)cotg|e-f /JjJ'cosio  =-  0 

Wir  mtLssea  untersuchen,  wann  diese  Gleichung  drei  reolle  Wur- 
zeln hat.    Sei 

ß 

COtg  J6  =  y  -f"  rf^r  COS  ^ 

SO  finden  wir 

(2/?«  |5*       o    \  ß* 

^ — 1—3 ßi^coBT  (o\y  4"  2ö7ä8in*a)C08  ö  =  0 

Sollen  die  Wurzeln  reell  sein,  so  rauss  sein 

(ö*  \*      4  /2ß^  ß*  \s 

2^  sin*»  cos  00 1  +  :^j  i^  —  l  —  3  g^  cos*  w  j   <  0 

oder 

27/568in*«~27i?«sin«ai  -  (/3'»+/3«)3-f  9(/J'*  +  j5«)/5»8in*a> 
—  27(/3'«+/5«)/3*siu*a)+27l3«8inCw  <  0 

—  (/5'«+/J«)»  +  9(/5'ä+/3«)*i3«8in«a)  ~27/J'«/3«8in^a)  <0 

Nach  Einführung  der  Hauptachsen  finden  wir 

folglich 

(a»+6»)^  -  9ag  A^(a»+&»)  +27a^&* 

Soll  ß  reell  sein,  so  muss  der  Zähler  positiv  sein.   Dieses  ist  immer 
der  Fall,  denn  man  kann  ihn  transformiren  in 

{(o«+Ä«)«— 4,5a«*«}«+6,75a*Ä* 

Sei  a  die  kleinste  halbe  Achse,  so  mnss  ß">  a  sein,  also 

«*<^< (a^+6»)» ^  ^«) 

folglich 

8a«-12a*Ä«+6a*Ä*— Z»«  <  0 
oder 

2a«— Ä«<0 
also 

ft>ay2 

Soll   die  Curve  drei  Culminationspunkte  in  Bezug  auf  die  X 
Achse  haben  können,  so  muss  die  längste  Achse  der  Ellipse  grösser 
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lein  als  die  kQrzeste  Achse  maltiplicirt  mit  y2;  was  flbcroiiistimnit 
mit  &*  — a*  >  a^  das  heisst,  die  Exceotricität  muss  grösser  sein,  als 
die  halbe  kleine  Achse  der  Ellipse. 

Die  Grenzen  von  ß  sind  durch  die  Formel  (a)  bestimmt.  Die 
Oleichnng  (3)  wird  in  diesem  Falle 

(1  —  cosö){/5*8in«ö+j5'«co8«e--2j5/J'sin  ^cosecos«) 
—  /5'«  sin«e +ß\l—  cos  Ö)>,—  2/JiJ'cos  n  sin  0(1  —  cos  B) 

Diese  Gleichung  kann  dividirt  werden  durch  1  —  cos  8,  also  9^2nn 
dieses  gibt  wieder  dieselben  Punkte  in  der  X  Achse. 

Auch  ist 

/J«sin»e+i5'«co8«e  —  2^/?' sin  e  cos  Ocos  w 
=  ß'*(l  +  cos  ß)  +  ßHl~  cos  8)  ~  2i5jJ'co8  ö  sin  S 

/5«(sin»e— l  +  cosO)+/J«(co8«e  -  cosö  -1) 

+  2ßß'  cos  a)(l  ~  cos  Ö)sin  8  =  0 
oder 

/5'«tg*lö+8P/?'cosa)tg»4e  +  (2/5«-4/J'«)tg«ie  -  (2/J*  +  /J'«)  =0 

Diese  Gleichung  hat  immer  zwei  imaginäre  Wurzeln,  die  beiden 
anderen  Wurzeln  werden  reell  sein,  wenn  die  Gurvo  drei  Culmi- 
natiouspunkte  in  Bezug  auf  die  X  Achse  hat 

In  den  Punkten,  welche  in  der  X  Achse  liegen,  ist  der  Krüm- 
mungsradius jP  »  0;  diese  Punkte  sind  also  Spitzou. 

Für  die  Länge  der  Curve,  welche  durchlaufen  wird  bei  einer 
Wälzung  der  Ellipse,  finden  wir  nach  (6) 

a;  fir  y  {^'»  —  2/3/3'  cos  mar  +  ß^  x*\ 


y*        arrfr  i/|/»'>  — 2/5/ 


4ßß'C0Sair(\-  a*) 


2.    Der  beschreibende  Punkt  liegt  auf  einer  Hauptachse 
Die  Gleichungen  der  Curve  sind 

a:  =  f  +  ^'  cos  tf*  +  (P  ~  ^')8in  o' 
y  ^    ^fl'  sin  <r' + (p  —  J')cos  a' 

Führen  wir  die  Werte  für  |',  17'  und  a'  ein,  so  ist: 

/^^y/  1  •  lA  I  i^>      «-v,Ä      (&*— a»)sin6cosd-ap8iuö 
.«/  V(a«sm«e+ft>cos»(.)rfe-       ^^^^^.^^^_^^^^^j^^ 

0 
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b(a — pco8  6) 

Ist  |9  >  a,  so  werden  verschiedene  Teile  der  Curve  einander  schnei- 
den, wir  werden  den  Ort  dieser  Doppelpunkte  bestimmen. 

Für  zwei  Punkte  x^y^  und  x^y^  muss 

Xi  —  arg     und    y^  —  y, 
sein,  folglich 

o— jocosQ  g — pcosö' 

V{a*— (a*— d»)C0S*e}  ""  V  {a«  —  (a«  — A«)C08«e'} 

Setzen  wir 

so  muss  sein: 

(a— 1>C0SÖ)8(1— /^COS^e')  =  (a— pC0Se')*(l  -/*C08«ö) 
—  2a(C08  e  —  cos  ß')  -\-p(C0H^e  —  C08«e') 

-|-2ai2(co8  öcos^e*  -  cos  Ö'cos«©)  =  0 

folglich  kann 

cos  6  =  cosö' 
sein  und  also 

oder  auch 

— 2a +p(cose + cos  0')  —  2aZ«  cos  0  cos  ö'  =  0 

Dieser  Gleichung  können  nicht  zugleich  reelle  Werte  von  &  und 
6'  genflgen,  weil  entweder  cos  6  oder  cos^'  grösser  als  1  sein 
müsste. 

Soll  Xi  =  xj  sein,  dann  muss  sein: 
9 


/ 


V(a*8in«e  +b^cos^8)de y(a^ 8in^e+&»cos»a)  " 


9' 

///  «  •  sÄf  I  r«      «^/xj^i     (**  — o*)8ina'c08e'4-a;>sin6' 
^  ^  *  '^  V(a*8in*6'+Ä*cos*0') 

Nach  Substitution  wird 

(&* —  a^)cps^sin6  -^-pa  sin  ö 
""  V(a«  sin«© + Ä«  cos«®) 

=  /*y (6«cos«©+a«8in«e)de—  y  V{6«co8«e+a«sin«©)de 

Arck.  d.  lUik.  u.  Phyi.    2.  R«ih«,  T.  Tin.  26 
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NenDen  wir  ein  Viertel  des  Ellipsenumfanges  bK^  io  welcher 
Formel 

0 

ist,  so  haben  wir  nach  der  Lehre  der  elliptischen  Functionen: 

(&*  —  g*)  cos  ^  sin  S  -j-pg  sin  S 
V(a*sin*Ö+6«cos«e) 

«  2nbK—  J   y  (a*8\n^S+b^C0sW)dy 
0 

Snbstituiron  wir  dieses  in  die  Gleichung  für  a;,  so  finden  wir  fflr  die 
Doppelpunkte 

X  »  2nbK 

Diese  Formel  lehrt  uns,'  dass  diese  Punkte  immer  liegen  auf 
Linien,  welche  senkrecht  zur  X  Achse  stehen,  und  welche  den  halben 
Umfang  der  Ellipse  von  einander  entfernt  sind. 

Die  Formel  (1)  gibt  uns  zur  Bestimmung  der  Culminationspunkte 

6*sinöcosö=  —  pgsin0-}-o*sinöcosö 

diesem  genügt 

sin  Ö  «  0 
also 

S  =■  nn 
und 


cose 


g»-6« 

a  ist  die  Achse,  auf  welcher  der  beschreibende  Punkt  liegt 

.  g«— Ä« 


Ist  o  >  Ä    80  muss  p  <^ 


a 
Ä«-g« 


a 
sein,  damit  cos  6  reell  ist. 

Für  die  Culminationspunkte  ist 

X 

und 


—  y  V(a*8in«e+Ä«cos«Ö)de—  2nbK 
y  «  a — p    oder    y  =»  a+i^» 


Digitized  by  CjOOQIC 


tick  ohne  zu  gUittn  läagt  anderer  Curven  wälzen,  beichrieben  werden.  403 

Gibt  es  noch  zwei  Culminationspankte,  so  ist 

.l/a«-ft«-f« 

3.    Das  Ende  der  Hauptachse  ist  der  beschreibende  Pankt. 
Jetzt  ist  p  =  a,  so  gibt  die  Formel  (1) 

Ä*sin  6  cos  6  «  —  a*sin  ö  +  «*  sinfi»  cos  S 

folglich  ist  wieder 

sin  6  =  0    also     S  ^nn 
und 

Dieser  letzte  Wert  ist  reell,  wenn  h*  >  2a*  ist,   wie  wir  Mher  ge- 
fanden haben. 

Die  Ellipse,  welche  in  Fig.  6.  die  gezeichneten  Carven  entstehen 
Iftsst,  genagt  dieser  Bedingung;  Fig.  6A.  gibt  die  Curve,  welche 
durch  das  Ende  der  grossen  Achse  durchlaufen  wird  und  Fig.  6B. 
diejenige,  welche  durch  das  Ende  der  kleinen  Achse  beschrieben 
wird. 

Die  Goordinaten  der  Culminationspunkte  sind 

für  S  =  nn  wird 

X  =  2nbK    und    y  «  0    oder    y  —  2a 

a> 
für  cos  S  «  -s — 7i  wird 

tt' — 0* 

^ 

Jetzt  ist  es  auch  möglich  die  Wendepunkte   zu  finden.    Die  Formel 
(3)  wird: 

(1  — cose){a«sin«e+2>«cos^}  -  ft»sin«e+a«(l  -  cosö)« 

a«  —  (a« — b*)  cos«e  =  b*(l  +  COS  S) + a«(l  —  COS  S) 

also  ist 

1  —  cos 0  —  0    oder    9  ^  2nn 

Diese  sind  wieder  die  Punkte  in  der  X  Achse;  auch  ist 

(a«— 2^«)cos*e  — (a*  — 5*)C0SÖ+J*  —  0 
folglich 

/a^^bb* 

cose.-i+i^  ^»__^» 

«6» 
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Für  das  -f  Zeichen  ist  cosO  >  1 

cosö  mass  grösser  sein  als  — 1  oder  — 1  <  ^  —  ^  1/    ^_  ., 

9a«— 96«<  a«  -5J« 
oder 

2a«  <  i« 

also  h  mnss  grösser  als  ay2  sein,  wenn  B  reell  sein  soll.  Den  ge- 
fundenen Wert  fOr  9  können  wir  in  y  nnd  tgr  snbstituiren. 

Für  den  Erümmungsradins  finden  wir  mittels  (4) 

Für  e  «  2n«  P  «  0 

4a> 

„   e-(2«+i>r  ^"-2i^-r62 

Die  Länge  der  Cnrve  wird  nach  (6) 


i 


Sei  2^«  +  a»««  — y«,  so  ist: 

00 


-  ^aH  I 


4a*aj*+*«--26^a:«+Ä»«* 


y^dy 


und 


4.    Der  Brennpunkt  ist  der  beschreibende  Punkt. 

In  diesem  Falle  ist  a  >  ^  und  p  =  c,  wenn  a« — 6«  »  c'  ist 
Um  die  Gnlminationspunkte  zu  finden,  haben  wir  nach  (1) 
^«sinöcosö  —  — ao8inö-[-a*8inöco8ö 

sin^^O    also    9  »  n^s 

cosö  — ->  1 
e 
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also  wie  zu  erwarten  war,  immer  imaginär.    Die  Curve  hat  also  nur 
zwei  GnlminatioDsponkte,  fttr  welche 

X  =  2nbK 
und 

y  '^  a  —  c    oder    y  —  a  -(-  <•    ißt 

Die  Formel  (3)  gibt  für  die  Wendepunkte 

(a  — cC08e)(a«8in"Ö4-6«C08«d)  =  a{i«8in«e  +  (c  — acosÖ)«} 

oder 

(a  —  c  cos  e)  (a*  —  c*  C0S*ö)  ^  a(a^c  C08  ö)* 
folglich 

C08  6  -»  - 
c 

dieser  Wert  ist  imaginär,  und 

a+cco8Ö«»a    oder    C08Ö  =  0 
also 

Jeder  Teil  der  Curve  (Fig.  60.)  hat  also  zwei  Wendepunkte. 
Mittels  der  Formel  (2)  finden  wir  den  Winkel  t,  welchen  die  Tan- 
gente in  Idiesen  Punkten  an  die  Curve  gezogen  mit  der  X  Achse 
macht. 

&* cos SsiuS-^-jc—a cos 9) a cos 6         ,    c 
^^  ^      bas\u*9  -  (<?  — aco8Ö)*co8  6r~  ^  ^b 
Für  diese  Punkte  ist: 

X  =.  (2n+l)bK':fc    und    y  —  ft 

Für  den  Krümmungsradius  in  jedem  Punkte  der  Curve  finden  wir 
nach  (4) 

a{b^sm*e+(c -  acosS)^^li 

-^  ""  —  (a—c  cos  eXa^-  c»co8«ö)  +  a  {b^sm^S +(€—0  008  8)*] 

Ist  die  Länge  der  Normale 

k  —  V{Ä*8in*e+(c  — acosÖ)*} 
so  finden  wir 

]^      1  _  —  (g  — cc08e)(a«-(?»cos»e)  +  2a(a  — ccos^)«  _  1 
F'^Ic  ~  a(a  —  ccos  ö)'  *"  a 

Dieser  Eigenschaft  zufolge  kann  die  Figur,  welche  entsteht  durch 
die  Rotation  dieser  Curve  um  die  gerade  Linie,  eine  Gleichgewichts- 
fläche einer  Flüssigkeit,  welche  keinen  auswendigen  Kräften  ausgesetzt 
ist,  sein.  Diesem  Rotationskörper  hat  Plateau^)  den  Namen  von 
Oudulo'ide  gegeben. 


1)  Plateau.     Statique  des  liqaides  Vol.  I  pag.  83. 
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In  den  Culminationspunkten  findet  man 

für  e  —  f2n4-l)w  p^-J^a^e) 

Für  die  Länge  eines  Teiles  finden  wir  mittels  (6) 

n  n 

0  * 

Sei  6  —  29  so  wird 


de 


cosO 
0'  ö' 


rfy 


■ip-\-{a — c)sui*tp 


0 


also 

Z,  —  2»a  (jJ) 


Die  Länge  dieser  Gnrve  ist  also   immer   gleich   dem  Umfang  des 
Kreises,  welcher  die  halbe  grosse  Achse  als  Radius  bat,  and  diese 
Länge  ist  also  immer  von  der  kurzen  Achse  unabhängig. 
Die  Oberfläche 

O  —  na^'\-nb'^-\'  nc*  -»  2na* 

5.    Der  Mittelpunkt  ist  der  beschreibende  Punkt 

Jetzt  ist  p  *=  ü  (Fig.  6D). 

Für  die  Gulminationspunkte  finden  wir  durch  die  Formel  (1): 

b^  sin  ö  cos  6  «=  a^sin  S  cos  S 
Dieser  Formel  genügt 

sin  26  —  0;    also    6  =»  i« 

Jeder  Teil   der  Curve   hat   also  vier  Gulminationspunkte,  und   die 
Goordinaten  dieser  Punkte  sind: 

X  =  nbK    und    y  —  a    oder    y  —  * 

Die  Formel  (3)  wird  in  diesem  Falle 

a«sin«Ö+6«cos«Ö  «  i«8in«Ö+a«cos«e 
folglich 

a«cos2e  — 5«cos2e    und    26  —  (2n  +  l)in; 
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Jeder  Teil  der  Cnrve  hat  also  auch  vier  Wendepunkte.    Die  Coor- 
dioaten ')  dieser  Punkte  sind : 

x==bE{k.(2n  +  l)in]     und     y  -  :^27pj8j 
Durch  die  Formel  (2)  finden  wir 

tg T  «  — T—  sin 6co8 9 


folglich  ist  in  einem  Wendepunkte 

2ab 


tgT-    + 


Der  Erammungsradius  ist  in  den  Cnlminationspunkten 


für  e  =  {2n+l)in  ^  ^  ä^ZZ^t 

Fflr  die  Länge  der  Curvo  bei  einer  Wälzung  der  Ellipse  beschrieben, 
finden  wir  nach  (5): 


A&^sm»e  +  fl«cos*ö)^ 
■^       ,/      a*sin«e+J«co8«e   ' 


dB 

,/       a-8in-^-f-o-co8-or 

0 

Sei 

— ö —  -=  Ä*    und    -•  =  l^ 

während  wir  immer  dafür  sorgen  können,  dass  0  <  A;'  <  1  ist,  so  wird 


_        /v(l-fc«8in«e) 


dS 

j       r-i-A;*sin-«y 

0 

also 

/*  de  r       ds 

(Z«^-A:«8in»ö)V(l~^-^8in«0j■~^t/  V(l-A;^sin«e) 
0  0 

=  4i{(l+Z«)iI(Z.Ä:.i«)-F(Ä;.i;r)}  (y) 

II.    Die  Ellipse  wälzt  sich  einen  Kreis  entlang. 

Die  Ellipse  kann  den  Kreis  auswendig  oder  inwendig  berühren ; 
auf  den  ersten  Fall  beziehen  sich  in  den  folgenden  Betrachtungen 


1)  Nouv.  Corr.  Math.  Tome  III  p.  6. 


Digitized  by  CjOOQIC 


408     Ehama:  Die  Curven^  welche  von  Punkten  von  KegtUchnittn^  die 

die  obenstehenden,  auf  den   zweiten   die   untenstehenden  Zeichen. 
Der  Mittelpunkt  des  Kreises  wird  znm  Coordinatenanfang  gew&hlt. 

Jetzt  ist 

g  — Äcosy    und    iy«»JBsing)    a  =  180^+* 

a;  —  Ä  cos  9>  T  i/'cos  { 9>  ±  (<J'  -  od)  }  ±  (/>  —  |')  cos  {^p  ±  ff') 

y  —  Äsm<jpTVßin{9>±(<^'— «)}±(l»  — 5')8in(9±0 
Fahren  wir  Polarcoordinaten  ein,  für  welche 

X  =  rcos)(    und  y  =  rsin;^ 
so  wird 

r«  -  Ä»+(p-^')*+^''-V(l»  — S')cosa>i:2VÄcos(a'-a) 

±2Ä(p  — gOcosa' 

rsinycosx—  rcoscpsiny 

^K^-'V       rcosg)COSx+  r8ing)sin5c 

_«.       1?^  sin  (g'—  co)  —  (/?  — 10  sin  o* 
"~  ÄipVcosCa'  — co)±(p  — S')cosa' 

Beginnen  wir  die  Anomalie  zn  zählen  bei  einem  Punkte,  in 
welchen  die  bewegende  i'  Achse  den  Kreis  in  dem  Berührungspunkte 
schneidet,  so  ist  der  Bogen  zwischen  einem  Berührungspunkte  und 
dem  genannten  Punkte  dem  Bogen  der  Ellipse  gleich.  Nennen  wir 
diesen  Bogen  B^  so  ist 

B  ^  Vsin(<y'— a))~(jo— gQsino^ 

^  "  Ä       *''*^^^i2T  VcOS(a'— ai)±(|,-|')C0Sa' 

Wir  müssen  bestimmen,   wann  der  Radiusvector  ein  Maximum  oder 
ein  Minimum  wird,  hier  muss  dr  »  0  sein. 

—  {v  — S')  -^  cos  00  ^Ä  -^  cos(w—  a') 

T  Äi/'sin  ( ©—  a')  ^  T  Ä  ^  cos  a'  T  ^(l'  —  £')  8^°  <'*  ^ 

Folglich  soll  nach  Substitution  sein: 

0  ={j8(p-  j5cose)8ine+i3'2co8e8in0-f /J/J'coswsin'Ö 

—  (p  -/5cos  ö)/?'cosöcosco}  -^  +  -R  -^— h'sin(a)  -  ö')+(i'— f ')8»na'} 

oder 

0  ==  \ß(p  —  /Jcos  S)  sin Ö+/3'«8in  öcos  e  +  j5l3'  cos «(cos^Ö-  sin«©) 

—  ;>iS'C0SÖC08G)}  X 
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{l±Äß/J'8in«(^)'}  (1') 

Dieser  GleicLuDg  genügt 
^(p  — /J  cos  ö)  sin  ©+ j5' «sin  ©  cos  ö +/?/?•  cos  a)(co8«ö  -  sin«©) 

—  p/J'C08ÖC08W  ^  0 

Welche  Formel  ganz  übereinstimmt  mit  der  Formel   (1)   und  also 
Anleitung  zu  denselben  Betrachtungen  gibt. 

Wälzt  sich  die  Ellipse  ausserhalb  des  Kreises,  so  kann  nimmer 

dS 

sein,  weil  -^  positiv  ist. 

Jedoch  kann  sehr  gut,  wenn  die  Ellipse  den  Kreis  inwendig 
berührt, 

l-Rßß'smo^f-^y  =  0 

sein.    Jetzt  ist 


in  welcher  Formel  q'  der  Krümmungsradius  der  Ellipse  ist.  Die 
Bedingung  für  einen  Scheitel  ist  also  R  »  $',  aber  wenn  a  >  &  ist, 
so  hat  man  bei  einer  Ellipse 

oder 

Liegt  nun  der  Wert  von  R  zwischen  dem  grössten  und  dem  klein- 
sten Krümmungsradius  der  Ellipse,  so  hat  die  Cnrve  noch  zwei 
Scheitel. 

Wir  müssen  für  diese  Punkte  B  bestimmen,  dazu  bringen  wir 
die  Gleichung  in  die  Form: 

/J*sin«ö  +  j8'*cos«ö-2/J/J'8in©cos6cosw  =  V(i2*/J*/?'*sin*w) 

Snbstituiren  wir  in  diese  Formel  die  Gleichungen  (a)  und  i  für 
ö+t^;,  so  finden  wir 

a«sin«6  +  Ä«cos*e  —  VR^a^b^ 
und 
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eo8»« -. —^2 

Dieser  Wert  von  e  ist  also  unabhäogig  vom  Orte  des  beschreibenden 
Panktos.  Soll  s  reell  sein,  so  mnss  R  der  oben  genannten  Bedingung 
genügen. 

Für  die  Wendcpanktc  finden  wir  mittels  der  Formel  (Y*) 

, ß'iß—pcose) 

—  V  {ßhm^S+ß'^cos^e—2ßß'cos9smecosa)) 

a jgg'sino? ) 

"■   lÄ  ~  V(ßhm*9+ß'^cos*9—2ßß'cosSsmecosion 

X  {|S'*sin«ö+(/)— i^cosÖ)*— 2/?'(|j-j8co8ö)8inÖcosa)}       (2') 

Der  Krümmungsradius  P  kann  null  worden,  wenn  die  Ellipse  und 
der  Kreis  einander  inwendig  berühren,  so 

Vi  =  -7-  =•  -     oder    H  =-  q'    ist. 

Dieses  ist  der  Fall  in  den  liier  oben  gefundenen  exceptionellen 
Scheiteln,  diese  Punkte  sind  also  Spitzen. 

Die  Formeln  (VI)  und  (VII)  können  nur   angewendet  werden, 

wenn  R  nicht  liegt   zwischen   r-  nnd  —  • 

Auch  hier  werden  wir  einige  Fälle  untersuchen,  jedoch  sind  die 
Gleichungen  nur  in  den  einfachsten  Fällen  zu  lösen,  weil  immer  eino 
Quadrirung  vermieden  werden  muss. 

1.    Der  beschreibende  Punkt  liegt  auf  einer  Hauptachse. 

Wir  werden  damit  anfangen,  in  diesem  Falle  den  Ort  der  Doppel- 
punkte zu  suchen. 

Für  zwei  Punkte  der  Curve  in  einem  Doppelpunkte  muss  r  =  r* 
Ufld  if;  =  ip'  sein. 

r»  «  Ä«+|)"  — 2a/)COse-fa«cos«e+i«  — ^»cos^e 

a  —  p  COS  B 


+  2ÄÄ 


—  V  ja«  —  (a«— &«jC08«e} 

«  Ä"+/)«  -  2npco8e'4.a*co8'e'-fi«—&«cos2e' 

^  ^^^  V{a«  -  (a*-^'*)COS«e'} 


Digitized  by  CjOOQIC 


sich  ohne  zu  gleiten  längs  anderer  Curven  wälzen^  beschrieben  werden,    411 

Dieser  Formel  wird  genügt  durch 

cosB  «  cosB'    das  ist     6'  —  2nj.  —  6 
Sollen  die  ^  einander  gleich  sein,  so  mnss   sein 

1      /"A  .  •a  .  .t       t^a^ft  *  }ap-(a«-j^»)co8e}sine 

^J  (a»sin«e+ft>cos»e)*de-arctg^^^^,^.^,^^^,^^^,e)^^(^_^^^^) 

0 

«  ^  /*(a«8in*e'4-2^«C08«e')»de' 

*^^  '^äV  (a«8in-^e'-|-Ä2c08*e')-2>(a— pcosB') 
Snbstitniren  wir  in  diese  Formel  den  Wert  für  B',  so  finden  wir 


^   /^(a»8in*e+&«cos«e)Äde-  ^  /*(a«8in«e+6«co8»e)5de 

0 

«-  —  2arctg^ 


0 
{gp— (q*— ft*)C0Se}  sinB 


'  «V  (a«8in*e-f  Ä»cos»e)— Ä(a— pcosB) 


Der  erste  Teil  dieser  Gleichung  ist 
Anb 


0 
folglich  in  einem  Doppelpunkte 


%bK      2    P 


2nhK 


^-     R 

Sind  die  Umfange  der  Ellipse  und  des  Kreises  unter  einander  mess- 
bar, während  ihr  Yerhältniss  t :  «  ist,  so  ist 

AabK^  2nRt 
folglich 

tn 

Der  Winkel  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  Linien,  auf 

welchen  die  Doppelpunkte  liegen,  ist  also  gleich  — ,    also   liegen   die 

Doppelpunkte  auf  den  Linien,  welche  die  Oberfl&che  um  den  Mittel- 
punkt des  Kreises  in  2s  gleiche  Sectoren  teilen  ^).  Leicht  kann  man 
zeigen,  dass  diese  Linien  auch  Linien  von  Symmetrie  sind. 


1)  Arch.  der  Math.  u.  Phys.     2.  Reihe,  Teil  VII.    p.  209. 
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Aus  der  Formel  (1')   folgt,   dass  die  Schoitel  gofuDden  werden 
für  B  ^  nn  und  cos  B  —    f^.^- 

Wir  finden  dann  für 
e«2n«  r-Ä±(a-p)  ^  =  ^*^ 


R 


9  -  (2n  +  l)7t  r  '^E±(a+p)  ^  =  (2n+l)^' 

Für  6  —  arccos   ^     ,y,  im  Falle  dass  dies  ö  reell  ist. 

£,»  ^X' 

oder 

Für  den  Ort  der  Wendepunkte  gibt  uns  (2') 

-  V(a*8in»e+i*cos^e)  ""   U  ^  V(a«8in*e  +  Ä>co8«e)3j 

X  {^*8in2e+(p  -  acosB)«}     (2'^ 

Für  den  KrttmmuDgsradins  folgt  aus  lY* 

P=  {Ä«8in«e+(p  — acosB«}«  (3") 

,_. ^(a-pCOsB) 1 

^■^1/(a*8in«e  +  6i'8in*ej ab 

^  ±  V(a«sin«e+&«cos«e)« 

+5«sin«e+(p  -  acosB)^ 

Der  Brennpunkt  ist  der  beschreibende  Punkt. 
Jetzt  ist  a  >  *  und  ^*  —  a*  — 6*  =»  c*. 
Die  Radienvectoren  der  Scheitel  werden  also  für 

e«(2n+l);r  r«72±(a+(?)  t>;  =  (2n+l)--^ 

Die  Radienvectoren  der  Spitzen,  wenn  es  diese  gibt,  sind 

r«  =  Ä»  +  2a«  -  -  3  Vi^pÄ«  —  -  (a»   -  ya*Ä*Ä«}^ 
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Wir  mOsscn  jetzt  sncfaeu,   ob  die  Curve  Wcndepankte  haben  wird 
Die  Formel  (2^')  gibt: 

^(q  — ccosO)        (l    ,  ab  \ 

+Ä(a»  -  c* (508*8)  =  jj(a*— c* 008*6)1  (a  —  cco8e)± a*(a—ccoB 8) 

Diese  Gleichnng  kann   dividirt  werden  durch  a— «008  6,   was   nur 
fQr  einen  imaginären  Wert,  null  ist. 

Wir  haben  auch 

±ÄtfCOse  —  ^(a«—c«  008*8)1 

oder 

Ä*6«c* 008*8  -  (a»-c*C08«8)» 

Sei  cos*8  =  Xj  so  haben  wir  eine  Gleichung  vom  dritten  Grade. 

c«x»-3a*ö*«*+(3aV+Ä*i*c*)«-a«  -  0 

a* 
Setzen  wir    ^  «=  <*  und  a;  =»  ^4"**^  ßo  finden  wir: 

Der  Coefficient  der  ersten  Potenz  der  Unbekannten  ist  immer  positiv, 
folglich  gibt  es  immer  nur  eine  reelle  Wurzel. 

Ausserdem  muss  0  <  «  <  1  sein. 

FOr  x  =  0  wird  die  Linke  negativ, 
„    a?  =  1  wird  sie  {«  Ä*+Ä*c«{6» 

folglich  ist  sie  negativ  für  fr*  >  Ec^   alsdann  gibt  es  keinen  Wende- 
punkt (Fig.  7.)-, 

sie  ist  positiv   fttr  b*  ^Re,  alsdann   besteht  wol  ein  Wendepunkt 
(Fig.  8.,  die  Curven  a.  a.  a.  und  b.  b.  b.) 


3.    Der  Mittelpunkt  ist  der  beschreibende  Punkt. 
Nehmen  wir  fr  >  a  und  p  ist  0. 
Die  Scheitel  worden  gefunden  nach   (1  )  fQr  S^  inn  und  zwar 


bK 
für    8 «  2nin  r  «-  E±a        und        y>  =  2n-jp 


für    8-(2n  +  l)iir       r  =  R±b        und        *  — (2n+l)^ 
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Gibt  es  Spitzen,  so  ist  ihre  Entfernung  vom  Mittelpunkte  des  Kreises 

Bestimmen  wir  jetzt,    wann    die  Curve  Wendepunkte  haben   wird. 
Die  Formel  (2")  gibt: 

±aÄ(Z»2  -a2)cos2e=  ^  (&28in2e+a>cos-'e)-/(a28in2e+^cos2e)8 

—  C*2co82ö-fa28in2)e}V(a2sin28+*«cos2e)* 

Sei  V(a2sin2ö+i2cos2e)  =  y 

±Eab{2y*-^  (a2+&2)}=  ^24.^2)  -y2}y3 
oder 

Betrachten  wir  erstens  den  Fall,  dass  sich  die  Ellipse  ausserhalb 
des  Kreises  wälzt,  so  haben  wir; 

y*— (o2  +  ^)y»  +  2Äa6y2_i2a*(*2-|-a2)  «0 

Diese  Gleichung  vom  fünften  Grade  hat  höchstens  drei  positive 
und  zwei  negative  reelle  Wurzeln,  denn  welches  Zeichen  wir  den 
fehlenden  Gliedern  geben,  wir  finden  immer  drei  Zeichenwechsel  und 
zwei  Zeichenfolgen.  Für  die  Gurve  können  jedoch  nur  die  Werte, 
welche  zwischen-}-^  and  +^  liegen,  gebraucht  werden,  während  wir 
&  >  a  voraussetzen :  die  negativen  Wurzeln  fallen  also  weg. 

Vermindern  wir  die  Wurzeln  mit  a,  indem  wir  für  y  substituiren 
y4~^9  so  finden  wir: 

y^+  5ay*+ (9a«  —  6>)y» + a  (7a*  —  Si* + 2  R  i»)  y« 

+  a«{2a2  — 3ä2+4ä%  — a5{a«Ä-|-i2(Ä2— a«j}  =  0 

Die  beiden  letzten  Glieder  sind  negativ.  Das  vierte  Glied  kann 
negativ  oder  positiv  sein,  aber  wenn  das  dritte  negativ  ist,  also  fUr 
b*  >  9a«,  so  ist  das  vierte  es  auch,  folglich  hat  diese  Gleichung  nur 
einen  Zeichenwechsel,  also  eine  positive  Wurzel. 

Vermindern  wir  nun  die  Wurzeln  der  Gleichung  mit  b  durch 
Substitution  von  y'\'b  fflr  y^  bo  hat  man 

y6+5fty*+(96«— a2)y»+Ä(7&*  — 3a2+2Äa)y2 

+  Ä2(2J2-3a2+4Äa)y  — ai{a&2— Ä(6>--a2)}=.0 

fc2-a« 
Das  letzte  Glied  wird  immer  positiv  sein  für  a  <  Ä  — r^ — ,  dann  ist 
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das  vorletzte  Glied  auch  positiv,  denn  nehmen  wir  im  ungünstigsten 
Falle  B  —  ri «  so  wird  dieses  Glied  -^ r«      « •    l^w 

dritte  Glied  wird  dann  j^J_  3 ,  also  aach  positiv.  Die  Glei- 
chung hat  jetzt  nur  Zeichenfolgen  und  wir  finden  also  nur  eine  ro- 
dle Wurzel  zwischen  a  und  6;    folglich  hat  die  Curvo  nur  einen 

Wendepunkt  (Fig.  8.  e.  e.  e.)     Für  a  >  Ä       ^       hat    die     letzte 

Gleichung  immer  noch  eine  Zeichenfolge,  also  liegt  keine  Wurzel 
zwischen  a  und  h  und  die  Curve  hat  keinen  Wendepunkt  (Fig.  8. 
d,  d.  d). 

Betrachten  wir  jetzt  den  Fall,   dass  die  Ellipse  und  der  Kreis 
einander  inwendig  berühren,  so  ist  die  Gleichung: 

y®— (a«+Ä  V-2Äa*y«4-Äai(a«+i«)  —  0 

Welches  Zeichen  wir  auch  den  fehlenden  Gliedern  geben  mögen, 
immer  hat  mau  drei  Zeichenfolgen  und  zwei  Zeichenwechsel,  also 
höchsens  zwei  positive  Wurzeln.  Auch  diese  müssen  zwischen  a  und 
h  liegen.  Wir  finden,  da  die  negativen  Würzen  ausser  Betracht 
bleiben:  für 

y==QO  f(y)     ist     + 

y^h  f(y) aft{aÄ»4-  Ä  (*« —a«)}     also     - 

y  -=  a  fiy) ab  (6a2  — 11  (h^  -  a^)\     also    +    oder    — 

y  -=  0  f{y)    ist    + 

£ine  positive  Wurzel  liegt  immer  zwischen  b  und  qo  ,  die  andere 
wird  zwischen  b  und  a  liegen,  wenn 

a^ 
ba^  <  ä(ä2  —  a»)    oder    R>  b p^;^ 

Die  Curve  hat  also  einen  Wendepunkt  (Fig.  8.  c  o.  c.  und  /.  /.  /.). 

a2 
Für  R  <  ^72^  2  ^**  ^^®  Gleichung  keine  Wurzel  zwischen  a 

und  6,  die  Curve  hat  also  keinen  Wendepunkt. 

Für  die  Krümmungsradien  in  den  Scheiteln  finden  wir  für 

a^(b^±aR) 


e==2ni«  P« 


e-(2n+l)iaj        ^«^ 


bH€^±bR) 


+  Ra^+ba^±l^R 


Digitized  by  CjOOQIC 


416     Ekama:  Die  Curven,  welche  von  Punkten  von  KegelseknUlen,  die 

III.    Die  Ellipse  wälzt  sich  längs  einer  congroenten  £llipse ,  währcDd 
die  entsprechenden  Elemente  einander  berühren. 

Wir  finden  mittels  (I)  die  Coordinaten  der  gesuchten  Curve, 
wenn  wir  in  diese  substituiren 

I  —  ?'•,    1?  —  1?' ;     w  -=  90®    und  tf  =-  a' 
also 

a?  =  £+i?sin2<y— (p  — 4)cos2a  (I*) 

y  «  ij—  iyco8  2<y— (^— £)8in2a 

Diese  Formeln  können  wir  transformiren  durch  ^—p « 5"  and 
X — p  -=  x'  zu  setzen 

x'  =  g"+ 1?  sin  2a+5"  cos  26  (I**) 

y  c  iy  — iycos2a+£"sin2tf 

Den  Coordinatenanfangspunkt  haben  wir  jetzt  versetzt  in  den 
Punkt  der  Directrix,  der  übereinstimmt  mit  dem  beschreibenden 
Punkt  der  Generatrixj. 

Bestimmen  wir  für  eine  Curve  fix^y^)  die  Fusspunktlinie  in 
Bezug  auf  einen  bestimmten  Punkt,  den  wir  als  Goordinatenanfang 
nehmen,  so  muss  jeder  Punkt  der  Fusspunktlinie  den  Gleichungen 
genügen: 

«tgtf  =  y.         («1— ■«)tgT  =  yi  -y 
*  ^    l+4»tf~^    ^^^^    tgT  =  -  cotg<y 

X\  ~|-*  ^1  tff  <7 

*  ^      secgtf      ■"  «iCos2a+yisinaco8<y 

fl^i  ~l~  y  I  tg  <j 
^  "  cotga+tga  •"  yiSi-^'^+^i«»^  ^coscy 

Die  Coordinaten  der  Fusspunktlinie  sind  also 

2a;  =  «,  +  yj  8in2a  +  «i  COS  2<J  (I***) 

2y  —  yi  — yiCOs2a+iPi8iu2<y 

Sind  die  Directrix  und  die  Generatrix  gleichförmig  mit  der  Curve 
/(«ly,),  so  sind  in  den  Gleichungen  (I**)  und  (1***)  die  o  gleich.  Die 
gesuchten  Curven  werden  auch  dieselben  sein,  wenn  ^'  '^  \x^  und 
17  »  ^i;  dieses  ist  der  Fall,  wenn  die  Parameter  der  ersteren  die 
Hälfte  sind  von  jenen  der  letzteren. 

Dieses  lehrt  uns  also,  dass  die  Fusspunktlinie  einer  gegebenen 
Curve  in  Bezug  auf  einen  bestimmten  Punkt  der  Weg  ist,  der  durcfat- 


Folglich 
also 
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laufen  durch  dem  entsprechenden  Pnnkt  einer  Curve,  welche  mit 
der  gegebenen  gleichförmig  ist,  deren  Parameter  jedoch  die  Hälfte 
von  jenem  sind,  nnd  der  wälzt  längs  einer  Curve,  welche  mit  ihr 
congrnent  ist,  während  immer  entsprechende  Elemente  einander 
berühren').  Der  CoordinatenanfangspnDkt  ist  der  Puukt,  aus  wel- 
chem die  Normalen  gezogen  werden,  also  der  Puukt  der  Directrix, 
der  fibereittstimmt  mit  dem  beschreibenden  Paukte  der  Generatrix. 

Wir  werden  nur  einige  Bemerkungen  über  einige  besonderen 
Fälle  machen.  Sei  der  Mittelpunkt  der  beschreibende  Punkt,  so 
gibt  uns  (1*) 


a2siu2e  +  62cOs2e      ""^       y  a2  8iu2e-fip2cOs2e 

Folglich 

a:2^j^2_2y(ö2x2  +  ÄV; 

oder  auf  Polarcoordinaten 

r  =  2V(a^  sin«  g)  +  6«  cos^g)) 

Biese  letzte  Gleichung  gibt  eine  einfache  Gonstruction  der  Gurvo 
(Fig.  9.).  r  ist  dem  Radiusvector  der  Ellipse  gleich,  deren  Achsen 
2a  und  2b  sind,  und  (p  ist  die  excentrische  Anomalie.  Hat  man  r 
auf  die  bekannte  Weise  construirt,  so  setzt  man  es  auf  eine  Linie, 
welche  mit  der  X  Achse  einen  Winkel  €p  macht 

Die  Scheitel  in  Bezug  auf  die  Y  Achse  finden  wir  also 

dx  (g^+o'cos^e  — ^^cos'e)  sin  6 

^  «  2a5  -       (a«8in«e+^*co8*e)«  ^  " 

folglich 

sinö  =  0    oder    6  -«  «w 
und 

«^  .         .  n^       ft2  — 2a« 

<508*®-^r=:^2    oder    sin2e--^2— ^ 

Dieser  Wert  ist  nur  reell  für  b>  0^2. 

Bestimmen  wir  die  Länge  dieser  Gurve,  so  fi.iden  wir 

M 
Ü 

oder 

i-  8Ä{(l  +  Z2)i7(Z.Jfc.i7r)  — FCät.Jtt) 

Dieses  stimmt  mit  den  Formeln  ^YI)  und  (y)  überein. 


^.8*/'l^^if=Ä^>e^ 


I)  Jacob  Steiner '•  geiammelte  Werke.     IL  Bd.     Seite  157. 
Areh.  d.  Mfttli.  «.  ThjB,    2.  Reihe,  T.  VIII. 
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FOr  die  durch  die  Curve  eingeschlossene  Oberfläche  finden  wir 

Also  ist  sie  der  Oberfläche  eines  Kreises,  welcher  eine  der  gleichen 
Achsen  der  Generatrix  als  Radius  hat,  gleich. 

Ans  der  Formel  (!'*')  folgt  für  den  Weg,  welchen  ein  Brenn- 
punkt durchläuft, 

also  ist,  wie  zu  erwarten  war,  dieser  Weg  ein  Kreis,  dessen  Radios 
die  halbe  grosse  Achse  der  Ellipse  ist. 

Für  die  Oberfläche  dieses  Kreises  fanden  wir  nach  (VIII) 

Die  Lauge  dieser  Gurre  ist  47ra,  was  auch  übereinstimmt  mit  den 
Formeln  (VI)  und  (jJ). 

Endlich  werden  wir  den  Wog  bestimmen,  welchen  die  Scheitel 
der  Ellipse  durchlaufen,  diese  Gurve  stimmt  auch  überein  mit  der 
Fnsspunktlinie  einer  Ellipse  in  Bezug  auf  einen  der  Scheitel. 
Weil  diese  Gurve  weniger  bekannt  ist,  werden  wir  sie  ein  wenig  ge- 
nauer betrachten. 

Aus  der  Formel  (I*)  folgt,  da  p  »  a  ist,  nach  Substitution  der 
Werte  für  ^",  •?  und  ö: 

_  ,  2fl&2  sin^e  cos  e  —ad—  cos  0)  (^  cos^O  ~  a»  sin^e) 
X  =  acose+  a2Bin2e  +  ^2cos2e 

oder 

2Z>2cose  —  &2cos2e+o2  sin^O 

*""'*  a2sin2e+62co82e 

folglich 

coseoj-cose) 

x--a  -  2a6^„28in2e+&2cos2e 
Auch  finden  wir: 

^  — ^'*^a28in2e  +  Ä2cos2e 


also 

und 
Sei 
so  wird 


itge 


X  —  a        b 
{(x-a)2+y2j2  ==  4a2(8ece-l)2(aj-a)2 

X  —  a-»rcos9)     und    y— »rsing) 
r  4- 2a  cos  9  »*  2v'{i2sin294-a2cos29)} 
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um  die  Scheitel  zu  finden,  haben  wir 

^  =  2{i;co8  2<y-|-2(a  — g)8iu2<^  £ 
folglich  moss 

iy(l  —  2  sin  *<y)  -\-2(a  —  §)  cos  ff  sin  a  «»  0    sein 

i8ine(j^cos2e— a2sin2e)  +  2Äa2(l-co8e)cosesine  «.  0 
also 

sinO  =  0    demnach    6  =«  njr 

In  diesen  Scheiteln  ist 

y  =«  0    und    X  =  a    oder    x  =  3a 

Aach  ist 

(^  -  a2)  cos2e  +  2a2cos  e  —  «2  ==  0 
was  uns  gibt 

cos  S  «  — -y^ 
a  +  6 

Sollen  beide  Werte  reell  sein,  so  muss  6  >  2a  sein. 

Für  die  Punkte  ist 

a»— Ä»      ^  ^2 

X  «=  -« — r^     Oder    X  —  a  =« 


a2-6»     "-"*     *      -•        a  +  Ä 
and 

Für  a?  «.  a  ist 

f*  =-  0    oder    ^tt 
daher 

y  «  0    ooer    y  «  2ä 

Um  die  Wendepunkte  zu  bestimmen,  haben  wir  nach  (V) 

2 

lysinff  — (a  — $)co8ff  —  —  5^2 

Nach  Substitution 

dS 


&8in2e  —  oÄ  (1  —  cos  S)  cos  0} 


a« 


=  2aÄ  (^)'{*2gin2e+a2(l  -  C08e)2} 
(*2  — a2){co82ö  — 2cose  +  l}  -3^2 


cos  6  »  1  ±    /_- - 


27* 
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Das  poslÜTe  Zeichen  genügt  nimmer,  soll  das  andere  Zeichen  ge- 
nfigen, so  mnss 

oder 

folglich,  wie  zn  erwarten  war,  6  >>  2a  sein.    (Fig.  10). 
Die  durch  die  Cnnre  eingeschlossene  Oberfläche  ist 

B.    Die  Generatrix  ist  eine  Hyperbel. 

Die  Hyperbel  sei  gegeben  in  Bez.  anf  zwei  conjugirte  Achsen,  welche 
einen  Winkel  co  mit  einander  machen.  Sind  die  beiden  halben  Achsen 
wieder  ß  nnd  ß\  so  wird  die  Gleichung  der  Hyperbel 

Setzen  wir 

g'  »  ^sec  S       und       ti'  »  /3'tga 
so  finden  wir 

/x       rf|'  .  ,   ^sinÖ    .        dB 

cos(a>-4r')  =-  ^sm«  -+ß^is^^^  »  ^ 

cosa' =  -  ^  sina>- -/J'^j^^j^sm«,  - 
und 

{mf  "  ^  lf»*»in»e+/»'»+2/»/J'8iii  aco8 w] 
Weiter  iat 

^^'sincocos^O 


und 


iß*  sin«e  +^'«+  2/?^'  sinÖ  cos  »)« 

—  /?  sin     cos  10  —  /?' 
sin(i»-o')  -  (ß*Bm*e+p'*+2ßfi'Bmeco8io)i 

.     .      /g^cosflo+^sinO 

^^^^  "  (/f«sin«e+/J'«+2/?/?'sin  öcosi»)« 


Auch  müssen  wir  noch  bemerken,  dass  nur  die  Werte  von  S 
einem  Berührungspunkte  der  Hyperbel  mit  der  Directrix  genügen, 
welche  liegen  zwischen  90«  bis  180«  und  von  180<*  bis  27(fi. 
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Wälzt  sich  jedoch  die  Hyperbel  eine  gerade  Linie  entlang,  bis 
ihre  Asymptote  mit  dieser  zasammenfäUt,  so  berührt  anch  der  andere 
Zweig  der  Hyperbel  die  Linie.  Wälzt  sich  dieser  jetzt  die  Directrix  ent- 
lang, bis  die  andere  Asymptote  mit  der  geraden  Linie  zusammenfällt, 
wonach  sich  der  erstgenannte  Zweig  wieder  längs  der  Linie  wälzt,  so 
bekommt  man  eine  ununterbrochene  Cunre.  In  Wirklichkeit  werden 
diese  Gurren  nie  durchlaufen,  weil  die  Werte  6  —  90^  und  6«»270® 
bei  einer  endlichen  Schnelligkeit  nach  einer  unendlich  grossen  Zeit 
erreicht  werden. 


L    Die  Hyperbel  wälzt  sich  eine  gerade  Linie  entlang. 

Die  allgemeine  Formel  (I)  gibt  uns  wieder,  weil  tf  —  270^  ist, 

X  =  Hyperbelbogen  +  ^'  sin  (»—  0')  +  (jP  —  4')  ^^^  <*' 
y  —  —  iy'  cos(»  —  tf')  +  (P  —  I')  cos  c' 

Nach  Substitution  finden  wir 

{—  pß'  sin  6  tg  6  —  (p  -  /?sec ^)/y^}sin  <o 
^*"~  V\ß*s\n*B+ß'^+2fiß'Bmecos(o) 

f  .  p — /?cos6 

^  ^*°®  V{/?«sin«eH-/f'«  +  2/?/?'sinöco8«} 
Für  e—  l2n-\-l)in  ist 

pß'SJJlat 


^  V(/^+i3'«±2/?/?'cos») 

y  nähert  sich  also  bei  der  Bewegung  einem  bestimmten  Werte,  wel- 
chen sie  jedoch  nimmer  erreichen  wird.  Der  Nenner  des  gefundenen 
Bruches  sind  die  Diagonalen  eines  Parallelogramms,  welches  auf  den 
halben  Achsen  beschrieben  ist 

Bestimmen  wir  den  Winkel,   welchen  die  Tangenten  in  diesen 
Punkten  mit  der  JE  Achse  macht 

Nach  (III)  ist 

*^  ^  "■  1?'  cos  (c»  —  O  —  ( P  — g')cos  6' 

(^«4,y«)tg  e+ßß'cosw  (tgesine+sece)-p(foine+/3^cose) 
*"  /?'sina)(p  — /Jcosö) 

Für  8  — (2n+l)i»  wird 

tgt— 00        also        T  «  Jtt 
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In  den  Calminationspankten  der  Corve  in  Bezag  auf  die  X  Achse 
muss  ^^  --  0  sein. 

^--^/?'sina> 

^  (/?«sin»e+/?'2-|-2/?/?'sineco8<o)l  ""  ^ 

also  wird 

(ß^+ß'^)s\uS'\'ßß'cosoi+ßß*coBm\vfiB-'pcosS(ßBmS'\'ß'cosm)-^0  (1) 
Diese  Gleichung  ist  im  allgemeinen  nicht  zu  lösen. 
Den  Ertlmmangsradius  finden  wir  mittels  (IV) 

\ß'hg^S+(  p'-ßsecS)^'-2ß'tgS(p-'ßsecS)coBCi}]  J 


P« 


ff — ^cosO 
\ß'Hg^S+ip ^ßsece)^-2ß'tgS(p^ßsece)cosm}  -  ^y^^^ 


X  (/i^28in2e+/?'2-|.2^^'ginecosai) 
oder 

{ß'hixfiS+(pcosS—ß)^—2ß'a\n  &(  pcose— /g)co8(o}  J 
•    cose{/?'2gin2ö+(^cose--/?)2--2/?'8ine(;)C08e-/?)co8»}--^^^^^ 

X  (/?28in2e+/?'2+2/?/?'8ineco8i») 

"         pß+ß'+ß'^ 

ß{ß'^-\-ßf^±2ßß'coBa^ii 
p{fi+ß'^±  2ßß'cosai) 

=  ^V(/?'2+/^'±2/?/^'cosco) 

Wälzt  sich  die  Hyperbel  bis  die  Asymptote  mit  der  gegebenen  Linie 
zusammenfällt,  so  kommt  der  Mittelpunkt  in  die  gerade  Linie.  Wir 
können  die  Entfernung  des  Ortes,  wo  der  Mittelpunkt  kommt  vom 
Punkte,  in  welchem  die  Scheitel  der  Hperbel'  die;  gerade  Linie 
berührte,  bestimmen.  Diese  Entfernung  ist  gleich  dem  Unter- 
schiede in  Länge  der  Asymptote  und  eines  halben  Zweiges  der  Hy- 
perbel. Diese  Differenz  ist  bekanntlich  eine  endliche  Grösse  and 
zwar  gleich  ^) : 


(4*) 

Fttr  e  = 

=  2»m 

„»■ 

-  (2«+l)« 

„e  = 

=  (2»  +  l)i« 

1)  SchlOmikh,  Compendium.     I.  Bd.  p.  389  und  H.  Bd.  p.  350. 
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K-,~{i+(v.)-r+(i^)*?. . . . } 

in  welcher  Formel 

Diese  PoDkte  können  wir  also  nähernngsweise  bestimmen,   wodurch 
wir  die  Gurre  construiren  können. 

a.    Der  beschreibende  Punkt  liegt  auf  der  Hyperbel. 

In  diesem  Falle  ist  pz=:  —ß  und  folglich  finden  wir  fttr  die 
Culminationspunkte  ^  =  0.  Wir  wollen  sehen ,  ob  die  Formel  (1') 
noch  andere  Culminationspunkte  gibt,  diese  ist 

(iJ*+  /5'*)  sin  S + ßß*  cos  cö(sin«e  + 1  +  cos  S)  + 13«  cos  ö  sin  »  =  0 

(pi+^'«)sini8  +  /S/J'co8wco8ie(3  — 20084©) 

+  |5»sin4e(2cos«ie-l)  =  0 
folglich 

cos|9  «  0    also     S  ^  rm 

Diese  sind  die  Punkte  in  der  X  Achse. 
2|S«sinieco84e  +  /3'«sinie  +  /?|5'cosoicosie(3— 2cos«JÖ)  =  0 

2/?«tgie+/?'«tgie(tg4e+i)+/si3'co8ö>(3tg4e~i)  =  o 

Setzen  wir  tg^^  »  y,  so  wird  die  Gleichung: 

/5'V+3.^/?'coswy«+(2/S»H-/3'«)y+/?/cosw  «  0 

ß 
Sei  für  y  gesetzt  y — ^.cosw;  so  finden  wir 
p 

[2ß^  ß^  \  ß^ 

y^  +  yjl  +1— ^TäCOSwjy  — 2T73C08W8in«W  —0 

Sollen  alle  Wurzeln  reell  sein,  so  muss 

(2^cos(ösin«Q)y+2^^(^^»  +  ^"'^^>^^^*'**)   <^ 
sein;  oder 

_  (^2_^^2)3^9(^2«^'2)^8in2fl,+27/?'2^sin*w  <  0 
Fahren  wir  jetzt  ein 

ß2  _  ßf2  «  «2  _  j2    und    ßß'  sin  w  —  a6 
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io  welchen  Formeln  a  und  b  die  halben  Hanptaehsen  der  Hyperbel 
sind,  so  finden  wir 

(a2_j2;*_9(aa-ft2)«f_  _  27  ^  >  0 
oder 

-(a2-6a)*H-/j2(a2  — 62)»  — 9(a2— 6«)2a2Ä2  — 27a*d*>0 
folglich 

^    ^  (a2-&2)» 

Also  sieht  man,  dass  a  >  &  sein  mnss,  sonst  wird  p  imagin&r, 
übrigens  kann  ß  der  oben  stehenden  Bedingung  immer  genügen,  weil 
ß  wachsen  kann  bis  oo.  Den  kleinsten  Wert  des  ß  gibt  die  ge- 
fundene Formel.  Genügt  ß  der  Bedingnng,  so  hat  die  Formel  drei 
reelle  Wurzeln  und  die  Curve  also  im  ganzen  vier  Culminations- 
punkte  in  Bezug  auf  die  X  Achse.    (Fig.  11.  a.  a,  a.). 

Für  S  «  (2n+l)i7t  ist 

ßfi;_ 

^  ""  V(/^2  +  P'^  ±  W  cos  ö) 

b.    Der  beschreibende  Punkt  liegt  auf  der  reellen  Hauptachse 

Jetzt  ist  o  «  90®,  /?  =  a  und  ^'  «  b. 

Die  Formell')  gibt  uns: 

(«2 -}- ä2) sin  S—pa sin 8 cos  6  «-  0 
Folglich 

sin  6  «  0    also     S  ^  nn 
und 

cos  S  =»  — ' — 
pa 

a24-62 
Soll  cos  S  reell  sein,  so  muss  p  >  — ' —  sein.  Wir  werden  sehen  ob 

die  Curve  auch  Wendepunkte  hat. 

Die  Formel  (V)  gibt 

{!.2tg2eH-(/)  — asccö)2}aÄcos»  «  &(-ac088+i>)(a2sin2e+Ä2) 

ab^  sin2e cos  S  +  ap2  cos^O  -  2a^p  cos2  S  +  a^  cos  B 
—  pa^siu^S  —  a^ sui^S  cos  S+pb^  —  aly^  cos  S 

(2') 
a{p«— (a2+62;}cos»ö  -  a2p cos2ö  +  2a (a2+62) cos  e—i>(o'+62)  - 0 

Auch  diese  Gleichung  ist  nur  in  einigen  Fallen  zu  Idsen. 
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Wir  werden  die  Oberfläebe  bestimmen,  welche  eingeschlossen 
wird  dnrch  die  Cnrve,  die  Linie  nnd  die  Ordinalen  beim  Anfang  und 
beim  Ende  einer  Wälznng. 

Jetzt  ist 

O^fydx    nnd    dx^yda* 

also  0=fy^d6' 

folglich  ist 

n 

C    COS  «de        p«      Biu  e      ,   p»      t  ("  •  ft\ 

.  P     coi»Bde  tß+6»        sine         ,«'-*»  /«.   „\ 

V  {c*-a2co8»e?"  "äP"  i»+«»8iu2e+-24s^  ""*«  U"    j 

„        P_CO^BdB  ap tge  ap        ,    /«     «\ 


folglich  ist 


.?y:*M:«'_i_,.2_^_i_.2i....  «_.  .«?. 


O  =  OÄ  '-^2^.j.-^+{p2-*2+«2}arctg-  +  a^^n  (3') 

Wälzt  sich  der  andere  Zweig  der  Hyperbel  die  gerade  Linie  entlang, 
während  der  boschreibende  Punkt  derselbe  bleibt,  so  sind  die  Grenzen 
der  Integrale  0  nnd  ^fs  nnd  also 

O --«*  ^^J^- -  (P«- *»+«»)  arctgf  +  ««f  « 

Folglich  ist  die  ganze  Oberfiäche 

-ia^K  (4') 

c.    Der  Scheitel  ist  der  beschreibende  Punkt. 

Sei  p  —  —  a  (Fig,  12.  a.  a.  a.).    In  den  Culminationspunkten  ist 

y  =  0  nnd    y  =  2a.    Die  Formel  (1')  gibt  für  die  anderen  Culmi- 

nationspnnkte 

s  i  lg 

sin  6  =  0    und    cos  6  =- ^t— 

a* 

aber  dieser  Wert  ist  imaginär. 

Aus  der  Formel  (2')  finden  wir 

&2  cos» e  —  a«  cos^e — 2(a«  4-6»)  cos  Ö  —  (a« + Ä«)  ^  0 
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Diese  Gleichung  kann  dividirt  werden  durch  cos  ^+1)  ^^^  wir  hahen 
ausser 

e=.(2n+l)7r 
auch 

Ä^cos«»— (a2+Ä2)C08e  — (a24-^)  =  0 

Wir  finden  eine  positive  Wurzel,   welche  nicht  genügt,  weil  dieses 
cosO^-l,  und  eine  negative: 

cosö  -^2*?-  2P  V{(a2  +  52;2  4.4(a2+^)j2} 

Jetzt  muss  auch  sein 

-  ^  <  ^y?  --  -i^  V{(a^+h^)'  +4(a2+^)&2} 

U^  +  a^^  V|(o2  +  62;2^4(a2  +  ^)^} 

oder  AJ)^  >  0 

also  immer  eine  reelle  Wurzel,   folglich  hat  die  Curve  immer  einen 
Wendepunkt. 

4a» 
Für  e  «  2nn  ist        P «  2a^  +  lß 

d.    Der  Brennpunkt  sei  der  beschreibende  Punkt. 

Jetzt  ist  p  =    -<?  und  c^  «  a»+6«  (Fig.  12.  &.  Ä.  Ä.) 

Wir  finden  für  die  Culminationspunkte 

y  «=3  a  —  c      und      y  =  0+^ 

Die  Formel  (1')  gibt  uns  auch 

sin  6  =•  0    und    cos  ö  =  —  - 

a 

dieser  Wert  ist  immer  imaginär. 

Für  e  =.  (2n4-  \)\n  \^iyz=h  (Fig.  12.  b\  b\\ 
Um  die  Wendepunkte  zu  finden,  gibt  uns  die  Formol  (2') 

a«co8*6+2aöCOs6-|-c*  —  0 

folglich 

acosö+<?  =  0    also    cosO  — 

gleichfalls  imaginär. 


i 
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Der  Erfimmnngsradius  in  jedem  Punkte  der  Curve  ist  nach  (lY) 

o{&'tg«e+(— g-o8ece)«}tco8»e 

—  {atge8in8+(— c— asecö)}  {ahin^»+b*\+a{b*tg^e 

+(--c— a8ecÖ}*}co8'6 
und  die  Normale  i8t 

k  =-  V{Ä*tg«8+(— c  — asec»)^ 
folglich  ist 

1^       1       — (— <?-aco8e){(c»-~a'co8»e)4-2acose(qcose-H)«       1 

Diese  Cnrve  gibt  bei  einer  Rotation  nm  die  gerade  Linie  eine  Ober- 
fläche, die  Platoan  ^)  die  Nodoido  genannt  hat.  Diese  Oberfläche 
kann  der  genannten  Eigenschaft  ¥»'egen  eine  Gleichgcwichtsfläche 
einer  Flüssigkeit,  welche  keinen  auswendigen  Kräften  ausgesetzt  ist, 
sein. 

Für  B  «  (2n+l)in  ist  P=  a. 

Um  die  Länge  zu  bestimmen,  haben  wir 

oder 

^  "  ~ .f^^^^' ^'^+(-  ^~« 8ec  S)^  ^28-n2e'^ft2  rfö 

0 

7t 

./    c+acosö 

0 

folglich 

/in 
d^ 
(7+a)cos2g)+(c-a)8in2(p  ^  ^"^ 

0 

Für  die  durch  die  Curve  und  die  gerade  Linie  eingeschlossene 
Oberfläche  finden  wir  nach  (4') 

O  =  2na^ 
Diese  Oberfläche  ist  also  immer  gleich  zweimal  der  Oberfläche  eines 
Kreises,  der  einen  Radius  gleich  der  halben  reellen  Achse  hat,  und 
unabhängig  von  der  imaginären  Achse. 

e.    Der  Mittelpunkt  ist  der  beschreibende  Punkt. 

p  » 0  und  wir  finden   für  die   Culminationspunkte  (Fig.  12.  c. 
c.  e.) 


1)  Plateau,  Statique  des  liquides.     Vol.  I.    p,  120. 
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ymm'H^a    and    a!«2nP' 

Für  y  =  0,  das  ist  fttr  »  =-  (2n  +  l)fr  ist  a;  «  (2n-\-\)V, 

Aus  der  Formel  (1')  folgt 

sin  9  —  0    nnd    cos  9  »  oo 

also  keine  anderen  Cnlminationspunkte  Aus  der  Formel  (2')  haben 
wir! 

—  a(a«  +  62j  COS»e  + 2a  (a«  4- ft2)  cos  Ö  -  0 
folglich 

cos  6  —  0    und    cos  6  —  ±  V2 

dieser  Wert  ist  auch  imaginär. 

a* 
Für   6  =  n»  ist  P  —  -g- 

Nach  (3')  finden  wir  für  die  eingeschlossene  Oberfläche 

O«  aftH-(a2  —  ^)arc  tg  ^  {6) 

Ist  die  Hyperbel  gleichseitig,  also  a  ■«  6,  so  ist  die  Oberfläche  ^a\ 
folglich  dem  Quadrate  gleich,  welches  die  halbe  Achse  als  Seite 
hat. 

f.    Der  beschreibende  Punkt  liegt  auf  der  imaginären  Achse. 

Um  den  Weg  eines  Punktes  zu  bestimmen,  der  auf  der  imaginären 
Achse  liegt,  wechseln  wir  die  §'-  und  die  i}'  Achse,  so  ist 

«2    —  ^2    -  A 

Setzen  wir  rj'  —  asecO  und  g'  =  —  Ätg6,  so  ist 

dfj'  ,         sin  e  rf»         ^     eiS'        .  ^      1      de 

^  cos^^  ds  d»  cos^v   ids 

während 

Wir  finden 

g^sec  esin  e+(p+^tg  6)6 
X  -  Hyperbelbogen y  {a«sin«e+Ä«) 

und 

psine  —  ^cosO 

y '*V{a»8in«ö+^}' 
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Für    e-0  ist       y  =  +a 

c 
w         ®  —  •  V  «  y  "■  +  ^ 

Um  zn  finden,  ob  die  Cnrve  auch  Cnlminationspnnkte  in  Bezog  auf 
die  JT  Achse  hat,  differentiiren  wir  y  nach  S 

^y_^__    fi»cos»+&8ine)(a»8in«e4-ft«)  ~(psin 6 -  &cog 6)0*81060088 
^^  "*      "*  (a«8in«e+Ä«)i 

In  einem  Cnlminationspankte  mnss  also 

ftpco8  8+a«8ine+i«8in8  —  0 
Bein,  oder 

Ist  der  Brennpunkt  der  conjagirten  Hyperbel  der  beschreibende  Punkt 
(Fig.  12.  d,  d,  <2.),  so  ist 

folglich 

tg»= — *- 

oder 

dieses  gibt 

2ic 

Femer  ist 

_^_ (ga+^jsine— pft 

*^^^da:  "  acos6(jpsin6  — ÄCO86) 

Für  6  =  fiÄ  ist        tgT  «  — ^ 

„     8«(2n+l)iT  „        tgT  «00 

also  T  «  900 

y  —  0  für  j98in 6  »  5co8  9,  so  ist  tgT  »  od  oder  t  gleichfalls 
«90«. 

Die  Curve  schneidet  also  die  gerade  Linie  immer   senkrecht 
unabhängig  you  p. 

Wir  müssen  jetzt  untersuchen,  ob  die  Curve  Wendepunkte  hat 
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430     Ekama:  Die  Curven^  welche  von  Punkten  von  Kegelschnitten,  die 

Aus  der  Formel  (V)  folgt  in  diesem  Falle,  da 
de--      cos^e\di)    ^^^ 

oder 

—  (p  sin  e — Ä  cos  S)  (a2  sin^e+b^) 

+Äa2co8Ö+6(jpcosÖ  +  Ä8ine)2cosö  «  0 

Betrachten  wir  nur  den  Fall  p  »  <;,  so  finden  wir  nach  Snbstitntioa 
von  a*4-*^  •**  ^ 

—  c»sin»e+Ä2^sinecos2e  +  26c2cosÖ  «  0 

_  b 

Setzen  wir  tg  ö  =  y  und  -  «  rf,  so  haben  wir 

Sei  y  ^  «-{-Id,  so  finden  wir 

Eine  Wurzel  ist  immer  reell-,  sollen  die  beiden  anderen  auch  reell 
sein:  so  muss 

sein,  oder 

(|yd«{44«-7»}<0 

also  muss  sein 

1593  <  0 

Diese  beiden  Wurzeln  sind  also  imaginär,  folglich  hat  die  Curve 
immer  nur  einen,  aber  auch  nicht  mehr  als  einen  Wendepunkt  Uns 
bleibt  noch  übrig  den  Krümmungsradius  zu  bestimmen.  Nach  (IV) 
haben  wir: 

b\a*+(  pcosS+bsme)^i 

--(l>sinÖ— Äco8Ö)(o»8in*e-f&«)+&a«cos6+&(pcosÖ4-&sine)«cosÖ 

Fürö-fwr  ist        P--     27i 

P 
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Ist  jetzt  p  —  c,  SO  finden  wir  für  tg  6  =- 

c 

and  für  y  «  0  ist  tg  6  —  -,   also  ist 

p  -  y  2(ä«hf^ 

II.     Die  Hyperbel   wälzt  sich   eine  congruente    Hyperbel    entlang, 
während  entsprechende  Elemente  einander  berühren. 

Nach  dem  bei  der  Ellipse  betrachteten  Gesetze ;  werden  die 
Carven,  welche  bei  der  Wälzung  einer  Hyperbel  längs  einer  con- 
gmenten  Hyperbel  entstehen,  Fusspunktlinien  sein  einer  mit  ihr 
gleichförmigen  Hyperbel,  welche  zweimal  grössere  Parameter  hat. 

Der  Weg,  welchen  bei  dieser  Wälzang  ein  Brennpunkt  durch- 
läuft, wird  ein  Teil  eines  Kreises  sein,  dessen  Badius  die  grosse 
Achse  der  Hyperbel  ist 

Der  eine  Brennpunkt  durchläuft  einen  Kreis ,  welcher  der  Glei- 
chung 

genügt.    Der  andere  einen  Kreis  mit  der  Gleichung 
(a;-|-c)2+ya  =  4a2 

Beide  Kreise  werden  bei  der  Wälzang  von  zwei  Zweigen  nnr 
zum  Teil  durchlaufen;  lässt  man  jedoch  danach  die  beiden  anderen 
Zweige  einander  entlang  wälzen,  so  bekommt  man  ganze  Kreise. 
Für  die  Punkte,  welche  bei  endlicher  Schnelligkeit  nach  unendlich 
grosser  Zeit  erreicht  werden,  ist 

,   2db 

y-  +  — 

Der  Mittelpunkt  durchläuft  eine  Curve,  welche  die  Form  einer 
Acht  hat,  jedoch  wird  nur  die  eine  Hälfte  durchlaufen,  wenn  man 
nicht  auch  die  beiden  anderen  Zweige  einander  entlang  wälzen 
lässt    Die  Gleichung  der  Gurve  ist 

r«  «  4(a2c0829  — ^8in^9) 

r  wird  —  0  für   tgg»  «  t 

Die  Oberfläche,  welche  durch  den  durchlaufenen  Teil  eingeschlossen 
ist 
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432     Ekama:  Die  Curven,  weiche  von  PunkUn  von  KegeUehniiUit,  die 

arctga/5  arctga/Ä 

O  =    ff^dip  =  4  /  (a2co82<jp-Ä28in2<jp)d9)=4  /  (08— Ain«9))<i^ 

ftrc  tg  a/5 
-  2(a«-&2)arct|f  a/5+(aa+^)  |  sin^  I 

oder 

O  —  2a6-f  2{a«  — &ajarctga/& 

Diese  Formel  stimmt  mit  (d)  flberein. 

Für  a  —  5  wird  O  —  2a^, 

Die  FasspuDktliiiie  geht  in  diesen  Fällen  Ober  in  die  Lemniskate 
von  Bemoulli.  Der  Punkt  hat  nur  die  Hälfte  durchlaufen,  darum 
finden  wir  auch  die  halbe  Oberfläche.  Die  halbe  Achse  der  Lemnis- 
kate würde  2a  sein  und  also  die  Oberfläche  4a^  ^). 

C.    Die  Oeneratrix  ist  eine  Parabel. 

Der  Winkel  zwischen  zwei  conjugirten  Achsen  der  Parabel  sei 
wy  und  die  Gleichung  der  Parabel  wird: 

,;'»-- 2a' §' 

in  welcher  Formel  £'  immer  negativ  sein  muss. 

Wir  finden  wieder 

008(0,-0-)  -  ^  sin«  -    -  y(^^+„'2^2Va'cOSa,) 

,  dfi'  .  a'sinfl» 

coso  -  -  ^8in«  -  -^(^.,^^,,_  2i,Vco8«) 


oder  auch 

""*'"      '^  vWH-«^^-2i7Vcosw) 


und 


.     ,  «'— a'cos« 


y(i7'2  +  a'2-2Va'cosw) 

Aach  müssen  wir  bemerken,  dass  der  Bogen  der  Parabel  vom  Scheitel 
abgemessen,  gleich  ist  *) 


I)  8chl(Vmilch,  Höhere  Analysit.     B4.  I.  p.  379. 
9)  SchlGmilcb,  Höhere  Analysis.     Bd.  I-  p.  386. 
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I.    Die  Parabel  wälzt  sich  eine  gerade  Linie  entlang. 

Die  allgemeinen  Formeln  werden  wieder  sein 

X  «  Parabelbogen  -f-V^iöC«— <y')+(p  —  SOsina' 
y  —  —i7'cos(cö-aO  4-(p— ^')cosa' 

Nor  zwei  Fälle  werden  wir  betrachten. 

a.    Der  Brennpunkt  ist  der  beschreibende  Punkt.  ^) 
Jetzt  ist  w  =  90^  und  i»  "»  —  i«,  folglich  sind  die  Coordinaten 

oder  

•  a 

and 

y  «  iV(a2+V2) 
also 

2a; 


a«"*    =^'4-ya2+^'j. 


^älzt  sich    die  Parabel  nach  !dor  anderen  Richtung,    so   werden  ^' 
und  X  beide  negativ,  also 

ae       "*  =  -  n'  +  y^+V'^ 
oder 

2«  _^2» 

a«  "*  +«6       "*  =  2yiH^  -  4y 

Sei  ^  =  a,  so  ist 


X 


-   --t 

2a   .         2a( 
e  I 


1)  Die  drei  Cnrren,  welche  durch  die  Brennpunkte  der  Kegelschnitte 
bei  der  W&lzung  längs  einer  geraden  Linie  beschrieben  werden ,  haben  eine 
gemeinschaftliche  Gleichung;  diese  findet  man  bei  Anwendung  der  allge- 
meinen Gleichung  der  Kegelschnitte,  wenn  der  Scheitel  der  Coordinatenan- 
fansipnnkt  ist, 

in  welcher  Formel  c  die  numerische  Excentricit&t  und  a  der  Parameter  ist. 
Im  gebrauchten  Coordinatensysteme  mnss  £'  immer  negatir  sein« 
▲reh.  d.  Math.  «.  Phyt.    2.  Beihe,  T.  VUI.  ^8 
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434     Ekamai  Die  Curven^  welch»  von  Pluikten  von  KegtUchnitlen,  die 

also  ist  der  dnrchlaafene  Weg   eine  Kettenlinie  ^.    Fflr  den  Eram- 
mangsradias  finden  wir  nach  (IV) 

^ 2a(a«+ij'8)8 2a 

and  fflr  die  Normald 

*-      2a 
also  ist 

Durch  diese  Eigenschaft  kann  die  Oberfläche,   welche  entsteht 
durch  die  Rotation  der  Kettenlinie  um  die  gerade  Linie,  eine  Gleich- 


sin  tf '  —  T-  — 


und 

^  (t*-l)g'-a 

cosa  ^ y  {ij'»e»+a^ 

denn 

folglich  wird 

X  -  Bogen  des  Kegelschnittes  -^  v'{V'fH^^"^^^~^'V  h'^t'+o'} 

nnd 

Hon  ist  bei    allen  Eegcltchnitten    die   Entfernnng   des  Scheitels    vom   Brenn- 
punkte gleich  — 7 — ,  also 
1  +  e 


folglich 


«  -  Bogen  des  Kegelschnittes  -  r,'t  {t|'  -  j^J  v{^>2t8.j.a»} 

Diese  Gleich angen  geben  den  Weg  durch  den  Brennpunkt  durchlaufen  f&r 

«  ^  1     bei  der  HTperbel 

9  :=  ]  bei  der  Parabel 

«  <  1  bei  der  Ellipse 

c  =  0  bei  dem  Kreise 
(eine  gerade  Linie  ||  der  Directrix). 

2)  Schell,  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kr&fie.     I.  Bd.  p.  941. 
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gewichtsflftche  einer  FlOssigkeit,'  auf  welcher  keine]  aaswendigen 
Erftfte  wirken,  sein.  Den  Körper  darch  diese  Oberfläche  einge- 
schlossen hat  Plateau  ^)  eine  Catenoide  genannt. 


b.    Der  beschreibende  Punkt  liegt  auf  der  Parabel. 

In  diesem  Falle  ist  p  »  0.    Wir  müssen  untersuchen,   ob  die 
durchlaufene  Gurve  auch  Wendepunkte  bat    Nach  (Y)  ist 

-{VcO8((»-0')  +  S'cO8O'}  -  {i;'2+£'2  +  2VrCOSO»}  ^ 

oder 

Jetzt  ist 

^      _1 

dl)''  ~       a 
folglich 

fil'»+«'l'}  -  {,'«+|'2+2l,'|'C08«}  -75 ^. 

1_  +  1__C08«. 

Also  V*  =  0.    Dieses  gibt  den  Punkt  in  der  geraden  Linie,  und  auch 

2(,7'2+a'«  — 2i?'a'cosc»)  —  Aa**  +  n'^  —  4a' ri' cos  m 

oder 

,y'2  «.  2a'2 
also 

V  =  ±aV2    und    g'  —  a' 

In  den  Wendepunkten  ist,  weil 

_    „ sincü , sin  CT 

^""^    V(V«+a'«--2Va'cosw)"^^"  V(V*H-a'»— 2ij'a'cosw) 

jg^.  g* sin  CD 

y— yj3:f  2V2C0S«} 

Aus  der  Formel  (III)  folgt 


1)  FUtMa»  Stotiqae  des  liquides.     VoL  I.  p.  95. 


28* 
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436     Ekama:   Die  Curven^  welche  von  Punkten  von  Kegelschniten^  die 

^  —  iy  V  — tj*^  COS  Ol + V  y — a!  Tcos  co  ^  2o^^+ V'  — 3a'Vco8  <a 

In  einem  Wendepankte  ist 

3  cos  »4- 2  V2 

tgT  = ; 

^  Bin  (0 

Ist  der  Scheitel  der  beschreibende  Pankt,  so  ist  (o»90^; 
(Fig.  13.  a.  a.  a.),  folglich  wird  in  einem  Wendepunkte 

y=-iaV3 
und 

tgT  —  ±2 1/2    oder    cosr  «  ±i 

IL    Die  Parabel  wälzt  sich  einen  Elreis  entlang. 

Wir  werden  nur  die  Carven  betrachten,  welche  entstehen,  wenn 
der  beschreibende  Punkt  auf  der  Hauptachse  liegt.  In  diesem  Falle 
ist  o  «  90<^.    Wir  haben 

,       Parabelbogen  (p  — SOV+Vq    

Bestimmen  wir   die  Scheitel   der  Gurven   in  Bezug  auf  den  Mittel- 
punkt.   In  diesen  Punkten  ist  dr  ^  0 

also  muss  sein 
oder 

Wir  haben  also  Scheitel  für 

diese  können  entstehen,  wenn  p  negativ  und  grösser  als  a  ist: 
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1  «• 

T 


diese  entstehen  nar,   wenn  die  Parabel  und   der  Kreis  einander  in- 
wendig berahren. 

Wir  finden  dann 

oder 

V*  —  aVÄ?— a«==ö{VÄ5  — a} 
Soll  dieser  Wert  ?on  17'  reell  sein,  so  mnss  R'^  a  sein. 
Bestimmen  wir  den  Ort  der  Doppelpunkte : 

oder 

Dieser  Gleichnng  wird  genügt  durch  i},'  —  ±  i}}' 

Bogen           ,          P%'+^  +  r?i'« 
♦  =  —^ arctg  


Vi* 
Bogen'  P'?i'4--2^  +  ^?t'« 

-     ^     -arctg^^^^^„_j_^,j_^^_^^„ 

Setzen  wir  die  beiden  Glieder  %'  -»  —  iji',  so  wird 
Bogen  -*  —  Bogen' 

Also 


folglich 


Dieses  lehrt  uns,  dass  die  Doppelpunkte  liegen  auf  der  Linie, 
welche  durch  den  Mittelpunkt  und  den  Punkt,  in  welchen  der  Scheitel 
den  Kreis  berührt,  geht.  Die  Linie  ist  auch  eine  Linie  von  Sym- 
metrie. 
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488     £kama:  Di*  Curvtn,  welch*  von  Punkten  von  Ktgeltehnitten,  tÜa 

Um  die  Wendepunkte  zn  bestimmen,  gebranchen  wir  die  For- 
mel (Y),  dies  gibt 

V«-(p-{>  1 

±h'«-(j»-rM(V«+a«)Th'«+(j»-l')«J«* 

={'?"+(p-r)'}i/B(V*+«*)* 

Ist  der  BrenDponkt  der  beschreibende  Punkt,  so  ist  p  «  — ia 
oder 

also 
folglich 

Der  Wert  der  97',  welcher  ans  dieser  Formel  folgt,  ist  imaginär. 
Weiter  ist 

oder 

^'««a{l/5*i— a} 

Dieser  Wert  ist  nur  reell  für  Ä  >  a.  Diese  Punkte  stimmen  über- 
eiu  mit  den  gefundenen  Spitzen,  wenn  die  Parabel  und  der  Kreis 
einander  inwendig  berühren. 


III.  Die  Parabel  wälzt  sich  längs  einer  mit  ihr  congruenten  Parabel, 
während  entsprechende  Elemente  einander  berühren. 

Schon  aus  der  Analogie  mit  den  Fusspunktlinien  wissen  wir, 

dass   der    Brennpunkt  eine    gerade  Linie   durchlaufen   wird,  und 

zwar  die  Richtungslinie  der  Parabel,  während  der  Scheitel  eine  Cis- 
soide  beschreibt,  von  welcher  der  Parameter  a  ist. 

Bestimmen  wir  den  durchlaufenen  Weg  eines  Punktes  der  Pa- 
rabel. In  schiefwinkligen  Goordiuaten  finden  wir  (Fig.  14.)  für 
diesen  Weg,  weil 
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u  =  180^—  (tf — »),      ß  —  2^—  0*      und      y  —  2a  —  m    ist: 
^        Bin2(tf  — ©)  ,    ,       ^.  8in(2tf  — «) 

,     gin(2tf— w)  ^,flin2flr 

Der  beschreibende  Punkt  sei  der  sich  bewegende  Coordinatenanfangs- 
pankt,  also  p  —  0 

^         fl*  —  iy  cos  CD  .    (g^-—  iy  COS  a>)o^  — iy(iy— a*C08tt>) 

X  —  S + 2ij  ^»  ^^,,  _  2 i/a'cos  0)+^         iy» + a'«  —  2 ,7a'  cos  o) 

s  ^*  —  ^  ^^^  *" 

*""^  i?»+a'*-2,7a'C08(» 

g^«  — iy»  o'(iy—  g'cos  m) 

y  "" ''""^iy«+g'«  — 2ijg'co8a)'T'^^«+g'»  — 2i;g'c08a) 

^         iy  —  g*  cos  0» 

^  —  "^   i7«+g'«— 2i?g*cosa) 

fl?        a'  — i^COS© 

y       17  —  g'cos  » 

also 

arcosco+y 

11  «  g — i —^ 

oj  +  ycosc» 

folglich  nach  Sabstitation  dieses  Wertes  in  der  Formel  fttr  x 

,  ,      (gcosctf+y)* 

ac+ycos»«  a'    g  ,  ^ —    '       ,     ^ 
'  '^  »*  +  2fl5yCOSo»+y' 

Gebrauchen  wir  Polarcoordinaten,  so  ist 

sin  ((0—6)        ^  sin  6 

jc  =  r ; und    y  ■=•  r  -: 

Sin  (0  ^         sin  CO 

also 

^  sin((p  —  6) +sin  Ocos  m        ,  ^  {sin  (a»  —  S)  cos  0)+  s'Q  ^}* 

sinw  "^  sin*co 

oder 

rcos  6  -=»  g'  cos*(o> —  ö) 

Sei  ©=«+(»— 90®;  so  ist 

,      sin^e 
r  —  g'  -:— 7 — j — ; 
sin(€+w) 

Diese  Gleichung  geht,  wie  es  gehört,  für  o  »  90®  über  in  jene 
der  Cissoide.    Wir  können  den  gefundenen  Weg  auf  eine  einfache 
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Weise  constrairen,  welche  mit  der  Constniction  der  Gissoide  flber- 
einstimmt.  In  dem  Kreise  (Fig.  15)  ziehen  wir  eine  Sehne  AB  and 
im  Punkte  B  eine  Tangente  am  Kreise.  Wenn  wir  dann  durch  A 
Linien  ziehen,  welche  die  Tangente  und  den  Kreis  schneiden,  so 
mQssen  wir  die  Teile  zwischen  dem  Kreise  und  der  Tangente  setzen 
auf  die  Linien  vom  Punkte  A  ab.  Wenn  wir  die  Enden  dieser  Teile 
mit  einander  verbinden,  bekommen  wir  die  gewünschte  Gurve.  Denn 

^^  ^        sin«  ^        ^_         „  sin  e 

CZ>  =  r  —  CB  -^—, r    oder    CB  «  AB  -7— 

sm(w— 0  sm© 

folglich 

sin*« 

r    ^=  AB  -, ^-r— i ^ 

sin  oosm  (6  +  ^) 

Sei  der  Diameter  des  Kreises  a\  so  ist 

AB  =  a'  sin  o> 

folglich 

sin*€ 
r  ^  a 


sin(t  +  ö») 
Die  Gurve  schneidet  die  Tangente  PQ  einmal,  wenn  €»iu  ist,  hier  ist 

r  =-  Ja'tg« 

Die  Linie  PQ  ist  eine  Asymptote. 


Appendix. 


Wenn  wir  an  eine  gegebene  Gurve  /(§,  t?)  eine  Tangente  und 
aus  einem  bestimmten  Punkte  eine  gerade  Linie,  welche  mit  der 
Tangente  einen  Winkel  cd  macht,  ziehen,  so  können  wir  den  geome- 
trischen Ort  des  Schnittpunktes  dieser  Linien  bestimmen.  Diese 
Aufgabe  kommt  überein  mit  der  Bestimmung  des  geometrischen  Ortes 
des  Schnittpunktes  eines  Winkels,  wenn  die  eine  Linie  immer  durch 
einen  gegebenen  Punkt  geht,  während  die  andere  eine  gegebene 
Gurve  berührt.  Für  diese  Frage  hat  schon  Weinmeister  ^)  eine 
Lösung  gegeben. 

In  einem  geradwinkligen  Goordinatensysteme ,  von  welchem  der 
gegebene  Punkt  der  Anfang  ist,  finden  wir: 

17  — Stgr  ^-ctgT     ,,   ,  .      .      . 

«.  =  tg(r-a,)-t^  =  -tr«7r+t^)(^+*8**8-> 
und 


1)  Schlömilch,  Zeitschrift.     Bd.  XXVIII.  p.  256. 
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Uebertragen  wir  die  Carve  auf]  ein  anderes  System,  dessen  Achsen 

mit  jenen  des  gebrauchten  Systemes  einen  Winkel  90® —  c»  machen; 

so  ist: 

x=      jr,  sin  10+^1  cos  OD 

y  »  _  fl*i  cos  w+yi  sin  CD 
Folglich  wird 

* ""       8ina){l+tg«r)^         Bina>(l+tg*a) 
und 

^       siniö(l  +  tg«T)      sin  (0  (1 +tg«<F)  ^ 

Diese  Formeln  stimmen  mit  den  Formeln  I***  überein.  Hieraus 
folgt,  dass  die  gesachte  Cnrve  mit  der  Fusspunktlinie  in  Bezug  auf 
den  gegebenen  Pnnkt  gleichförmig  ist;  dass  aber  ihre  Parameter 
cosecctf  grösser  sind;  oder  dass  die  gesuchte  Curve  die  Fusspunkt- 
linie einer  Curve,  weiche  der  gegebenen  gleichförmig  ist,  aber  cosec  co 
mal  grössere  Parameter  hat.  So  wir4  z.  B.  die  Ecke  eines  Winkels, 
welcher  sich  auf  solche  Weise  bewegt,  dass  die  eine  Linie  immer 
einen  Kegelschnitt  berührt,  während  die  andere  durch  den  Brenn- 
punkt gebt,  einen  Kreis  beschreiben.  Bei  einer  Parabel  geht  dieser 
in  eine  gerade  Linie  über. 

Amersfoort,  Januar  1889. 
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XIX. 

Ueber  die  Eectification  der  KrümmungslinieD 
auf  Eöhrenflächen. 

Von 

A.  Ahrendt 

in  Rostock. 


In  der  vorigen  Arbeit*)  ist  gezeigt,  dass  die  KrammaDgslinien 
der  Röbreuflächen  sich  in  gewissem  Sinne  als  YeraUgemeinernngen 
der  ebenen  Parallel cnrven  auffassen  lassen.  Für  die  ebenen  Parallel- 
curvcn  findet  nun  eine  einfache  Differentialbeziehang  statt  zwischen 
dem  Bogenelement  fU  und  dem  entsprechenden  Bogenelcment  da  der 
Originalcarve,  nämlich 

de  ^  da{l  +  K^) 

wo  K  das  Ganss'sche  Erümmnngsmass  der  Originalcarve  im  betrach- 
teten Punkte  bedeutet.  Die  folgenden  Zeilen  bezwecken,  ein  Ana- 
logon  dieser  Differentialbeziehang  herzuleiten,  sowie  die  gefundene 
Beziehung  geometrisch  zu  deuten. 

Es  seien  §,  17,  t  die  laufenden  Coordinateu  der  Originaicurve, 
X,  y^  z  die  der  Parallelcurve,  so  ist  die  Gleichung  der  Parallelcurve 

und  aus  der  Bedingung,  dass  Original-  und  Parallelcurve  auf  der- 
selben abwickelbaren  Fläche  liegen  müssen,  deren  Erzeugende  senk- 
recht zur  Originaicurve  stehen,  entspringen  die  Gleichungen: 

*)  Diese  Arbeit  folgt  im  nächsten  Hefte.     (Red.) 


Digitized  by  CjOOQIC 


auf  Röhrenßächen.  443 

(1)  adg+/Jcfi?  +  ydf-0 

(2)  da{ßd^^ydfi)+dß{ydi^adti+dy{üdfi-ßdS)^0 
ftberdies  gilt 

(S)  ««+^«+yt„i 

Weil  niin 

doß  =  di^Qda^      dy  ^  dfi-^-gdß^      d» -^  dj^-}- q dy 

ist,  so  folgt,  falls  man  mit   da  und  ds  entsprechende  Bogenelemonto 
der  Original-  und  ParallelcurTe  bezeichnet: 

ds*  —  da*+2Q{dl^da+dfidß  +  didy)+Q*{da*+dß*+dy*) 

Es  wird  behauptet,  dass  diese  Gleichung  von  der  Form 

ds^  ^  da*,{l+gg)* 

ist    Die  hinreichende  und  notwendige  Bedingung  fttr  diese  Darstell- 
barkeit ist: 

{da*+dß*+dy*)da*  =  {cC^da+dr^dß^didyy 

-  (da*-^dß*'\'dy*)d9*-Z(d^dß--dfi  da)* 
d.  h. 

Z(4^dß'~drida)  =  0 

Fttr  o,  ßy  y  galten  nun  die  Bedingungen,  von  denen  man  (3)  und  (1) 
auch  in  der  Form  schreiben  kann: 

ada-\'ßdß'\-ydy  =  0 

aus  diesen  Gleichungen  und  aus  (2)  folgt: 

da,d<S* dl.{tt.d^i+ß.d?fi-\^y.d^^ 

dß,dc*  =  -'dfi,(a.d*'^-\-ß.d*rj  +  y.d*t) 

Hieraus  ergiebt  sich  unmittelbar 

i:(dadri—dßdi)*  «  0 
und  daher  ist 

(4)  ds=^dca+g,Q) 

dad^  +  dßdrj  +  dydl: 

(5)  g ^, 
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Die  80  definirte  Grösse  g  bedeutet  die  geodätische  ErüminaDg 
der  Originalcurve,  falls  man  sie  als  auf  der  zu  Grunde  gelegten  ab- 
wickelbaren Fläche  A  gelegen  ansieht.    Denn  das  System 

kann  man  als  Gleichung  der  Torse  A  ansehen,  falls  man  q  aU 
zweiten  Parameter  nimmt.  Die  Coordinatencurveu  sind  dann  einer- 
seits die  Erzeugenden  der  Torse,  andererseits  die  Schaar  der  Parallel- 
curven.  Die  Coordinatencurveu  schneiden  sich  orthogonal.  Dem- 
nach ist*) 

1^  dVE 

die  geodätische  ErQmmung  einer  Curve  q  »-  Gonst.  E  und  G  be- 
deuten die  Gaass'schcn  Grössen. 

Führt  man  diese  Werte  in  den  Ausdruck  für  g^  ein,  und  setzt  p  » 0, 
so  folgt  gQ  =»  ^,  und  dies  war  zu  beweisen. 

Man  ersieht  hieraus,  in  welcher  Weise  die  Formel  für  ebene 
Parallelcurven  sich  specialisirt.  Da  dann  nämlich  die  Torse  zur 
Ebene  wird,  so  geht  die  geodätische  Krümmung  in  die  gewöhnliche 
über. 

Man  kann  aus  der  soeben  gefundenen  Grundformel  noch  eine 
geometrische  Beziehung  herleiten.    Durch  IntegratioD  folgt: 


a 

—  <T+p  /  gdo  «»  o  +  a^ 


und  das  doppelte  Zeichen  entspricht  den  beiden  Zweigen  der 
Parallelcurve.  Die  Grösse  o^  giebt  also  an,  um  wieviel  grösser 
oder  kleiner  der  Bogen  des  Parallelcurvenzweiges  ist  als.  der  ent- 
sprechende Bogen  der  Orii^inalcurve.  Den  Bogen  oi  kann  man  dar- 
stellen als  Schnitt  einer  Kugel  vom  Radius  g  mit  einem  Kegel, 
dessen  Spitze  im   Centrum  der  Kugel  liegt,   und  dessen  Erzeugende 


1)  Knoblauch,  Fläcbentheorie,  §  90. 
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parallel  sind  den  Erzeugenden   der  Torse  Ä.    Denn   die  Gleichung 
des  so  definirten  Kegels  ist 

x  =  Qa,    y  =  oft    «  =  Qy 

wo  Q  vorläufig  zweiter  Parameter  ist    Das  Bogenelement  der  Curre 
Q  =  Gonst.  ist  also: 

nach  früheren  Beweisen  ist 


yda*+dß^  +  dy*  =g,do 
also 


dies  war  zu  beweisen. 


Man  ersieht  leicht,  wie  diese  Darstellung  sich  fQr  Parallelcurven 
ebener  Curven  und  für  ebene  Parallelcurven  gestaltet;  im  ersten 
Falle  wird  der  genannte  Kegel  zum  Kreiskegel,  im  zweiten  zur 
Ebene.  In  beiden  Fällen  sind  die  Bögen  a^  Teile  von  Kreisbögen, 
oder  auch  ganze  Kreise. 

Schliesslich  ergiebt  sich  noch  das  Resultat,  dass  die  Krümmungs- 
linien einer  und  derselben  Röhrenfläche  constanten  Umfang  haben, 
nämlich  den  doppelten  Umfang  der  Originalcurve.    Denn  die  Längen 

der  Zweige  sind: 

#'  —  a  +  ai 

mithin 

«=-«'+#"  =  2a 

Ebenso  lässt  sich  nachweisen,  dass  das  Areal  der  abwickelbaren 

Fläche  A  zwischen  den  beiden  Zweigen  der  Parallelcurve  constant 

ist,   welche  von  den  unendlich   vielen  abwickelbaren  Flächen  auch 

genommen  wird.    Denn  das  Element  des  Areals,  begrenzt  von  zwei 

benachbarten  Curven  q  »  Const.  und  zwei  benachbarten  Normalen, 

ist:  • 

dF*  '^  dadg-^-ggdadg 

dF"  ^  dadQ  —  QgdadQ 


also 


JP  ^     ^^ 


^'  '^  J  J  dodQ+  J  J  QgdadQ 

00  0  00  ^ 
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F"  -^  I     I  dodQ-^  I    I  ggdtdQ 
tfo       0  tfo       0 

Dieser  Aosdnick    hängt  nicht  von   der  Wahl    der   abwickelbaren 
Fläche  ab. 

Für  das  Volamen  der   Röhrenfläcbe  findet  man  in  ähnlicher 
Weise  die  bekannte  Formel 

Vol  —  p'wCflr  — «o) 
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XX. 


Vielecke,  deren  Höhenlote  sich  in  einem  Punkte 

schneiden. 


Von 

R.  Hoppe. 


Versteht  man  unter  der  Höhe  eines  (2yi4~l)  o<^  ^^^  oioer  Seite 
als  Basis  das  Lot  von  der  Gegenecke  auf  diese  Seite,  so  bilden  die- 
jenigen (2n-fl)ecke,  deren  Höhenlote  sich  in  einem  Punkte  treffen, 
eine  specielle  Glasse  von  bemerkenswerten  Eigenschaften,  die  wir 
hier  untersuchen  wollen. 

Der  Höhenschnittpunkt  C  sei  Anfang  der  rechtwinkligen  xy  und 
und  der  Polarcoordinaten  gip.  Die  kte  Ecke  Am  habe  die  Goordi- 
naten  Qkq>k  und  auf  der  Gegenseite  (h  '^Ak^nAk-i-u^i)  den  Höhen- 
fusspunkt  Bk.  Die  Projection  des  Dreiecks  CAkAk^i  auf  beide  Axen 
ergibt  die  Relationen: 

Qk-n  cos  qpjk^-i  —  ^»cos  tpk + fc+n+i  sin  qnc-^n^i     I  ,^ 

(>jfc+i  sin  <pk^i  =•  Qk  sin  (pk — h-^-n^i  cos  (fk^^i    ' 

woraus  durch  Elimination  von  /jkfnfi: 

Qk^l  cos  (gJJkf  1  —  q>k^n-^l)  =  Qk  cos  {(pk  —  g?k+»«+0  (2) 

Setzt  man  ik »  1,  2,  . . .  2n4-l9   80  ergibt  das  Product  aller  Glei- 
chungen eine  Identität 

Daraus  folgt,  dass  man,  um  ein  solches  Vieleck  zu  construiren, 
sämtliche  (pk  und  ein  Qk  willkürlich  annehmen  kann.  Zeichnet  man 
dann,  von  einem  beliebigen  Ak  anfangend,  alle  Seiten  der  Reihe  nach, 
jede  normal  zum  nächsten  Höhenlot,  so  gelangt  man  stets  auf  Ak 
zurück. 
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Nun  ist  jedes  der  Vierecke  Bk^uCBkin^iAu  ein  Ereissehnen- 
viereck,  da  die  Winkel  bei  den  B  rechte  sind;  daher  ist  der  Winkel 
bei  C  gleich  dem  Anssenwinkel  des  Vielecks  bei  Au,  Nennt  man 
letztem  au^  so  hat  man: 

g>Jk+n+l  —  ifHn  —  Ctjc  (3) 

Setzt  man  in  den  2  Gl.  (1)  h  —  l  für  k  and  eliminirt  Qk^i^  Qk, 
^t-i  zwischen  allen  4  Gleich nngen,  so  kommt: 

i*+»+i  cos  (q>k  f  M  f  1—  (pk  f  i)  sin  ig>k  —  <p»-i)  = 

h^ncos  (<p»+«  —  q>k-i)  sin  (yt^-i  —  g>») 

Drückt  man  nach  der  Formel  (3)  die  Dififerenzen  der  9  in  «  aas 
nnd  setzt  ib—n  für  ib,  so  findet  man: 

&4.isinfl5cos(«jkf2+a*+8+  .  . .  ok+w+i)  =• 

h  sin  «i+i  cos  (a» + ait+i  +  •  •  •  «*+*)  (4^) 

Die  hierin  für  ä;  ==  1,  2,  ...  2n4-l  enthaltenen  Gleichungen  geben 
vermöge  der  Relation  ffj  +  <'s+  •  •  •  <y2H-|-i  »  4R  ein  identisches  Pro- 
dnct.  Demnach  gibt  es  2n  Relationen  zwischen  den  Seiten  nnd  Win- 
keln des  Vielecks  als  Bedingangen  des  gemeinsamen  Höhenschnitts, 
nnd  zwar  keine  Bedingungen  für  die  Winkel ,  ausser  der  bekannten 
Summe  aller,  Sind  letztere  gegeben,  so  sind  die  Seitenverhältnisse 
eindeutig  bestimmt.  Sind  die  Seiten  gegeben,  so  sind  die  Gleichungen 
zur  Bestimmung  der  Winkel  der  Zahl  nach  gerade  ausreichend;  die 
Bedingungen,  unter  denen  sie  reell  werden,  würden  weitere  Unter- 
suchung erfordern. 
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Litterarischer  Bericht 

XXIX. 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Coars  d'anaiyse  do  rficole  Polytechnique.  Par  Ch.  Sturm, 
Membre  de  Tlnstitut  Kcva  et  corrig6  par  E.  Prouhet,  Rep^titeur 
d'analyse  k  r£cole  Polytechnique,  et  aagment6  de  la  th^orio  ^1^- 
mentaire  des  fouctions  elliptiques  par  H.  Laurent.  Neuvi^me  Mi- 
tion,  revue  et  mise  au  conraut  du  nouveau  programmo  de  la  Licence 
par  A.  dhe  Saint-Germain,  Professeur  ä  le  Falcult^  des  Sciences 
de  Caen.    Paria  1888.    Gauthier-Villars  et  fils.    1220  S. 

Die  erste  Ausgabe  ist  von  Prouhet  nach  dem  Manuscript  von 
Sturm  in  dessen  Auftrage  bearbeitet.  Bald  nach  Beginn  dieser  Ar- 
beit starb  Sturm.  Die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  kam 
später  hinzu.  Der  gegenwärtigen  Ausgabe  geht  eine  Lebensbeschrei- 
bung Sturm's  voraus.  Karl  Sturm,  geboren  1803  in  Genf,  ausge- 
bildet an  der  Akademie  daselbst  von  Schaub,  Dufour  und  Lhuilier, 
vrar  anfangs  Privatlehrer ,  von  1825  an  in  Paris,  wo  besonders 
Arago,  Ampere  und  Fourier  an  seinen  Arbeiten  Interesse  nahmen, 
ward  1830  Professor  der  Mathematik  am  College  Roll  in,  1836  Mit- 
glied der  Akademie  der  Wissenschaften,  1838  Repetitor,  1840  Pro- 
fessor an  der  Polytechnischen  Schule  und  Lehrer  der  Mechanik  an 
der  Sorbonne  an  Poisson's  Stelle,  erhielt  von  vielen  Seiten  Aus- 
zeichnungen und  starb  1855  in  Paris.  Schriften  von  ihm  werden  46 
anfgefahrt. 

Stnrm's  Ruf  gründet  sich  nicht  allein  auf  seine  wissenschaft- 
lichen Leistungen ,  auch  die  Klarheit  seines  Vortrags  wird  laut  der 
Biographie  sehr  gerahmt.    Da  letztere  in  einem  Lehrbuche  wie  dem 

Areh.  d.  Math.  «.  Phys.    2.  Beihe,  Teil  VIII.  1 
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vorliegenden  von  besonderer  Wichtigkeit  ist,  so  können  wir  nicht 
mit  Nachsicht  darüber  hinweggehen,  wenn  der  ansdrttcklich  als  Fnn- 
damentalsatz  der  Analysis  bezeichnete  Satz,  nach  8  Revisionen  die  er 
erfahren  hat,  völlig  nnklar  ausgesprochen  ist  nnd  ein  gänzliches 
Mis verstehen  von  Seiten  des  Verfassers  kund  gibt    Er  lautet: 

„Si  denx  quantit^s  qui  varient  simoltan^ment  restent  constam- 
ment  Egales  entre  elles,  dans  tous  les  ^tats  de  grandenr  par  lesqnels 
elles  passent,  et  si  Ton  sait  qne  l'ane  d'elles  tend  vers  une  limite, 
il  est  Evident  qne  Taatre  tend  aussi  vers  la  m§me  limite  on  vers 
une  limite  6gale  ä  celle-lä/' 

Offenbar  sind  2  Variable,  die  bei  ihrer  Variation  einander  stets 
gleichbleiben,  nichts  weiter  als  eiue  Variable  zweimal  gedacht.  Der 
Satz  sagt  also,  dass  diese  Variable  beim  zweiten  Denken  noch  den- 
selben Grenzwert  hat,  den  sie  beim  ersten  Denken  hatte.  Das  ist 
ein  Satz,  desssen  Inhalt  null  ist,  und  daraus  folgt,  dass  jeder  Beweis^ 
der  sich  auf  deuselbeo  als  notwendiges  Glied  stützt,  falsch  sein 
muss.  So  ist  denn  die  gesamte  Analysis  nach  Darstellung  des  Ver- 
fassers, sofern  sie  sich  angeblich  daraufstützt,  auf  lauter  Trugschlüsse 
gebaut. 

Der  obige  Satz  geht  aus  demjenigen  Fundameutalsatze,  an  dessen 
Stelle  er  steht,  durch  eine  wunderliche  Verwechselung  hervor.  Der 
richtige  Satz  lautet:  Zwei  Constante,  welche  Grenzwerte^einer, 
gleich  variirenden  Grösse  sind,  siod  einander  gleich.  Statt  aber 
zwei  Constante  und  eine  Variable  zu  betrachten,  nimmt  Sturm  zwei 
Variable  und  eine  Constante;  statt  zwei  Dinge  durch  ein  Band  za 
verknüpfen,  wird  hier  ein  Ding  durch  zwei  Bänder  mit  sich  selbst 
verknüpft 

Dass  Sturm  seinen  Satz  evident  nennt  und  nicht  beweist,  ist 
ganz  natürlich.  Er  gibt  dafür  eine  Anwendung  von  demselben,  die 
wir  als  bestätigendes  Beispiel  unserer  Aussage,  dass  jede  solche 
einen  Trugschluss  enthaltea  muss,  anführen  wollen.  Seien  /,  «,  r 
Fläche,  Umfang,  Radius  eines  Kreises,  /n,  «h,  r  die  eines  umschrie- 
benen regelmässigen  necks;  dann  ist/n  »  ir«n.  Weil  nun  der  Kreis 
Grenze  des  Vielecks  sei,  folgert  Sturm,  sei  vermöge  seines  Satzes 
f^^rs.  Dies  stimmt  aber  wie  man  sieht  gar  nicht  mit  jenem 
Satze;  denn  dieser  sagt  nur,  dass,  wenn  lim/n— /",  auch  llmir*«=/ 
ist  und  umgekehrt,  während  ^rs  ganz  unberührt  und  unbekannt 
bleibt.  Verhüllt  wird  der  handgreifliche  Fehler  bloss  durch  die  vage 
vulgäre  Vorstellung  von  der  Grenze,  ein  Begriff  der  anfänglich  richtig 
definirt,  hier  aber  nicht  dementsprechend  angewandt  wird.  In  Wirk- 
lichkeit genügt  eine  Grenzrelation  nicht  zur  Folgerung  /«  \r»\   es 
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mass  ausser  /  auch  \r8  als  Grenze  von/n,   oder,  was  dasselbe  ist, 
9  als  Grenze  von  8n  bekannt  sein. 

Auf  die  Erörterung  des  Grenzwerts  folgt  noch  besonders  einiges 
Aber  den  Begriff  der  unendlich  kleinen  Grössen,  beginnend  mit 
den  Worten: 

yjiorsqu*  une  quantit^  variable  prend  des  valeurs  de  plus  en 
plus  petites,  de  maniSre  qu'elle  puisse  devenir  moindre  que  toute 
quantit^  donnäe,  on  dit  qu'elle  devient  infiniment  petite/^ 

Dem  wird  hinzugefügt,  dass  die  Unendiichkleine  wesentlich  eine 
Yariable  ist,  die  den  Grenzwert  0  hat  Letztere  Angabe  würde  zur 
Definition  genügen,  vorausgesetzt,  dass  der  Grenzwert  vorher  definirt 
ist.  Die  angeführte  Stelle  aber  ist  durchaus  unklar,  geht  um  den 
Sinn  und  Gebrauch  des  Wortes  herum  ohne  ihn  zu  treffen.  Wenn 
in  der  Analysis  von  unendlich  kleinen  Grössen  die  Rede  ist,  sagt 
man  nicht,  dass  irgend  welche  Grössen  unendlich  klein  werden, 
sondern  man  nennt  jene  Yariabele  einfach  „unendlich  klein^^;  dem 
factischen  Gebrauche  nach  (welcher  keine  Licenz,  sondern  völlig  exact 
ist)  sind  sie  also  unendlich  klein.  Was  unendlich  klein  ist,  dar- 
über fehlt  jede  Angabe  in  jener  Stelle,  die  doch  gewiss  eine  Er- 
klärung sein  soll;  der  Begriff  bleibt  rätselhaft  und  dunkel. 

Das  Angeführte  zeigt  wol  zur  Genüge,  dass  das  Buch  Anfängern 
der  Analysis  nicht  zu  empfehlen  ist.  Es  besteht  aus  2  Bänden;  im 
ersten  ist  die  Differentialgleichung  mit  Anwendung  auf  Reihen  und 
Gnrven,  im  zweiten  die  Integralrechnung  mit  Anwendung  auf  krumme 
Flächen  behandelt.  Hoppe. 


Abhandlungen  aus  der  reinen  Mathematik  von  N.  Yandermonde. 
In  deutscher  Sprache  herausgegeben  von  Carl  Jtzigsohn.  Berlin 
1888.    Julius  Springer.    104  S.  Text  und  4  Zahlentafeln. 

Es  werden  uns  im  Yorliegenden  4  Abhandlungen  aus  dem  vorigen 
Jahrhundert  durch  deutsche  Ausgabe  näher  gerückt,  in  einer  Zeit, 
die  geneigter  ist  die  Genialität  der  darin  ausgeführten  Gedanken  zu 
würdigen  als  die  vergangene,  die  mehr  Yollendung  oder  sicherere 
Gewährleistung  verlangte.  Die  erste  Abhandlung  „über  die  Auflösung 
der  Gleichungen^^  betrifft  die  verschiedenen  Auffassungen  der  alge- 
braischen Gleichungen.  Die  zweite  „über  die  irrationalen  Grössen 
verschiedener  Ordnung  nebst  einer  Anwendung  auf  den  Ereis^'  geht 
von  einer  Erweiterung  des  Potenzbegriffs  aus.  Statt  eines  Products 
gleicher  Factorcn  wird  das  Product  einer  endlichen  arithmetischen 
Reihe  gesetzt,  deren  mte  Differenz  null  ist.    Die  Bedeutung  negativer 
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und  Null-Exponenten  liegt  anf  der  Hand;  die  Einfahrnng  gebrochener 
Exponenten  beschränkt  sich  hier  anf  den  Exponenten  |;  hierzn  dient 
der  Kreis.  Als  dritte  Schrift  folgt  nun  ein  Bericht  Ober  vorstehende 
Abhandlang  aus  den  historischen  Notizen  der  Königl.  Akad.  der 
Wiss.  zu  Paris  1772.  Dieser  legt  Gewicht  darauf,  dass  die  Irratio- 
nalzahl n  einen  analogen  Ursprung  mit  der  irrationalen  Potenz- 
wurzel erhalten  hat,  und  sagt,  durch  diese  Arbeit  sei  ein  neuer  Weg 
eröffnet,  und  Vandermonde  werde  jederzeit  gerechton  Anspruch  auf 
die  ruhmvollen  Erfolge  haben,  die  man  in  späterer  Zeit  dadurch  er- 
zielen werde.  So  hoch  man  nun  aber  den  originellen  Gedanken  des 
Verfassers  auch  schätzen  mag,  so  ist  doch  letztere  Aeusserung  etwas 
zu  phantastisch.  Zunächst  ist  der  Weg  der  Untersuchung  kein  of- 
fener, solange  die  Probleme,  von  denen  er  abhängt,  nicht  sichtlich 
lösbar  sind.  Wären  sie  aber  auch  gelöst,  so  kann  der  eine  Fall 
der  Zahl  n  kaum  irgend  eine  Wahrscheinlichkeit  bieten,  dass  die 
analogen  Irrationalen  mit  den  Zielen  der  Analjsis  in  Beziehung  ste- 
hen. Die  vierte  Abhandlung  „über  die  Elimination^^  zeigt  den  Weg 
der  Entdeckung  der  Determinantentheorie  in  der  Forschungsweise 
des  Verfassers.  H. 


Ein  Beitrag  zur  Theorie  der  Ordnungstypen.  Von  Dr.  Her- 
mann Cuno  Schwarz.    Halle  a.  S.    1888.    H.  W.  Schmidt    43  S. 

Das  Vorliegende  schliesst  sich  an  eine  Arbeit  von  Georg  Cantor 
an,  welcher  auch  den  Namen  Ordnungstypen  eingeführt  hat  Der 
Gegenstand  ist  eine  Menge  nach  begrenzt  vielen  Dimensionen  ge- 
ordneter Elemente,  die  zwar  nicht  durch  Beschaffenheit,  aber  durch 
ihren  Rang  (Ordinalzahl)  unterschieden  sind.  Hierin  liegt  in  der 
Tat  eine  specielle  Beschränkung  des  Themas;  denn  eine  Menge  kann 
auch  nach  einem  Gesetze  geordnet  sein  derart,  dass  sich  die  Dimen- 
sionen beständig  mehren.  Das  Gegenwärtige  stellt  sich  die  Aufgabe, 
über  die  Menge  aller  derjenigen  Ordnungstypen  Aufschlus  zu  geben, 
welche  auf  dieselbe  Cardinalzahl  führen,  so  wie  über  daran  sich  an- 
knüpfende Fragen.  Es  ergiebt  sich ,  dass  die  Untersuchung  betref- 
fend beliebig  viele  Dimensionen  sich  auf  die  für  2  Dimensionen  re- 
ducirt.  Schliesslich  wird  auf  eigentümlich  definirte  Reihensummen 
Anwendung  gemacht  H. 


Carl  Friedrich  Gauss'  Untersuchungen  über  höhere  Arith. 
metik.  (Disquisitiones  arithmeticac.  Theorematis  arithmetici  demon- 
stratio nova.  Summatio  quarumdam  serierum  singularium.  Theore- 
matis fundamentalis  in  doctrina  de  residuis  quadraticis  demonstra- 
tiones  et  ampliationes  novae.    Theoria  residuorum  biquadraticorum, 
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commentatio  prima  et  secunda.    Etc.)    Deutsch  herausgegeben  von 
H.  Maser.    Berlin  1889.    Julius  Springer.    695  S. 

Das  Buch  enthalt  in  der  Originalausgabe  der  gesamten  Werke 
wie  in  der  Uebersetzung  die  Zahlentheorie  von  den  £lementen  be- 
ginnend auf  dem  Standpunkte ,  auf  den  sie  Gauss  erhoben  hat  Es 
ist  darin  kein  Unterschied  gemacht,  ob  Teile  schon  vor  ihm  bekannt 
waren.  Er  hat  die  Werke  seiner  Vorgänger  wie  er  sagt  nicht  vor- 
her gelesen,  sondern  alles  selbst  entdeckt,  daher  manches  nach  an- 
derer Methode  hergeleitet  Die  Abschütte  sind;  Von  der  Congruenz 
der  Zahlen  im  allgemeinen;  von  der  Congruenz  ersten  Grades;  von 
den  Potenzresten ;  von  den  Cougruenzen  2.  Grades ;  von  den  Formen 
und  unbestimmten  Gleichungen  2.  Grades;  verschiedene  Anwendun- 
gen ;  Aber  diejenigen  Gleichungen,  von  denen  die  Teilung  des  Kreises 
abhängt;  neuer  Beweis  eines  arithmetischen  Satzes;  Summirung  ge- 
wisser Reihen  von  besonderer  Art;  neue  Beweise  und  Erweiterungen 
des  Fundamentalsatzes  in  der  Lehre  von  den  quadratischen  Resten; 
Theorie  der  quadratischen  Reste,  2  Abhandlungen;  einige  Unter- 
suchungen aus  dem  handschriftlichen  Nachlasse  von  Gauss     H. 


Lehrbuch  der  Differential  •Gleichungen.  Von  Dr.  Andrew 
Russell  Forsyth,  Professor  am  Trinity  College  zu  Cambridge. 
Mit  einem  Anhango:  Die  Resultate  der  im  Lehrbuche  angeführten 
Uebungsaufgaben  enthaltend,  herausgegeben  von  H.  Maser.  Auto- 
risirte  Uebersetzung.  Braunschweig  1889.  Friedrich  Vieweg  und 
Sohn.    742  S. 

Das  Buch  enthält  der  Reihe  nach:  als  Einleitung  die  allgemei- 
nen Beziehungen  zwischen  den  Differentialgleichungen  und  ihren 
Lösungen y  dann  Differentialgleichungen  der  1.  Ordnung;  allgemeine 
lineai:e  Gleichung  mit  constanten  Coef&cienten;  vermischte  Metho- 
den; Integration  durch  Reihen;  die  hypergeometrische  Reihe;  Lö- 
sung durch  bestimmte  Integrale ;  gewöhnliche  Differentiale  mit  mehr 
als  2  Veränderlichen;  partielle  Differentialgleichungen  erster,  dann 
zweiter  und  höherer  Ordnung.  Mit  der  Theorie  sind  viele  Uebungs- 
aufgaben, Aber  das  ganze  Buch  zerstreut,  mehr  als  800,  verbunden 
und  im  Anhang  jedes  Abschnitts  die  Resultate  oder  Andeutungen 
zur  Lösung  gegeben.  Bei  der  Wahl  der  Methoden  wird  dem  prak- 
tischen Interesse  vor  dem  theoretischen  der  Vorzug  zugeschrieben. 
Die  Uebersetzung  entspricht  der  2.  Ausgabe  von  Forsyth's  Werke 
„A  treatise  on  differential  equations^^,  welche  sich  indes  nur  unbe- 
deutend von  der  ersten  unterscheidet  H. 
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Zum  Gesetz  der  grossen  Zahlen.  Untersnchang  der  Ziehnngs- 
ergebnisse  der  Prager  und  Brünner  Lotterie  vom  Standpunkte  der 
Wahrscheinlichkeitsreehonng.  Von  £ ma nuel  C z n ber.  Prag  1889. 
Dominicns.   41  S. 

Der  Mittelwert  von  vielen  gleichmöglichen  Werten,  resp.  wo 
begünstigende  Ursachen  einspielen,  von  den  mit  ihren  Chancen  mnl- 
tiplicirten  Werten  heisst  gewöhnlich  der  mathematisch  wahrschein- 
liche Wert.  Ebenso  läset  sich  die  wahrscheinliche  Abweichung  von 
diesem  Mittelwerte  berechnen.  Das  Gesetz  der  grossen  Zahlen  sagt 
nun  aus,  dass  der  Umfang  der  Abweichungen  far  unendliche  Anzahl 
von  Fällen  unendlich  klein  wird.  Er  hat  offenbar  keinen  theoreti- 
schen Grund,  sondern  beruht  rein  auf  Erfahrung.  Der  Verfasser 
hat  nun  die  aufgezeichneten  Ergebnisse  der  Prager  und  Brünner 
Lotterie  benutzt  um  es  zu  prüfen  und  gefunden,  dass  der  wirkliche 
Umfang  der  Abweichungen  weit  kleiner  ist  als  die  wahrscheinliche 
Abweichung.  Es  werden  eine  Anzahl  Wahrscheinlichkeitsfragen  be- 
rechnet, z.  B.:  Nach  wievielen  Ziehungen,  deren  jede  nur  einen  be- 
stimmten Teil  der  vorhandenen  Numem  umfasst,  werden  alle  Numern 
erschöpft  sein?  —  dann  das  Rechnungsresultat  mit  den  Beobach- 
tungen verglichen.  H. 


Orundriss  der  Theorie  der  Zinsrechnung.  Von  Dr.  Heinrich 
Bleicher.    Mit  Tabellen.    Berlin  1888.    Julius  Springer.    75  S. 

In  der  Einleitung  werden  die  Begriffe  normirt  und  die  3  hier 
behandelten  Fälle:  1)  einfacher  Zins  bei  dauernder  gleichen  Rente 
2)  2jinse8zins  bei  wachsendem  Capital  ohne  Rente  3)  Aufzehrung  des 
Gapitals  bei  gleichmässigem  Zuschlag  zur  Rente  —  erörtert,  dann 
einzeln  deren  Theorie  entwickelt,  und  am  Schlüsse  Tabellen  ge- 
geben über  Zinsfactoren  für  ein  Jahr  nach  Monaten  und  auch 
Tagen  innerhalb  eines  Monats,  Zins-  und  Discont-Factoren  für  den 
Schluss  des  Jahres,  Tafeln  zur  Ueberführung  discontinuirlicher  Ver- 
zinsung in  continuirliche  und  umgekehrt  H. 


Lehrbuch  der  politischen  Arithmetik  für  höhere  Handelsschulen 
(Handelsakademien)  und  zum  Selbstunterricht  bearbeitet  von  F.  8. 
Holzinger,  Professor  an  der  öffentlichen  Handelsakademie  in  Linz. 
Braunschweig  1888.    Vieweg  und  Sohn.    156  S. 

Das  den  Lehrplänen  entsprechend  für  die  3.  Classe  der  Handels- 
akademien von  Wien,  Prag,  Linz,  Innsbruck  u.  a.  bearbeitete  Lehr- 
buch behandelt  nach  einander:  als  Einleitung  die  einfache  Zinsrech- 
nung, dann  die  Zinseszins-  und  Zeitrentenrechnung,  Anlehonscours 
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and  Construction  von  Amortisations-Plftnen ,  Construction  von  Lot- 
torie-Anlebens-Plänen,  Wahrscheinljchkeits-  nnd  Lcibrentenrechnnng, 
Capitalsversicherung,  Yerbindungsrenten  (von  der  Verbindung  zweier 

Personen  abhangend)  und  gibt  Tabellen  für  l<^«(l±fQö)  \^— lOö)  * 

l-|-i+**>~)  Sterblichkeit  und  die  davon   abhängigen  Renten.    Es 

ist  ganz  zweckmässig,  dass  bei  specieller  Rechnung  nicht  die  allge- 
meine Formel,  sondern  die  Methode  eingeübt  wird.  Eine  Unklarheit 
macht  sich  im  Anfange  des  Buches  bemerklich,  wo  gesagt  wird:  wenn 
ein  Capital  c  zm  p  proc.  n  Jahre  einfach  verzinst  würde,    so  wäre 

es  nach  diesen  n  Jahren  auf  ^  +  T(ä7)    angewachsen.      Dies   ist    ein 

Widerspruch ;  denn  wenn  das  Capital  wüchse,  so  würden  zufolge  des 
Vordersatzes  auch  seine  jährlichen  Zinsen  wachsen.  Wäre  diese 
unlogische  Redeweise  im  geschäftlichen  Verkehr  in  Gebrauch,  so 
hätte  umsomehr  das  Lehrbuch  die  Pflicht  darüber  Aufklärung  zu 
geben  und  sich  selbst  wenigstens  exact  auszudrücken.  H. 


Aufstellung  von  n  Königinnen  auf  einem  Schachbrett  von  n* 
Feldern,  derart  dass  keine  von  einer  andern  geschlagen  werden  kann. 
(Von  n  «  4  bis  n  «  10.)  Von  Dr.  August  Pein,  Oberlehrer  an 
der  Realschule  zu  Bochum.  Mit  7  Figurentafeln.  Leipzig  1889. 
Gustav  Fock.    40.    62  S. 

Die  bezeichnete  Aufgabe  ist  für  specielle  Zahlen  n  bis  n  »  8 
von  mehrern  Mathematikern  behandelt  und  gelöst  Es  werden  deren 
genannt :  Grauss  (nnd  Schumacher),  Nauck,  Natani,  Günther,  Glaisher, 
De  la  NoS.  Zu  deren  Arbeiten  fügt  die  gegenwärtige  als  neu  hinzu 
352  Lösungen  für  n  »  9  und  724  Lösungen  für  n  »» 10.  An  der 
Vollständigkeit  der  erstem  hat  der  Verfasser  keinen  Zweifel,  letztere 
Zahl  hält  er  noch  für  unsicher.  Analytische  Lösungen  hat  noch 
keiner  der  Vorgänger  gegeben,  und  die  gegenwärtige  Bearbeitung 
geht  auf  keine  solche  aus.  In  dieser  Hinsicht  war,  wie  es  scheint, 
Günther  der  erste,  welcher  die  analytische  Gestaltung  des  Problems 
als  eigentliches  Ziel  ins  Auge  fasste  und  soviel  erreichte,  dass  das 
Verfahren  der  Ausschliessung  eine  bedeutende  Vereinfachung  und 
UebersichÜichkeit,  daher  auch  grössere  Sicherheit  gewann.  Hierzu 
fügte  Glaisher  noch  eine  Verbesserung.  Der  Verfasser  hat  diese 
Methoden  zur  Lösung  in  Anwendung  gebracht,  der  Standpunkt  des 
Problems  ist  dabei  derselbe  geblieben.  Der  Inhalt  der  Schrift  be- 
steht in  der  Vorführung  aller  Betrachtungen ,  welche  zur  Auffindung 
und  Vervielfältigung  der  Lösungen  als  bekannt  zur  Verfügung  ste- 
hen, und  der  tabellarischen  Aufstellung  der  Resultate.  H. 
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Praktische  Anleitung  zor  algebraischen  Entwickel^ng  und  Lö- 
sung der  Gleichungen  der  höheren  Grade  nebst  Uebungsbeispielen. 
Von  A.  Redlich.    Breslau  1888.    G.  P.  Aderholz.    4«.    88  S. 

Die  Schrift  handelt  ausschliesslich  von  solchen  Gleichnngeo, 
deren  Wurzeln  reelle  rationale  Zahlen ,  und  zwar  zunächst  ganze 
Zahlen,  dann  auch  mit  einer  oder  2  Decimalbruchstellen,  sind,  so 
dass  das  von  x  freie  Glied,  hier  n  genannt,  als  Product  der  Wurzeln 
sämtliche  mögliche  Wurzeln  anzeigt.  Alle  Gleichungen  mit  derselben 
Zahl  n  heissen  zusammen  das  System  von  n.  Da  in  ihnen  dieselben 
Wurzeln  wiederholt  vorkommen,  so  ergeben  sich  Beziehungen  zwi- 
schen höhern  und  niedem  Gleichungen,  mit  denen  hier  viel  operirt 
wird,  ohne  dass  allgemeine  Gesichtspunkte  ans  Licht  gezogen  wer- 
den. Ob  jemand  solcherlei  Uebungen  instructiv  findet,  möchte  zwei- 
felhaft sein.  Dabei  ist  die  Sprache  weder  exact  noch  leichtfasslich 
die  Meinung  des  Verfassers  muss  man  oft  erst  aus  der  nachfolgen 
den  Anwendung  erraten,  während  doch  Dinge,  die  kaum  oder  nur 
einmal  gesagt  zu  werden  brauchten,  beständig  wiederholt  werden. 
Die  auf  dem  Titel  genannten  Uebungsbeispiele  sind  nirgends  als 
solche  bezeichnet;  Beispiel  ist  zwar  alles,  aber  das  Aufgestellte  deutet 
keine  weitere  Frage  an.  H. 


Erd-  und  Himmelskunde. 

Die  mathematischen  Theorien  der  Planeten-Bewegungen  darge- 
stellt von  Dr.  Otto  Dziobek,  Privatdocent  an  der  Eönigl.  techni- 
schen Hochschule  zu  Berlin-Charlottenburg.  Leipzig  1888.  Johann 
Ambrosius  Barth.    305  S. 

Das  vorliegende  Werk  ist  als  bestimmt  fttr  Unterweisung  ein 
grundlegendes  wie  wir  noch  kein  andres  besitzen.  Es  behandelt 
einen  abgegrenzten  Teil  der  Astronomie  vollkommen  geschieden  von 
der  Praxis  ausschliesslich  als  mathematisches  Problem.  Was  die 
Grenzen  betrifft,  beschränkt  es  sich  auf  die  Berechnung  der  Be- 
wegung von  Sonne  und  Planeten,  diese  als  Punkte  betrachtet,  schliesst 
also  deren  Rotationen,  Satellitenbewegungen  u.  a.  aus.  Mathemati- 
sche Vorbildung  mit  Inbegriff  der  Principien  der  Integralrechnung 
wird  vorausgesetzt,  dagegen  keine  Eenntniss  von  Einführungen,  die  be- 
sonders der  Astronomie  angehören.  Alles  nun,  was  bis  jetzt  zur 
Untersuchung  und  Lösung  des  n  Eörperbroblems  wesentlich  dienend 
gefunden  worden  ist,  wird  in  wolgeordnetem  Zusammenhange  verar- 
beitet  auf  kürzest  möglichem  Wege   vorgetragen.     Die   Abfassung 
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lässt  an  Grttndlicbkeit  and  Vollständigkeit  nichts  vermissen:  keine 
Yernachlässigung  findet  statt  ohne  Nachweis  der  Berechtigung;  was 
in  den  Originalarbeiten  die  Grenzen  des  Beabsichtigten  überschreitet 
oder  für  dasselbe  entbehrlich  war,  ist  wenigstens  durch  Gitate  zu- 
gänglich gemacht.  Das  Ganze  liefert  demnach  eine  vollständige 
Entwickelung  des  heutigen  Standpunktes  dos  Problems.  Nach  dem 
vorbereitenden  ersten  Abschnitte,  in  welchem  namentlich  das  Pro- 
blem zweier  und  dreier  Körper  behandelt  werden,  teilt  sich  die  Auf- 
gabe des  Buches  in  zwei  Fragen:  1)  Was  ist  in  dem  Problem  der 
n  Körper  im  voraus  bekannt?  2)  welche  approximative  Methoden 
stehen  bei  dessen  Ergänzung  zur  Verfügung  und  sind  in  Anwendung 
gekommen.  Dieser  natürlichen  Teilung  gemäss  werden  im  2.  Ab- 
schnitt die  vorhandenen  Integrale  angegeben  und  die  allgemeinen 
Eigenschaften  der  Integrale  entwickelt,  im  Sten  die  Störungsrech- 
Dungen  gelehrt.  Am  Schlüsse  jedes  Abschnitts  wird  die  Geschichte 
der  betreffenden  Entdeckungen  zusammengestellt.  Tabellen  der  neue- 
sten Wertangaben  der  Constanten  stehen  am  Ende.  H. 


Die  Form,  Anziehung  und  materielle  Beschaffenheit  der  Erde. 
Von  Theodor  Schmid.  Linz  1887.  Verlag  der  k.  k.  Staats- 
Ober-Bealschule.    65  S. 

Ein  Teil  der  Schrift  ist  im  Jahresbericht  der  genannten  Schule 
für  das  36.  Studienjahr  enthalten,  die  Fortsetzung  besonders  heraus- 
gegeben. Es  wird  zunächst  die  Geschichte  des  Problems,  in  welcher 
4  Entwickelungsphasen  durch  die  Namen  Newton,  Clairaut,  Laplace, 
Stokes  kenntlich  gemacht  sind,  vorgetragen,  dann  über  sämtliche 
Untersuchungen  und  Theorien,  welche  aus  dem  Problem  hervorge- 
gangen sind,  mit  Eingehen  auf  die  Herleitungen  Beiicht  gegeben. 
Die  nach  einander  behandelten  Gegenstände  sind:  das  Potential, 
insbes.  des  EUipsoids;  Form  und  Anziehung  einer  homogenen,  flüssi- 
gen Masse,  welche  um  eine  Axe  rotirt;  Potential  eines  EUipsoids 
mit  kleinen  Ezcentricitäten ;  Form  und  Anziehung  einer  flüssigen 
Masse,  welche  ein  festes  Ellipsoid  bedeckt,  das  aus  unendlich  vielen 
Schichten  veränderlicher  Dichte  und  Abplattung  zusammengesetzt  ist ; 
Beschaffenheit  des  Erdinnern  auf  Grund  einer  Hypothese ;  das  Poten- 
tial mit  Rücksicht  auf  die  Theorie  der  Kugelfunctionen ;  das  Geoid 
und  die  Störungen;  Schweremessungen  und  Bestimmung  der  mitt- 
leren Dichte  der  Erde.  H. 


Cours  d'astronomie  pratique.  Application  ä  la  g^ographie  et  ä 
la  navigation.  Par  E.  Caspari,  Ingenieur  hydrographe  de  la  ma- 
rine.   Paris  1889.    Gauthier- Villars  et  fils. 
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Dies  Buch  ist  bestimmt  für  Rcisendo  zur  Seo  und  zu  Lande, 
welche  eigene  Beobachtungen  zu  machen  beabsichtigen.  Es  orteilt 
ihnen  reichlich  alle  dazu  erforderliche  Belehrung  und  Angaben  ans 
der  Astronomie  und  mathematischen  Geographie.  Das  1.  Buch  be- 
handelt die  Probleme  der  sphärischen  Astronomie,  das  2te  die  Theorie 
der  Instrumente,  das  3te  die  Bestimmung  der  geographischen  Ele- 
mente, complementäre  Breite,  Zeit,  Azimut  und  Länge  nebst  Ge- 
brauch des  Chronometers,  das  4te  die  Karten projectionen,  zum 
Schlusss  die  Theorie  der  Beobachtnngsfehler.  H. 


Anleitung  zu  wissenschaftlichen  Beobachtungen  auf  Reisen,  in 
Einzel-Abhandlungen  verfasst  und  herausgegeben  von  Dr.  G.  Neu- 
mayer,  Director  der  deutschen  Seewarte.  Zweite  völlig  umgearbei- 
tete, und  vermehrte  Auflage.  Mit  Zahlzeichen  Holzschnitten  und 
zwei  lithogr.  Tafeln.    Berlin  1888.    Robert  Oppenheim.    82  Bogen. 

Die  Abhandlungen  sind  folgende.  Fr.  Tietjen:  Geograph. 
Ortsbestimmungen.  W.  Jordan:  Topogr.  und  geogr.  Aufnahmen. 
V.  Richthofen:  Geologie.  H.  Wild:  Bestimmung  der  Elemente 
des  Erdmagn.  J.  Hann:  Meteorol.  E.  Weiss:  Anweis,  zur  Beob. 
allg.  Phän.  am  Himmel.  P.  Hoffmann:  Naut.  Yermess.  G.  Bor- 
gen: Beob.  über  Ebbe  und  Flut.  v.  Lorenz-Liburnau:  Beur- 
teil, des  Fahrwassers  in  ungeregelten  Flüssen.  0.  Erttmmel: 
Einige  oceanograph.  Aufgaben.  M.  Lindemann:  Erheb,  über  den 
Weltverkehr.  G.  Neumayer:  Hydrogr.  und  magn.  Beob.  an  Bord. 
A.  Meitzen:  Allg.  Landeskunde,  polit.  Geogr.  und  Statistik.  A. 
Gärtner:  Heilkunde.  A.  Orth:  Landwirtsch.  L.  Wittmack:  Land- 
wirtschaftl.  Culturpflanzen.  0.  Drude:  Pflanzengeogr.  P.  Ascher- 
son:  Die  geogr.  Verbreitung  der  Seegräser.  G.  Schwein furth: 
Pflanzen  höh.  Ordn.  A.  Bastian:  Allg.  Begriffe  der  Ethnol.  H. 
Steinthal:  Lingui^ik.  H.  Schubert:  Das  Zählen.  R.  Yirchow: 
Anthropol.  und  prahlst.  Forsch.  R.  Hartmann:  Säugetiere.  H. 
Bolau:  Waltiere.  G.  Hart  lau  b:  Vögel.  A  Günther,  Reptilien, 
Batrachier  und  Fische,  v.  Martens:  Mollusken.  K.  Mob  ins: 
Wirbellose  Seetiere.  A.  Gerstäcker:  Gliedertiere.  G.  Fritsch: 
Das  Mikroskop  und  der  photogr.  Apparat.  Diese  Abhandlungen  sind 
auch  einzeln  käuflich.  H. 

Les  etoiles  Alantes  et  los  bolides.  Par  M.  F61ix  H^ment, 
Laureat  de  Flnstitut,  Inspecteur  g6n6ral  honoraire  de  l'instruction 
publique.    Paris  1888.    Gauthier-Villars  et  fils.    108  S. 

Dies  Buch  ist  für  Nicht-Astronomen  bestimmt,  welche  für  Him- 
melscrscheinungen  Interesse  haben.    Es  beschreibt  die  Erscheinungen 
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voo  Sternschnuppen,  charakterisirt  ihre  Unterschiede,  macht  An- 
gaben aber  die  Zeit  ihrer  Beobachtung,  ihre  Periodicität  und  Häufig- 
keit, nennt  die  Beobachter  der  bemerkenswertesten  Erscheinungen 
nebst  den  Orten  der  Beobachtung  und  teilt  die  Ansichten  über  ihre 
Erklärung  mit.  H. 


Kalender-Karten  für  die  Jahre  1800  —  1999.  Entworfen  von 
Prof.  Dr.  Felix  Müller.  Berlin  1888.  Rudolf  Hertzberg.  Format 
10  X  7  ctm.    34  S. 

Die  Karten  geben  auf  kleinst  möglichem  Baume  mit  geringst 
möglichem  Aufwände  ?on  Mühe  für  jeden  Monatstag  jedes  Jahres  den 
Wochentag  und  für  jedes  Jahr  den  Ostertag.  Je  2  Nebenseiten  ent- 
halten den  Kalender  aller  Jahre  von  gleichem  Cyklus:  links  findet 
man  die  Beziehung  zwischen  Monats-  und  Wochentag,  rechts 
die  Jahre,  denen  sie  gemeinsam  zukommt,  nebst  Ostertag.  Am 
Schlosse  weist  ein  Register  jedem  Jahre  die  betreffende  Karte  zu. 

H. 


Astronomischer  Kalender  für  1889.  Nach  dem  Muster  des  Karl 
von  Littrow'schen  Kalenders  herausgegeben  von  der  k.  k.  Sternwarte. 
Neue  Folge.    Achter  Jahrgang.    Wien,  Carl  Gerold's  Sohn.    145  S. 

Die  Beilagen  zu  diesem  Jahrgange  haben  folgende  Gegenstände : 
I.  Neue  Planeten  und  Kometen.  IL  Das  Ghronodeik.  HI.  Mars. 
lY.  Uebersicht  des  Planetensystems,  A)  Bahnelemente  der  grossen 
Planeton,  B)  der  Satelliten,  C)  Yerzeichniss  der  Asteroiden,  alphabe- 
tisch und  nach  ihrer  Entdeckungszeit,  und  ihre  Bahnelemente. 

H. 


Meteorologische  Zeitschrift.  Herausgegeben  von  der  österreichi- 
schen Gesellschaft  für  Meteorologie  und  der  deutschen  meteorologi- 
schen Gesellschaft  Redigirt  von  Dr.  J.  Hann,  Wien,  Hohe  Warte, 
und  Dr.  W.  Koppen,  Hamburg,  Seewarte.  Fünfter  Jahrgang  1888. 
(zugleich.  XXni.  Bd.  der  „Zeitschrift  der  Oesterreichischen  Gesell- 
schaft für  Meteorologie").    Berlin,  A.  Asher  u.  Co. 

Der  5.  Jahrg.  enthält  folgende  Abhandlungen. 

Ferrari:  Beitr.  z.  Gewitterk.  Hann:  Bezieh,  zw.  Luftdruck 
u.  Temp.-Yar.  auf  Berggipfeln.  Woeikof;  Einfl.  von  Land  und 
Meer  auf  d.  Lufttemp.  Weber:  Photometr.  Beob.  während  d.  Son- 
nenfinst  1887.  Wild:  Regenverh.  d.  russ.  Reichs.  Ekholm:  Abi. 
einer  period.  Fnnct  aus  einer  Reihe  beob.  Grössen.     Meyer:   Ge- 
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wittefperioden.  Josse:  Lenchtendo  Wolken.  Elster  n.  Geitel: 
Meth.  d.  elekt  Nat.  d.  atmosph.  Niederschi,  zu  best.  Hann:  Beob. 
an  d.  Polarstation  Point  Barrow.  Ekholm:  Meth.  fflr  Wolkenmess. 
Thirring:  Klima  von  China.  Bann:  Beob.  auf  d.  Sonnenblick. — 
Die  False  Point-Cyklone  1885.  Sprung:  Hänfigk.  beob.  Lnfttemp. 
Perlewitz:  Unperiod.  Teinp.-Aend.  Höffinger:  Nord-  n.  Ostföhn. 
Koppen:  Hann ,  Verteil,  d.  Luftdmcks  über  Mittel-  und  Sadearopa. 
Wooikof:  Klimatol.  Fragen.  Raulin:  Regenverhältn.  von  Ungarn. 
Liznar:  Jährl.  Gang  d.  magn.  Deel.  Brückner:  Result  d.  mct. 
Beob.  d.  deutschen  Polarstationen  1882/3.  Schreiber:  Herleit. 
wahrer  Temp.  Mittel  aus  3  resp.  4  maligen  Beob.  Exner:  Scia- 
tillation.  Waldo:  Mittl.  Windgeschwind,  in  d.  Ver.  Staaten.  Ar- 
rhenins:  Einflnss  d.  Sonnenstrahl,  auf  d.  elektr.  Ersch.  in  d.  Erd- 
atm. Oberbeck:  Beweg.-Ersch.  d.  Atmosph.  Helmholtz:  At- 
mosph. Beweg.  Hill:  Jährl.  Schwank,  d.  Barom. .in  Indien.  Loo- 
mis:  Barom.  Max.  und  Min.  Woeikof:  Klima  d  Ben.  Nevis  in 
NW.  Schottland.  Frölich:  Gesetz  d.  Absorpt  d.  Sonnenwärme  in 
d.  Atm.  —  Beweg,  d.  Cyklonen  u.  Anticykl.  im  Nov.  1884  in  d. 
Umgeh,  d.  nordatlant.  Oceans.  Sohncke:  Gewitterelektr.  u.  ge- 
wöhnl.  Luftelektr.  Hann  u.  Liznar:  Beob.  Erg.  d.  norw.  Polarst 
Bossekopp- Alten.  Kleiber:  Abrundungsfehler  meteor.  Zahlen. 
Müller-Erzbach:  Best  d.  Durchschn.  Temp.  durch  d.  Gewicht 
von  verdampfter  Flüss.  Sprung:  Vertic- Abnahme  d.  Luftdrucks  a. 
d.  Temp.  Koppen:  Gestalt  d.  Isobaren  in  ihrer  Abhäng,  von  See- 
höhe u.  Temp.  Verteil.  H. 


Vermischte  Schriften. 

Bulletin  de  la  Soci^t^  Math6matique  de  France.  Publik  par  les 
Secr6taires.  (Red.  G.  Humbert.)  Tome  XVI.  Paris  1888.  Au  si6ge 
de  la  Soci^t^. 

Der  16.  Band  enthält  folgende  Abhandlungen. 

G.  Koenigs:  Der  Ort  der  Pole  einer  an  Kegelschnitten,  die 
auf  eine  Steiner'sche  Fläche  gezeichnet  sind,  festen  Ebene  ist  eine 
andre  Steiner'sche  Fläche. 

Jssoly:  Neue  Principien  der  Theorie  der  Congrnenzen  von 
Geraden. 

R.  Perrin:  lieber  die  Identität  der  Peninvarianten  der  binären 
Formen  mit  gewissen  Functionen  der  unilateralen  Derivirten  dieser 
Formen. 
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T.  J.  Stieltjes:  lieber  eine  Yerallgemeinerang  der  Formel  der 
endlichen  Incremente. 

A.  Pellet:  Approximative  Teilung  eines  Kreisbogens  in  ge- 
gebenem Yerhältniss  mit  Hülfe  der  Regel  des  Zirkels. 

Bloche:  lieber  die  Krammangslinien  gewisser  Bogelflächen. 

Delannoy:  lieber  die  Danor  des  Spieles. 

£.  Gatalan:  Verschiedene  Sätze  nnd  Aufgaben. 

J.  R^veille:  lieber  einen  Satz  der  kinematischen  Geometrie. 

V.  Jamet:  lieber  das  Genns  der  triangulären  ebenen  Gurren. 

Fabry:  ZurQckfährbarkeit  der  linearen  Differentialgleichungen. 

de  Presle:  lieber  die  Entwickelung  von  cote  in  eine  Reihe 
von  Brüchen.  —  Successive  Derivirte  einer  ganzen  Potenz  einer 
Function  1  Yariabeln;  dito  einer  Function  nebst  Anwendung  auf  die 
Bestimmung  der  bernonllischen  Zahlen. 

Williot:  Einfachstes  Verfahren  der  Berechnung  der  bernonlli- 
schen Zahlen. 

Ronch^:  Bemerkungen  in  Antwort  anf  eine  Note  von  Delannoy. 

C.  A.  Laisant:  Arithmetische  Bemerkungen  über  die  zusam- 
mengesetzten Zahlen.  —  lieber  ein  System  zweier  ebenen  Curven. 
—  lieber  die  factorielle  Zählung,  Anwendung  anf  Permutationen. 

Weil:  lieber  eine  Eigenschaft  der  Systeme  ebener  Curven. 

E.  Lemoine:  Coordinatensysteme,  welche  am  einfachsten  einen 
Punkt  durch  Gonstruction  bestimmen. 

M.  d'Ocagne:  Ueber  die  Hauptsysteme  von  Peninvarianten  einer 
linearen  Form.  H. 

Annales  de  la  Facult^  des  Sciences  de  Toulouse,  pour  les  sd- 
ences  math^matiques  et  les  sciences  physiques,  publikes  par  un  co- 
mit6  de  r^daction  compos^  dos  professenrs  de  math6matiques,  de 
physiqne  et  de  chimie  de  la  Facult^.  Sons  les  auspices  du  Mini- 
störe de  Tinstruction  publique  et  de  la  Mnnicipalit^  de  Toulouse 
avec  le  conconrs  des  Gonseils  Gen^raux  de  la  Haute-Garonne  et  des 
Hautes-Pyr^n^es.  Tome  II.  Annöe  1888.  Paris,  Gauthier-Yillars 
et  fils. 

Der  2.  Band  enthält  folgende  Abhandinngen. 

Gh.  Bloche:  Ueber  die  asymptotischen  Linien  gewisser  wind- 
schiefer Flächen. 

P.  Painlev^:  Ueber  die  singnlaren  Linien  der  analytischen 
Functionen. 

Hermite:  Bemerkungen  über  die  Zerlegung  der  doppelt  perio- 
dischen Functionen  in  einfache  Elemente.  -  Ueber  die  Transfor- 
mation des  Integrals  2.  Gattung. 

F.  Tisserand:  Ueber  eine  Differentialgleichung  2.  Ordnung, 
welche  in  der  Himmelsmechanik  eine  wichtige  Rolle  spielt. 
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6.  Bai  11  and:  Ergänzende  Untereachnngen  Aber  die  Entwicke- 
lang der  Stömngsfanction. 

G.  Koenigs:  Beiträge  zur  Theorie  des  Kreises  im  Ranme. 

F.  J.  Stieltjes:  Uebcr  die  lineare  Transformation  des  ellipti- 
schen Differentials  dx:  -^  X, 

A.  Destrem:  Yerdrängang  des  Kupfers  durch  Zink  und  Cad- 
mium  in  einigen  Lösungen  von  Kupfersalzen. 

P.  Duhem:  Historische  Studie  über  die  Theorie  der  Magneti- 
sirung  durch  Influenz.  H. 

Yerslagen  en  Mededeelingen  der  Koninklyke  Akademie  van 
Weetenschappen.  Afdeeling  Natuurkunde.  Derde  reeks.  Derde, 
vierde  deel.    Amsterdam  1887.  1888.    Johannes  Mfliler. 

Der  3.  Teil  enthält  2  mathematische  Aufsätze  von 

PH.  Schonte:  Ueber  eine  enge  Beziehung  zwischen  dem  Bro- 
card'schen  Winkel  und  Brocard*schen  Kreise.  —  Allgemeine  Regel 
fOr  die  Bahnform  und  Dauer  der  centralen  Bewegung. 

Der  4   Teil  enthält  die  folgenden. 

F.  J.  van  den  Berg:  Ueber  die  graphische  Auflösung  eines 
Systems  linearer  Gleichungen. 

J.  de  Yries:  Quadrnpelinvolutionen  auf  biquadratischen  Curven. 

Ausserdem  verschiedenes  Geschichtliches  von  D.  Bierens  de 
Haan  und  D.  J.  Korteweg.  H. 
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XXIV. 

Oeselilebte  der  HatliemHtlk  und  Physik« 

Fortschritte,  die ,  der  Physik  im  J.  1883.  DargesL  y.  der  phy- 
sikal.  Gesellschaft  zu  Berlin.  39.  Jahrg.  1.  Abth.,  enth.  Physik  der 
Materie.    Red.  v.  L.  Rosochatius.    Berlin,  G.  Reimer.    9  Mk. 

Graf,  J.  H.,  Geschichte  der  Mathematik  u.  der  Naturwissen- 
schaften, in  bernischen  Landen  vom  WiederaufbiQhen  der  Wissen- 
schaften bis  in  die  neuere  Zeit.  2.  Hft.  Das  XVII.  Jahrhundert. 
Bern,  Wyss.    1  Mk.  20  Pf. 

Jahrbuch  üb.  die  Fortschritte  der  Mathematik,  begründet  v. 
C.  Ohrtmann.  Unter  bes.  Mitwirkg.  v.  F.  Müller  u.  A.  Wangerin, 
hrsg.  V.  M.  Henoch  u.  E.  Lampe.  18.  Bd.  Jahrg.  1886.  2.  Hft. 
Berlin,  G.  Reimer.    8  Mk. 

Methode  and  Prineiplen. 

Bolzano's,  B.,  Paradoxien  d.  Unendlichen,  hrsg.  aus  dem  schrift- 
lichen Nachlasse  des  Verfassers  v.  F.  Pfihonsky.  2.  Afl.  Berlin, 
Mayer  &  M.    3  Mk. 

Miller-Hauenfels,  A.  Ritter  v.,  Richtigstellung  der  in  bis- 
heriger Fassung  unrichtigen  mechanischen  Wärmetheorie  und  Grund- 
züge einer  allgemeinen  Theorie  der  Aotherbewegungen.  Wien, 
Manz'scher  Hof- Verl.    4  Mk.  80  Pf. 

Zimmermann,  W.  F.  A.,  Naturkräfte  u.  Naturgesetze.  4,  Afl. 
Bearb.  u.  hrsg.  v.  B.  Dürigen.  23.-25.  Lfg.  Berlin,  Dümmler's 
Verl.    50  Pf. 

Lehrbücher« 

Otto,  C,  n.  H.  Diesen  er,  Lehrbuch  der  gesammten  niederen 
Mathematik.  5  Hfte.  Halle,  Hofstotter.  11  Mk.  80  Pf.;  in  2  Bde. 
geb.  13  Mk.  50  Pf. 
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Banr,  L.,  Resultate  nebst  Aafiösangen  n.  ErläateraDgen  zn  den 
arithmetischen  Aufgaben  f.  Lehrer  etc.  Stattgart,  J.  F.  Steinkopf. 
Kart    2  Mk. 

Borth,  E.  F.,  die  geometrischen  Konstruktionsaufgaben  f.  den 
Schulgebrauch,  methodisch  geordnet  u.  m.  einer  Anleitg.  znm  Auf- 
lösen derselben  versehen.  5.  Afl.  Leipzig,  Fues'  Verl.  1  Mk. 
60  Pf.;  geb.  1  Mk  80  Pf. 

Brenner,  A. ,  Resultate  nebst  Auflösungen  u.  Erläuterungen 
zu  den  methodisch  geordneten  Aufgaben  f.  das  theoretische  u.  prak- 
tische Rechnen.  1.  Tl.  3.  Afl.  Regensburg,  Coppenrath.  1  Mk. 
20  Pf. 

Kleyer,  A.,  Yollständig  gelöste  Anfgabeo-Sammlung  ans  allen 
Zweigen  der  Rechenkunst  etc.  500.— 527.  Hft  Stuttgart,  Maier. 
k  25  Pf. 

Eniess,  K.,  u.  0.  Bachmann,  Aufgabensammlung  f.  das  Rech- 
nen m.  bestimmten  Zahlen,  bearb.  unter  bcsond.  Beracksicht.  d.  f. 
Lateinschulen  vorgeschriebenen  Lehrpensums.  Manchen ,  Kellcrer. 
1  Mk.  ÖO  Pf. 

Reeb,  W.,  algebraisches  Cebungsbuch  mit  einleitenden  Fragen, 
eingereihten  Sätzen  n.  Regeln,  sowie  ausgeführten  Musterbeispielen. 
3.  Afl.    Giessen,  Roth.    1  Mk.  50  Pf.;  Auflösungen  dazu.    80  Pf. 


Tabellen. 

August,  E.  F.,  vollständige  logarithmische  u.  trigonometrische 
Tafeln.  16.  Afl.,  besorgt  v.  F.  August  Veit  &  Co.  Geb.  1  Mk. 
60  Pf. 


Arithmetik^  Algebra  und  reine  Analysis« 

Büttner,  A.,  Eopfrechenschule.  1.  Tl.  Leipzig,  Hirt  &  S. 
1  Mk.  25  Pf. 

Es  eher  ich,  G.  v.,  zur  Theorie  der  zweiten  Variation.  Leipzig, 
Freytag.    40  Pf. 

Gauss',  C.  F.,  Untersuchungen  üb.  höhere  Arithmetik.  Deutsch 
hrsg.  V.  H.  Maser.    Berlin,  Springer.    14  Mk. 

Gegenbauer,  L.y  üb.  diejenigen  Theiler  einer  ganzen  Zahl, 
welche  e.  vorgeschriebene  Grenze  überschreiten.  Leipzig,  Freytag. 
30  Pf. 
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Gegenbaner,  L.,  über  windschiefe  Determinanten  höheren 
Banges.    Ebd.    60  Pf. 

Lie,  S.,  e.  Fnndamentalsatz  in  der  Theorie  der  unendlichen 
Gnippen.    Christiania,  Dybwad.    36  Pf. 

Hertens,  F.,  e.  Beweis  d.  Fundamentalsatzes  der  Algebra. 
Leipzig,  Freytag.    40  Pf. 

Michaelsen,  A.,  d.  logarithmische  Grenzü&ll  der  hypergeome- 
trischen  Differentialgleichnng  n-Ordaung.  Eid,  Lipsius  &  T. 
1  Mk.  20  Pf. 

Steinhäuser,  A.,  die  Lehre  von  der  Aufstellung  empirischer 
Formeln  m.  Hilfe  der  kleinsten  Quadrate.    Leipzig,  Teubner.    8  Mk. 

Wirtinger,  W.,  Beitrag  zur  Theorie  der  homogenen  linearen 
Differentialgleichungen  m.  algebraischen  Relationen  zwischen  den 
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Litterarischer  Bericht 

XXX. 


Geometrie. 

Einführung  in  die  neuere  analytische  und  synthetische  Geome- 
trie. Für  das  Selbststudium  leichtverständlich  ausgearbeitet  von 
Dr.  H.  Kaiser  in  Dieburg.  Mit  83  Holzschnitten  im  Text  und  3 
lithograpbirten  Tafeln.    Wiesbaden  1887.    J.  F.  Bergmann.    190  S. 

Der  gesamte  Inhalt  des  Buches  zeigt,  dass  dasselbe  eine  Ein- 
führung in  die  neuere  synthetische  Geometrie  ist,  weit  entfernt  von 
der  analytischen  Geometrie  eine  Idee  zu  geben  oder  dieselbe  irgend- 
wie zu  berühren.  Die  weiter  gehende  Behauptung  auf  den  Titel  ist 
umso  ausdrücklicher  zurückzuweisen,  weil  die  unbegrenzte  Ausdeh- 
nung der  synthetischen  Geometrie  leicht  die  ganze  Universitätszeit 
in  Beschlag  nimmt,  während  die  Studirendeu  von  der  Existenz  der 
wirklichen  analytischen  Geometrie  keine  Ahnung  haben  und  durch 
jene  anmassende  Aussage  beständig  im  Irrtum  erhalten  werden.  Die 
gegenwärtige  Bearbeitung  macht  freien  Gebrauch  von  Goordinaten  in 
jeder  zweckdienlichen  Form,  verbindet  also  Rechnung  und  räumliche 
Betrachtung.  Die  Berechtigung  der  synthetischen  Geometrie  dies  zu 
ton  kann  niemand  bestreiten,  ihre  Name  selbst  weist  auf  die  Tätig- 
keit hin.  Auch  der  Ausfall  der  vorliegenden  Lehre  zeigt,  dass  durch 
Zuziehung  des  Rechnens  keine  abweichende  Theorie  entstanden  ist. 
Was  dagegen  der  Verfasser  in  den  dem  Buche  vorangestellten  „ge- 
nerellen Bemerkungen^'  über  das  Yerhältniss  der  synthetischen  und 
analytischen  Methode  sagt  —  sie  verhielten  sich  wie  Handarbeit 
(resp.  Kopfarbeit)  und  Maschinenarbeit  —  ist  lächerlich  entstellend. 
Die  Erfindung   einer  Maschine   setzt  voraus ,  dass,   was  sie  leistet, 
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bereits  bekannt  ist.  Durch  sie  wird  also  nie  ein  mathematisches 
Problem  gelöst,  and  die  Lösung  von  Problemen  ist  doch  stets  das 
Ziel  des  analytischen  Verfahrens.  Jene  Aeusserung  documentirt  dem- 
nach, dass  der  Verfasser  von  den  gesamten  erfolgreichen  analytischen 
Wegen  nichts  weiss.  Es  ist  wahr,  dass  die  analytische  Forschung 
von  dem  aus  ihr  hervorgegangenen  Apparate  in  weit  grösserm  Um- 
fange Nutzen  zieht  als  die  synthetische  und  ihn  nicht  entbehren 
kann  wie  letztere;  doch  hat  derjenige  kein  Hecht  über  das  Wesen 
der  analytischen  Methode  zu  urteilen,  der  nicht  beachtet,  wozu  ihr 
der  Apparat  dient:  das  sie  nämlich  mittelst  seiner  die  Probleme  so 
umgestaltet,  dass  Bekanntes  und  gesuchtes  gesondert  und  in  sicht- 
liche Beziehung  gesetzt  wird.  Die  generelle  Bemerkung  schliesst  mit 
dem  Resultate:  Keine  der  beiden  Methoden  macht  die  andere  ent- 
behrlich. In  dem  Sinne,  in  dem  es  hier  gesagt  wird,  ist  das  Urteil 
hinfällig  und  bedeutungslos :  doch  kann  man  auch  bei  richtiger  Auf- 
fassung das  gleiche  aufstellen :  was  auf  analytischem  Wege  vergeb- 
lich gesucht  worden  ist,  kann  manchmal  auf  synthetischem  Wege 
ungesucht  entdeckt  werden.  Am  Schlüsse  der  Bemerkungen  stellt 
der  Verfasser  als  wichtigste  Factoren  der  neueren  Geometrie  auf: 
1)  die  abkarzcnde  Symbolik,  2)  das  Princip  des  Dualismus,  3)  die 
Projectivitätslehre  —  und  erklärt  sie.  Die  Hauptabschnitte  des 
Buches  sind:  gerade  Linie  und  Punkt;  Strahlenbüschel  und  Punkt- 
reihen;  die  Kegelschnitte  im  allgemeinen.  H. 


Geometrie  der  Bewegung  in  synthetischer  Darstellung.  Von 
Dr.  Arthur  Scho.enflies,  Privatdocent  der  Mathematik  an  der 
Universität  Göttingen.  Mit  Figuren  im  Text.  Leipzig  1886.  B.  G. 
Teubner.    194  S. 

Nach  Aussage  des  Verfassers,  deren  Richtigkeit  wol  keinem 
Zweifel  unterliegt,  ist  dies  die  erste  rein  geometrische  Bearbeitung 
der  Kinematik  und  hat,  sofern  sie  einen  deutlich  begrenzten,  funda- 
mentalen Teil  derselben  vollständig  als  gesclossenes  Ganze  behan- 
delt, Anspruch  darauf  eine  wesentliche  wissenschaftliche  Leistung 
genannt  zu  werden.  Dass  es  überhaupt  möglich  ist,  ohne  alle  Zu- 
ziehung der  Quantität,  die  Reihe  von  Sätzen  zu  entwickeln,  weiche 
die  Theorie  der  Abhängigkeit  der  Bewegungen  in  sich  enthalten, 
gibt  hinreichende  Aufforderung  den  directen  Weg  zu  verfolgen,  und 
die  Wahl  dieser  Methode  bedarf  keiner  weitern  Rechtfertigung. 
Allein  das  Urteil  des  Verfassers  greift  sogleich  darüber  hinaus,  in- 
dem es  das  Ausgehen  von  den  Geschwindigkeiten  (also  überhaupt 
den  Bestimmungsgrössen)  verwirft  mit  der  Behauptung,  dass  die  Ge- 
stalt und  die  Eigenschaften  der  durch  Bewegung  erzeugten  Raum- 
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gebilde  nicht  Yon  ihnen  abhienge.  Zur  Klarstellaug  ist  dreierlei  za 
betonen.  Erstens  ist  die  Behauptung  unrichtig,  denn  die  Geschwin- 
digkeiten (natürlich  die  relativen  der  Teile)  und  die  Erzeugnisse 
nach  Gestalt  und  Eigenschaften  bestimmen  sich  gegenseitig,  es  bleibt 
nur  die  Frage,  wie  man  sie  aus  einander  findet.  Zweitens  sind  die 
Bestimmungsgrösseu  kein  blosses  Hülfsmittei  der  Deduction,  sondern 
ein  recht  wesentlich  zur  Theorie  gehöriges  Element.  Da  der  Ver- 
fasser im  Anfange  des  Vorworts  schlechthin  von  der  Kinematik  im 
ganzen  redet,  gleich  nchher  aber  es  erscheinen  lässt,  als  ob  die  rein 
geometrischen  Resultate  dieses  Ganze  wären,  so  ist  es  wol  nicht 
überflüssig  zu  erinnern,  dass  die  so  erhaltenen  Gesetze  doch  nur  die 
eine,  nämlich  die  qualitative  Seite  der  Kinematik  darst^llou.  Konuten 
diese  Gesetze  ohne  Zuziehung  der  Quantitäten  auch  recht  leicht  und 
elegant  gewonnen  werden,  so  würde  man  doch  die  vollständige  fun- 
damentale Kinematik  weit  einfacher  bei  stet^  begleitender  Formel 
herleiten,  als  wenn  man  die  Quantitäten  erst  nachträglich  aus  den 
Lagenverhältnissen  berechnen  wollte.  Drittens,  wenn  es  sich  um 
Vorzüge  der  einen  und  andern  Methode  handelt,  so  hat  sich  die  rein 
geometrische  bloss  einen  Mangel  aus  Maxime  selbst  auferlegt:  sie 
kann  das  Erkannte  nicht  depouiren;  sowol  der  Forschende  als  auch 
der  Lernende  ist  genötigt  die  ganze  Geistesarbeit  des  Vorstellens 
dauernd  und  immer  von  neuem  zu  vollziehen;  die  Schöpfungen  bleiben 
stets  Privateigentum  des  Erzeugers,  und  wer  sie  fortsetzen  will,  muss 
grössere  Gaben  besitzen  als  seine  Vorgänger.  Die  ordnenden  Ge- 
sichtspunkte, welche  über  das  Lagenverbältniss  der  Gonfigurationen 
Licht  verbreiten,  kommen  der  rein  geometrischen  Betrachtung  nicht 
ausschliesslich  zu :  wer  sie  findet,  hängt  von  der  Begabung  des  Autors, 
nicht  von  der  Methode  ab,  ihr  Gebrauch  aber  kommt  der  Unter- 
suchung in  jeder  Form  zugute. 

Der  Fortschritt  in  der  Entwickelung  der  Theorie  der  Bewegung, 
unter  welcher  durchgängig  die  Lageuänderung  in  sich  unveränder- 
licher Systeme  verstanden  wird,  ist  der,  dass  zuerst  die  Bewegung 
ebener  Systeme  in  ihrer  Ebene,  dann  die  Bewegung  eines  räumlichen 
Systems  um  einen  festen  Punkt ,  endlich  mit  Ausschluss  beider  Spe- 
cialitäten  die  Bewegung  eines  Baumes  im  andern  zur  Behandlung 
gelangt.  H. 

Die  Geometrie  der  Lage.  Vorträge  von  Dr.  Theodor  Reye, 
o.  Professor  der  Mathematik  an  der  Universität  Strassburg  i.  E. 
Erste  Abtheilung.  Mit  82  Holzschnitten  im  Text  Dritte,  vermehrte 
Auflage.    Leipzig  1886.    Baumgärtner.    248  S. 

Die  bedeutende  Vermehrung  besteht  zunächst   in  der  schon  in 
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der  2.  Auflage  geschchenoo  Hinzofügung  einer  Sammlung  von  Aufgaben 
und  Lehrsätzen,  deren  Zahl  in  der  Sten  auf  223  gestiegen  ist 
Ausserdem  sind  aber  auch  neue  Untersuchungen  und  rein  geometri- 
sche Beweise  für  bekannte  Sätze  hinzugekommen  Anzuerkennen 
ist  die  Achtsamkeit  auf  den  im  Vorwort  hervorgehobenen  Umstand, 
dass  das  Erlernen  dieses  Wissenschaftszweiges  bedingt  ist  durch  ein, 
das  gewöhnliche  Mass  übersteigendes,  daher  von  jedem  Einzelnen 
besonders  zu  pflegendes  Yorstellnngsvermögen,  welches  nicht  mit  dem 
Lehrstoffe  überliefert  wird  —  eine  irrige  Voraussetzung,  die  meistens 
stillschweigend  gemacht  zu  werden  scheint.  Der  Verfasser  ist  darauf 
bedacht  das  Vermögen  durch  Uebung  zu  vcrgrössern.  Das  Buch 
enthält  in  15  Vorträgen:  die  Methode  des  Projicirens  und  Schneidens, 
die  6  Grundgebilde  der  neuern  Geometrie;  unendlich  ferne  Elemente, 
das  Beziehen  der  Grundgcbilde  auf  einander;  das  Princip  der  Dua- 
lität, einfache  und  vollständige  necke,  nseite,  nkante  u.  s.  w.;  das 
Beziehen  der  letzteren  auf  einander,  harmonische  Gebilde;  projective 
Verwandtschaft  einförmiger  Grundgebilde ;  Curven,  Büschel  und  Kegel 
2.  Ordnung;  Folgerungen  aus  den  Sätzen  von  Pascal  und  Brian- 
chon;  Pol  und  Polare  in  Bezug  auf  Curven  2.  Ordnung;  Durch- 
messer und  Axcn  der  Curven  2.  Ordnung,  Gleichungen  derselben; 
Regelscharen  und  Regelflächen  2.  Ordnung;  projective  Verwandt- 
schaft von  Elementargebilden;  Involutionen;  metrische  Relationen 
von  Involutionen,  Brennpunkte  der  Curven  2.  Ordnung;  Aufgaben 
2.  Grades,  imaginäre  Elemente;  Hauptaxen  und  Symmetrie-Ebenen, 
Focalaxen  und  cyklische  Ebenen  eines  Kegels  2.  Ordnung.  Es  folgen 
Constructionsaufgaben  und  Lehrsätze.  H. 


Freie  Perspektive  (centrale  Projektion)  in  ihrer  Begründung 
und  Anwendung  mit  besonderer  Rücksicht  auf  die  Bedürfnisse  höherer 
Lehranstalten  und  das  Selbststudium.  Von  Dr.  Gustav  Ad.  V. 
Peschka,  k.  k.  Regierungsrat,  ordentl.  Professor  der  darstellenden 
Geometrie  und  des  konstruktiven  Zeichnens  an  der  k.  k.  techni- 
schen Hochschule  in  Brunn;  Inhaber  der  k.  k.  grossen  goldenen 
Medaille  für  Wissenschaft  und  Kunst  und  des  goldenen  Verdienst- 
kreuzes mit  der  Krone,  Ritter  mehrerer  hober  Orden.  Zweite,  voll- 
ständig umgearbeitete  und  vermehrte  Auflage.  Band  I.  Mit  XIII 
lithographischen  Tafeln.    Leipzig  1888.    Baumgärtner.    336  S. 

Das  Buch  zeichnet  sich  dnrch  ungemeine  Gründlichkeit  und 
Ausführlichkeit  ans.  Exacter  Ausdruck  ist  mit  Fleiss  beobachtet 
In  der  ersten  Auflage  war  die  Anwendung  der  neuern  synthetischen 
Geometrie  grundsätzlich  ausgeschlossen  worden,  in  der  zweiten  hat 
eine  völlige  Umarbeitung  derart  stati  gefunden,   dass  sie  die  neuem 
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Methoden  aafnimmt  und  in  dieselben  einführt.  Der  I.  Abschnitt  be- 
handelt die  Grnndzflge  der  Contralprojcction.  Nach  einleitender  £r- 
läotcrang  der  Sache  nnd  der  aligemeinen  Anordnungen  sind  die 
Gegenstände:  die  fandamentalen  Bcziehangen  zwischen  Punkten,  Ge- 
raden and  Ebenen  und  hierauf  bezügliche  Gonstructionen  *,  Beziehungen 
zwischen  Punkten ,  Geraden  und  Ebenen ,  welche  von  Längen-  und 
Winkelgrösseu  abhängig  sind.  Der  II.  Abschnitt  behandelt  die  Ele- 
mente der  projectivischen  Geometrie,  und  zwar:  Allgemeines;  Cur- 
ven  2.  Grades  als  projectivische  Erzeugnisse;  colliueare  Verwandt- 
schaft zweier  ebenen  Systeme  und  deren  specielle  Formen ;  Aufgaben 
in  centralprojectivischer  Darstellung  mit  Benutzung  projectivischer 
und  collinearer  Gonstructionen.  Der  III.  Abschnitt  Transformationen 
centralprojectivischer  Bilder.  Der  lY  te  aus  Ebenen  zusammengesetzte 
Gebilde,  und  zwar  das  Dreikant;  die  Darstellung  durch  Polygone, 
Polyeder,  ihre  ebenen  und  gegenseitigen  Schnitte.  Der  2.  Band  soll 
den  krummen  Flächen  gewidmet  sein.  H. 

Behandlung  der  Kegelschnitte  mittels  Linienkoordinaten.  Von 
Dr.  H.  Willig,  Realgyronasiallehrer  zu  Mainz.  Wissenschaftliche 
Beilage  zum  Programm  des  Grossherzolichen  Realgymnasiums  und 
der  Realschule  zu  Mainz.    Herbst  1888.    Mainz.    48  S. 

Das  Vorliegende  teilt  in  elementarer  Horleitung  die  Theorie  der 
Liuiencoordinaten  und  ihrer  Anwendung  auf  die  Elemente  der  Kegel- 
schnittslehre  zur  Einführung  iu  das  Studium  derselben  mit.  Der 
Verfasser  empfiehlt,  einige  Teile  davon  schon  auf  der  Schule  zur 
Verwendung  zu  bringen.  Dem  werden  wol  Wenige  beistimmen;  die 
Betrachtungsweisen  zu  vervielfältigen,  wo  kaum  Gelegenheit  ist, 
die  Bedeutung  der  Goordiuaten  in  einer  Form  kennen  zu  lernen, 
möchte  doch  gewiss  iu  pädagogischer  Hinsicht  das  AUeruuvernOnf- 
tigste  sein  und  alle  Orieutiruug  vereiteln.  Nach  einer  Einleitung, 
welche  die  nötigen  Anordnungen  darlegt,  sind  die  Gegenstände  der 
Schrift:  Transformation  der  Liniencoordinaten ,  der  Kreis,  die  Pa- 
rabel, die  Ellipse,  die  Hyperbel,  Durchmesser  der  Kegelschnitte, 
andere  Formen  für  die  Gleichungen  der  Ellipse  und  Hyperbel,  Dis- 
cussion  der  allgemeinen  Gleichung  2.  Grades.  H. 

Bing 's  Kreiswinkel.  Ein  Beitrag  zur  Quadratur  des  Kreises. 
Redigirt  von  Regierungsbauführer  Dorst.  Düren  (Rheinland),  Garl 
Schleicher  u.  Schüll. 

Das  so  benannte  Instrument  ist  ein  Lineal  in  Form  eines  recht- 
winkligen Dreiecks  mit  einem  Winkel,  dessen  Gosinus  =  V/j     ist. 
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In  der  Torliegenden  kleinen  Schrift  sind  24  Constmctionsaufgaben 
aufgeführt,  die  Auflösungen  mittelst  des  Instruments  nebst  den  Fi- 
guren dabei.  H. 

Netze  zum  Anfertigen  zerlegbarer  Krystallmodelle.  Von  Dr. 
W.  Waege.    Berlin,  R.  Gaertner. 

Die  Modolle  sollen  die  Zurückfahrnng  der  Erystallformen  auf 
die  einfachen  Grundformen  durch  Zusammensetzung  aus  Stacken 
darstellen.  Sie  sind  für  den  Gebrauch  in  der  Schule  bestimmt,  und 
es  wird  gezeigt,  wie  die  Schüler  sie  aus  Cartonpapier  selbst  anfer- 
tigen können.  Ueber  das  Zusammenhalten  der  Teile  beim  Gebrauche 
ist  nur  sehr  wenig  gesagt,  woraus  sich  ein  allgemeines  Verfahren 
nicht  wol  entnehmen  lässt;  es  scheint  dies  für  jede  Krystallform 
eine  besondere,  nicht  leichte  Frage  zu  sein.  Nach  einigen  Bemer- 
kungen über  die  Anfertigung  der  Modelle  werden  14  zusammenge- 
setzte Krystallformen  beschrieben.  H. 

Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie.  Bearbeitet  nach  System 
Kleyer  von  J.  Vonderlinn,  Privatdocent  an  der  technischen  Hoch- 
schule in  München.  Erstes  Buch:  Das  Projectionszeichnen.  Stutt- 
gart 1888.    Julius  Maier. 

Die  Lehre  vom  Projectionszeichnen  wird,  zumteil  in  Frage  und 
Antwort  auf  2  Spalten,  zumteil  auch  ohne  Fragestellung,  mit  neben- 
stehenden Figuren  vorgetragen.  H. 

Verlag  von  Modellen  für  den  höheren  mathematischen  Unter- 
richt von  L.  Brill  in  Darmstadt 

Aus  der  16.  Serie  sind  bemerkenswert  die  Modelle  zur  Lehre 
von  den  confocalen  Flächen  2.  Grades,  welche  sich  an  die  von  E. 
R.  Neovius,  Professor  an  der  Universität  Helsingfors,  gestellte 
und  in  einer  Abhandlung,  Acta  Societatis  Scientiarum  Fcnnicae  XV., 
gelöste  Aufgabe  anschliesseu:  Wie  muss  ein  Ellipsoid  beschaffen  sein, 
damit  dessen  Oberfläche  durch  seine  Ilauptschnitte  und  eine  end- 
liche Anzahl  seiner  Krümraungslinien  in  krummlinige  Vierecke  ge- 
teilt werden  können,  welche  sämtliche  in  Rücksicht  auf  eine  conforme 
Abbildung ,  bei  der  den  Krümmungslinien  Gerade  entsprechen,  Qua- 
draten so  nahe  als  möglich  kommen?  Hierzu  hat  der  Verfasser  selbst 
Modelle  angefertigt.  Das  erste  stellt  ein  Ellipsoid  mit  3  Haupt- 
schnitten und  18  Krümmungslinien  dar.  Jeder  Octant  wird  durch 
4  Erümungslinien  der  einen  und  5  Krümmungslinien  der  andern 
Schar,  bzhw.  den  ein-  und  zweischaligeu  Hyperboloiden  entsprechend, 
in  30  solche  Bogenvicrecke  zerlegt.  H. 
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Elemente  der  mathematischen  Krystallographie  m  neuer  leicht- 
fasslicher  Darstellung.  Nach  den  Vorträgen  von  Johann  Krejci, 
Professor  an  der  k.  k.  böhm.  Karl-Ferdinand'schcn  Universität  in 
Prag  herausgegeben  von  Friedrich  Katze r.  Leipzig  1887. 
Wilhelm  Opetz.    214  S. 

Die  Darstellung  ist  eine  analytisch  geometrische,  welche  vom 
vollständigen  System  der  Kry  stall  formen  ausgeht,  dieses  fibersicht- 
lich ordnet,  dann  die  einzelnen  Formen  nach  dieser  Ordnung  ent- 
wickelt. Sämtliche  werden  aus  dem  Hcxaid,  sechsseitigem  Paral- 
lelepiped,  abgeleitet,  welches  in  Winkeln  und  Kanten  7  Variationen 
zulässt  Die  Geometrie  und  die  Rechnungen  der  Krystallographie 
sind  an  sich  einfach  und  leicht  genug,  das  Verständniss  wird  aber  in 
deh  meisten  Lehrbüchern,  wo  dieselbe  einen  Teil  bildet,  erschwert 
durch  den  Gebrauch  von  Symbolen,  welche  die  Vorstellung  abschnei- 
den, während  der  Gewinn  an  Kürze  ganz  unerheblich  ist.  Die  gegen- 
wärtige Bearbeitung  bleibt  bei  der  allgemein  mathematischen  Aus- 
drucksweise, mit  welcher  der  Anfänger  vertraut  ist.  Die  sich  er- 
gebenden 362  Krystallformcn  sind  auf  8  Tafeln  gezeichnet     H. 


Mechanik. 

Leitfaden  und  Kepetitorium  der  analytischen  Mechanik.  Für 
Studirende  an  Universitäten  und  technischen  Hochschulen.  Von 
Rector  Dr.  Albert  Bieler.  In  zwei  Teilen.  Analytische  Dynamik 
der  fasten  Körper.  Mit  erläuternden  Beispielen  und  in  den  Text 
gedruckten  Holzschnitten.    Leipzig  1888.    Wilhelm  Violet.    91  S. 

Das  Vorliegende  enthält  die  analytischen  Principien  der  Dyna- 
mik der  Punkte,  Punktsysteme  und  starren  Körper  in  kurzer  zu- 
sammenhangender Entwickelung.  Diese  zerfällt  der  Natur  der  Sache 
gemäss  in  2  verschiedene  Elemente :  allgemeine  Sätze  als  Basis  aller 
Untersuchung  und  ausgeführte  Lösung  derjenigen  speciellen  Pro- 
bleme, für  welche  eine  solche  möglich  ist.  Das  gegenwärtige  folgt 
grösstenteils  letzterm  theoretischen  Gesichtspunkte  und  erstrebt  Voll- 
ständigkeit, lässt  sich  aber  auch  manchmal  vom  vorwaltenden  In- 
teresse leiten,  z.  B.  bei  der  Bewegung  eines  Punkts  auf  einer  Linie, 
wo  die  allgemeine  Lösung  unmittelbar  bekannt  ist.  Am  wenigsten 
motivirt  ist  aber  die  Zuziehung  des  Falles,  wo  die  Bewegung  durch 
Stoss,  d.  h.  also  durch  unberechnete  Zwischenvorgänge,  unterbrochen 
wird.    Auch  in  Betreff  der  Ausführungen  gilt  es,  dass  nur  grössten- 
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teils  die  Fragen  der  Theorie  beantwortet  werden :  bei  der  Bewegung 
eines  Punkts  auf  einer  Kugel  z.  B  ist  nur  die  Zeitgleichung  berech- 
net, die  Bahngleichung  geradezu  vergessen.  So  sind  auch  die  Me- 
thoden grösstenteils,  aber  nicht  immer,  die  einfachsten:  das  Alem- 
bert'sche  Princip  z.  B.,  das  doch  bei  richtiger  Betrachtung  aus  dem 
Principe  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  als  unmittelbare  Folge 
hervorgeht,  wird  hier  durch  eine  gar  nicht  einfache  Rechnung  dar- 
aus hergeleitet,  die  flberdies  zum  Verst&ndniss  noch  weiterer  Er- 
läuterung bedarf.  Endlich  sind  auch  die  Begriffsbestimmungen 
grösstenteils  correct,  aber  nicht  alle:  die  Schwere  z.  B.  wird  in  con- 
stantes  Yerhältniss  zur  Masse  gesetzt  und  ein  Coefficient  angegeben, 
welcher  nahezu  der  Breite  48®  27'  entspricht,  ohne  ein  Wort  von 
seiner  Abhängigkeit  zu  sagen.  Im  ganzen  also  ist  die  Arbeit  eine 
erfreuliche  Erscheinung,  aber  noch  in  vielen  Punkten  besserungs- 
bedürftig. H. 


Ueber  die  Berechnung  und  die  bildliche  Darstellung  von  Trag- 
heits-  und  Centrifugalmomenten  ebener  Massenfigurcu.  Von  Robert 
Land  in  Dresden.  Leipzig  1888.  Arthur  Felix.  66  S.  (Civil- 
ingeuieur  XXXIV.) 

Im  Vorliegenden  reproducirt  der  Verfasser  die  im  Giviliugenieur 
XXXIII  vom  Herrn  Professor  Mohr  entwickelte  Lehre  und  fügt 
eigene  Bemerkungen  hinzu.  Es  werden  darin  die  „Centrifugal- 
momente*^  die  Bestimmungsgrösson  für  die  Lage  des  „Trägheits- 
schwerpunkts^^  —  zwei  Namen  deren  Bedeutung  der  Verfasser  zu 
erklären  nicht  für  nötig  befunden  bat  -  und  die  Trägheitsmomente 
eines  ebenen  Flächeustücks  in  einer  für  die  Gonstruction  geeigneten 
Form  durch  Rechnung  dargestellt,  dann  die  Gonstruction  ausgeführt. 
Nach  dem  Urteile  des  Verfassers  über  Mohr's  Theorie  gibt  dieselbe 
„eine  äusserst  übersichtliche  und  einfache  Darstellung  von  Flächen- 
momeuten  2.  Ordnung  in  Bezug  auf  beliebige  Axen,  welche  Darstel- 
lung bei  ihrer  grossen  Allgemeinheit  für  alle  in  der  Flächenebene 
befindlichen  Axen  an  Einfachheit  wol  schwerlich  übertroffen  werden 
kann  und  gegenüber  der  bisher  meist  üblichen  Darstellung  durch 
Trägheits-  und  Gentralcllipsen  für  die  praktischen  Anwendungen 
einen  überwiegenden  Vorteil  besitzt."  H. 
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Technik* 

Das  wahre  Gesetz  der  Dampf-fixpansion  und  die  BerecbnaDg 
der  dreistufigen  ExpaDsions-Dampfmaschine.  Von  Arnold  Sa- 
ni nelson,  Chof-Ingenieur  der  Stadtwasserkunst  zu  Hamburg.  Mit 
4  lithographischen  Tafeln  uud  14  Si^izzeu  im  Text.  Hamburg  und 
Leipzig  1888.    Leopold  Voss.     127  S. 

Der  Verfasser  ist  der  Ansicht,  dass  der  Wasserdampf  im  Cy- 
linder  einer  Dampfmaschine  in  der  Expansionszeit ,  d.  h.  wo  weder 
Dampf  noch  Wärme  zu  oder  abfiiesst,  am  genauesten  der  Poisson- 
schen  Formel 

Pi 
Pi 


-oy 


gemäss  Druck  und  Volum  ändert,  wenn  man  darin  auch  m,  d.  i.  das 
Verhältniss  der  Capicitätcn  bei  constantem  Druck  und  Volum  vor- 
läufig als  unbekannt  betrachten  müsse.  Die  Theorie  von  Clausius 
sei  völlig  ohne  Anwendung,  weil  sie  allein  von  gesütligtem  Dampf 
handle,  der  im  vorliegenden  Falle  nicht  dau  rnd  bestehen  könne. 
Die  Techniker  hingegen  seien  sämtlich  abgeneigt  auf  Revision  der 
Berechnungs weise  einzugehen.  Er  hat  zur  Verteidigung  seiner  An- 
sicht 4  Vorträge  gehalten  und  publicirt  dieselben  unverändert  in  der 
vorliegenden  Schrift.  H. 


Optik. 

Das  Licht.  Zwölf  Vorlesungen  gehalten  in  Abcrdeen  1883— 
1885  nebst  zwei  Vorlesungen  über  Absorption  und  Fluorescenz  des 
Lichtes  von  George  Gabriel  Stokes  M.  A.  F.  R.  S.  F.  P.  C. 
etc.,  Professor  der  Mathematik  in  Cambridge.  Autorisirte  deutsche 
Uebersefzung  von  Dr.  Otto  Dziobek,  Privatdocent  an  der  techni- 
schen Hochschule  zu  Charlottenbur^'.  Leipzig  1888.  Johann  Am- 
brosius  Barth.    308  S. 

Diese  Vorlesungen  sind  in  Ausführung  der  veränderten  Bestim- 
mungen des  Buruett'schon  Legats,  zu  der  dessen  Guratorium  das 
Thema  gegeben  und  den  Verfasser  erwählt  hat,  gehalten  worden. 
Die  Behandlungsweise  und  namentlich  die  Art,  wie  er  den  Anschluss 
an  die  ursprüngliche  Forderung,  welche  die  Wissenschaft  in  Be- 
ziehung zur  Religion  zur  Aufgabe  macht,  bewahrt  hat,  unterlag  dem 
freien  Ermessen  des  Verfassers.  Der  Vortrag  wendet  fast  gar  keine 
Mathematik  an ,  beschränkt  sich  also  ganz  auf  rein  qualitative  Dar- 


Digitized  by  CjOOQIC 


24  Lüterariicher  Bericht  XXX. 

leguDg  der  Lehre;  desto  grösseres  Gewicht  legt  er  auf  den  geschicht- 
lichen Entwickelangsgang  der  Theorie.  Hierdurch  wird  es  möglich 
dem  Unkundigen  einen  Begriff  von  den  Erfordernissen  der  Einsicht 
zu  gehen,  den  dieser  nur  stufeuweis,  nicht  an  fertiger  Doctrin  ge- 
winnen kann.  In  der  Lehre  vom  Lichte  werden  3  Teile  unter- 
schieden, deren  jeder  es  von  einem  eigenen  Gesichtspunkte  aus  ho- 
trachtet:  das  Lieht  ist  erst  Gegenstand,  dann  Mittel  der  Erkenntniss, 
dann  tritt  es  in  Beziehung  zu  andern  Elementen  der  Natur  und  des 
Menschenlehens.  Jedem  dieser  3  Teile  sind  4  Vorlesungen  gewidmet. 
Deren  Mittelpunkte  sind  im  1.  Teile:  Emissionstheorie,  Interferenz 
und  Beugung,  Doppelbrechung  und  Polarisation,  Wcllentheorie.  Im 
2.  Teile  sind  es  die  Anwendungen  der  Absorption  zur  Unterschei- 
dung, die  chemischen  und  astronomischen  Anwendungen  der  Spcc- 
tralanalyse;  von  letztern  handeln  2  Vorlesungen.  Der  3.  Teil  han- 
delt: von  den  meteorologischen,  von  den  animalischen  Wirkungen; 
vom  Auge,  von  der  Entstehung  der  Welt,  der  Organismen  und  des 
Lebens.  Der  Anhang  gibt  noch  2  Vorträge:  über  die  Farben  der 
Körper  und  über  die  Fluorescenz.  Figuren  und  Abbildungen  ent- 
hält das  Buch  nicht.  H. 


Leitfaden  der  theoretischen  Optik  zum  Gebrauche  auf  höheren 
Unterrichtsanstalten  und  heim  Selbstunterrichte  bearbeitet  von  Dr. 
Carl  Pah  St.    Halle  a.  S.    1888.    H.  W.  Schmidt.    100  S. 

Das  Buch  ist  so  abgefasst,  dass  von  der  Schulmathematik  der 
volle  Gebrauch  gemacht  werden  soll.  Es  behandelt  daher  die  Lehren 
von  der  Kcflexiou,  der  Brechung  und  der  Dispersion  als  Anwen- 
dungen der  Geometrie  und  Trigonometrie  und  schliesst  die  Zweige 
und  Fragen  der  Optik,  welche  sich  dazu  nicht  eignen,  von  der  Be- 
trachtung aus.  Dem  Ganzen  ist  demgemäss  die  Gestalt  einer  mathe- 
matischen Doctrin  in  Lehrsätzen  und  Beweisen  gegeben  worden. 
Diese  Wahl  lässt  sich  vollkommen  gut  heissen:  es  wird  damit  dem 
Schüler  der  reichhaltigste  und  fruchtbarste  Teil  der  Optik  als  der- 
jenige dargeboten,  den  erexact  aufzufassen  vermag;  sowol  der  theo- 
retische Unterbau  als  auch  die  weiter  gehenden  Untersuchungen  können 
dem  Studium  vorbehalten  bleiben.  Allein  die  Ausführung  entspricht 
nicht  der  Idee:  in  den  Anfängen  der  4  Teile  fehlt  alle  klare  Stel- 
lung. Werden  schon  in  der  reinen  Geometrie  Axiome  als  notwendig 
erkannt,  so  liegt  es  am  Tage,  dass  umsomehr  hier  die  Axiome  oder 
Hypothesen  ausgesprochen  sein  müssen ,  auf  welche  sich  die  De- 
duction  stützen  kann.  Statt  dessen  wird  hier  gleich  der  erste  Satz 
jedes  Abschnitts,  insbesondere  das  Brechnngsgesetz,  als  Lehrsatz 
aufgestellt  und  dann  unter  „Beweis^'  mit  Gebrauch  undefinirter  Be- 
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griffe  dem  Schüler  eine  zwei  Seiten  lange  Betrachtung  ohne  alle 
exactc  Schlussweise  vorgeredet  um  ihm  den  Satz  glaubhaft  zu  machen. 
BegrQndung  des  Brechungsgesctzes  war  nicht  notwendig,  weil  die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  nicht  weiter  in  Anwendung  kommt; 
man  konnte  das  Gesetz  als  empirisch  erkanntes  zugrunde  legen.  Es 
Hess  sich  auch  leicht  elementir  begründen;  nur  mussto  der  Strahl 
als  Gerade,  der  momentan  erreichte  Punkt  auf  ihr  und  dadurch  die 
Geschwindigkeit,  endlich  der  Ort  der  gleichzeitig  erreichten  Punkte 
als  Ebene  construirt  und  die  Hypothese  gemacht  werden,  dass 
der  Strahl  auf  ihr  senkrecht  steht,  was  sich  wiederum  elementar  be- 
weisen Hess,  wenn  man  in  der  Hypothese  noch  weiter  zurückgriff. 
Im  Vorwort  wird  behauptet,  es  sei  die  Hypothese  über  das  Wesen 
des  Lichts  vorangestellt,  um  deutlich  darzutun,  wie  sich  die  ganze 
Lehre  aus  einem  einheitlichen  Principe  ableiten  lässt.  Was  im 
voraus  über  das  Wesen  des  Lichts  gesagt  ist,  möchte  schwerlich 
Basis  einer  daraus  folgenden  Theorie  sein  können;  dvwn  die  ein- 
zige mathematische  Angabe,  dass  die  Schwingungen  transversale  sein 
sollen,  hat  keinen  Sinn,  wenn  keine  Richtnng  genannt  wird,  zu  der 
sie  es  sind.  Jedenfalls  steht  alles  Folgende  damit  in  keiner  logi- 
schen Verbindung.  Angeblich  wird  daraus  bewiesen,  dass  die  Licht- 
strahlen im  isotropen  Medium  gerade  Linien  sind.  Was  aber  ein 
Lichtstrahl  bedeutet,  ist  hier  gar  nicht  erklärt;  die  Strahlen  treten 
in  der  Rede  auf  als  beliebig  gedachte  Gerade;  von  solchen  weiss 
man  auch  ohne  Optik,  dass  sio  Gerade  sind.  H. 


Vermischte  Schriften. 

Atti  dclla  Reale  Accademia  dei  Lincei.  Anno  CCLXXXV.  1888. 
Serie  qunrta.  Rendiconti  pubblicati  per  cura  dei  Segretari.  Volume 
IV.    Roma  1888.    V.  Salviucci. 

Dor  4.  Band  enthält  folgende  mathematische  Abhandlungen. 

Biauchi:  Ueber  die  kleinsten  Flächen  in  Räumen  constanter 
Krümmungen.  —  Ueber  die  Fuchs'schen  Flächen.  —  Ueber  die  un- 
bestimmten quadratischen  Differentialformen. 

Cesäro:  Ueber  die  Begriffe  der  Grenze  und  der  Stetigkeit.  — 
Formeln  zur  Bewegung  eines  Punktes.  —  Ueber  eine  Verteilung  der 
Zeichen.  —  Starre  Bewegung  und  theoretische  Deformationen  in 
krummen  Räumen. 

D'Ovidio:  Ueber  einige  simultane  Invarianten  zweier  binären 
Formen  5.  und  4.  Ordnung  und  über  deren  Resultanten. 
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Pincherle:  Ueber  gewisse  bestimmte  Integrale.  —  Ueber  die 
verallgemeinerten  bypcrgeomctrischcn  Functionen. 

Vol terra:  Eine  Erweiterung  der  Riemann'schen  Theorie  der 
Functionen  complexer  Variabcln.  —  Ueber  die  polydromen  analyti- 
schen Functionen. 

Pascal:  Ueber  ein  Fundamentaltheorem  in  der  Theorie  des 
symbolischen  Galculs  der  nären  Formen. 

Gerosa:  Ueber  die  Schallgeschwindigkeit  in  den  Legimngen. 

Maschke:  Auflösung  der  Gleichung  6.  Grades. 

Br losch i:  Beobachtungen  an  vorstehender  Mitteilung.  —  Die 
Normalform  der  Gleichungen  6.  Grades  (2  Noten).  —  Die  Differen- 
tialgleichungen für  die  Perioden  der  hyperelliptischen  Functionen 
zweier  Variabein. 

Paladini:  Ueber  die  rotirende  Bewegung,  welche  im  Yacuum 
oder  in  incompressibler  Flüssigkeit  ein  Körper  unter  dem  Einfluss 
von  Kräften  mit  dem  Potential  -öicos^^+^t^s^  annimmt. 

Ricci:  Ueber  die  Classification  der  quadratischen  Differential- 
formen. 

Montesano:  Ueber  die  involutorischen  Transformationen  des 
Raumes,  welche  einen  linearen  Complex  von  Geradon  bestimmen. 

Marangoni:  Kriterien  zur  Aufstellung  einer  natürlichen  Classi- 
fication der  Krystalle.  —  Das  Problem  der  capillaren  Anziehung  und 
Abstossung. 

Favero:  Eine  neue  Untersuchung  über  die  Schwere. 

Padova:  Eine  neue  Anwendung  der  Theorie  der  elliptischen 
Functionen  auf  Mechanik.   —    Ueber  die  krummlinigen  Coordinaten. 

Pittarelli:  Ueber  die  zum  Oktaeder  gehörenden  Formen.  — 
Ueber  die  Transformation  des  elliptischen  Differentials  ausgeführt 
mittelst  typischer  Darstellung  der  binären  Formen  3.  und  4.  Grades. 

Card  an i:  Ueber  den  Einfluss  der  elastischen  Kräfte  auf  die 
transversalen  Schwingungen  der  Saiten  (2  Noten). 

Govi:  Neue  Methode  den  Ort,  die  Lage  und  Grösse  der  von 
Linsen  oder  coroplexen  optischen  Systemen  gegebenen  Bilder  zu 
construiren  und  zu  berechnen. 

Pierpaoli:  Einfluss  der  Temperatur  auf  die  Schwingungszahl 
einer  Stimmgabel. 

Betti:  Ueber  die  Entropie  eines  Newton*schen  Systems  in  Be- 
wegung. 

Battaglini:  Ueber  die  sestatischen  Punkte  einer  beliebigen 
Curvo. 

Ricco:  Deformirtes  Bild  der  Sonne  im  Spiegel  des  Meeres 
und  dessen  Abhängigkeit  von  der  Rundung  der  Erde. 

Tonelli:  Ueber  eine  gewisse  partielle  Differentialgleichung. 

H. 
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Acta  Mathematica.  Zeitschrift  herausgegen  Yon  G.  Mittag- 
Leffler  8.  Stockholm  1886.  F.  u.  G.  Beijer.  Berlin,  Mayer  u. 
Maller.     Paris,  A.  Hermann. 

Der  8.  Band  enthält  folgende  Abhandlungen. 

G.  YT.  Hill:  Ueber  den  Teil  der  Bewegung  des  Perigänms  des 
Mondes,  welcher  eine  Function  der  mittleren  Bewegungen  von  Sonne 
und  Mond  ist 

Hj.  Mellin:  Zur  Theorie  der  F  Function. 

O.  Staude:  Ueber  hyperelliptische  Integrale  2.  und  8.  Gattung 

M.  A.  Stern:  Ueber  einen  Satz  von  Hermito  bezflglich  auf  die. 
Function  E{x). 

H.  Schubert:  Anzahl-Bestimmungen  fQr  lineare  Räume  be- 
liebiger Dimensionen. 

E.  A.  Stenberg:  Einige  Eigenschaften  der  linearen  und  ho- 
mogenen Differentialgleichungen. 

E.  Holst:  Beweis  des  Satzes,  dass  eine  jede  algebraische  Glei- 
chung eine  Wurzel  hat 

M.  Nocther:  Ueber  die  reductibeln  algebraischen  Curven. 

H.  Weber:  Theorie  der  Aberschen  Zahlkörper. 

P.  Appell:  Ueber  einige  Anwendungen  der  Function  Z(aj, y, a) 
auf  die  mathematische  Physik. 

H.  Poincar6:  Ueber  die  unregelmässigen  Integrale  der  linearen 
Gleichungen. 

F.  Casorati:  Die  Functionen  einer  einzigen  Variabein  mit 
beliebig  vielen  Perioden.  —  Die  fundamentalen  Oerter  der  inversen 
Functionen  der  Abelschen  Integrale  und  insbesondere  der  inversen 
Functionen  der  elliptischen  Integrale  2.  und  3.  Gattung. 

J.  Bertrand:  Ueber  die  elektrischen  Einheiten.  H. 
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nen. 5.  Tl.  7.  Afl.  V.  P.  Nakel.  Breslau,  Handers  Verl.  2  Mk.  40  Pf. 

Harms,  Gh.,  zwei  Abhandlungen  flb.  den  Rechenunterricht. 
Oldenburg,  Stalling's  Verl.    80  Pf. 
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A.  u.  B.    3.  Afl.    Leipzig,  Klinkhardt.  -  ä  60  Pf. 

Särchiuger,  E.  u.  V.  Estel,  Aufgabensammlung  f.  den  Rechen- 
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f.  Bürger-  u.  Volksschulen.  Hrsg.  v.  A.  Steger  u.  Wohlrabe.  5.  Hft- 
7.  Afl.    Halle,  Schrödel.    40  Pf. 

Schellen,  H.,  Aufgaben  f.  den  Unterricht  im  Eechnen.  2. TL 
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Litterarischer  Bericht 

XXXI. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Gescbiclite  der  unendlicheu  Beihen.  Von  Dr.  R.  Rciff,  Pro- 
fessor am  Gymoasium  zu  Ileilbroon.  Tübingcu  1889.  H.  Laupp. 
212  S. 

Mehr  und  mehr  bereitet  sich  der  Aufbau  einer  die  neue  Wissen- 
schaft umfassenden  Geschichte  der  Mathematilt  durch  successivo  Be- 
handlung ihrer  Objecto  vor.  Auch  die  vorliegende  Schrift  ist  ein  Bei- 
trag zur  materiellen  Grundlage  des  künftigen  Universalwerkes  und 
bedarf  als  notwendiger  Bestandteil  derselben  keiner  weitern  Recht- 
fertigung. Wenn,  wie  der  Verfasser  sagt,  es  schwierig  ist,  die  Theorie 
der  Reihen  von  den  Disciplinen,  mit  denen  sie  in  Zusammenhange 
steht,  gesondert  zu  betrachten,  so  würde  es  noch  viel  schwieriger 
sein,  ihre  Geschichte  in  ihrer  Verflechtung  mit  denselben  darzustellen. 
Ihre  vielseitigen  Beziehungen  sind  es  gerade,  die  iliren  Entwickelungs- 
gang  in  ein  deutlicheres  Licht  stellen,  und  ehe  diese  Klärung  statt- 
gefunden hat,  insst  sich  überhaupt  keine  befriedigende  Darstellung 
geben.  Die  Geschichte  der  unendlichen  Reihen  teilt  sich  in  3  Pe- 
rioden. Die  erste  wird  genannt  die  von  Newton  und  Leibnitz.  Zu 
ihr  gehören  auch  Wallis,  Jakob  und  Johann  Bernoulli.  Von  diesen 
werden  specielle  Reihen  gebraucht  zur  Quadratur  des  Kreises,  der 
Hyperbel  und  andrer  Curven.  Die  Convergenz  tritt  schon  von  An- 
fang an  in  Frage  und  wird  bewiesen;  auch  das  Wort  ist  schon  in 
Gebrauch.  Die  zweite  Periode,  hier  genannt  die  der  formalen  Be- 
handlungsweise,  zu  der  Moivre,  Stirling ,  Taylor,  MacLaurin,  Enler 
und  zum  Teil  Lagrange  gerechnet  werden,  charaktcrisirt  sich  durch 

Arch.  d.  Uath.  n.  Fhjs.    2.  Reihe,  Teü  VIII.  3 
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Erweiterung.  Die  Aufhebung  der  Beschränkung  durch  die  Bedingung 
der  Convergenz  wird  mehr  antipicirt  als  zur  Aufgabe,  das  Entwicke- 
lungsgesetz  zur  Hauptsache  gemacht.  Die  dritte  Periode,  genanut 
die  der  oxactcn  Bchandlungswcise,  welche  mit  Gauss  beginnt,  ist  auf 
Herstellung  der  beiseite  gesetzten  Strenge  gerichtet  und  begründet 
erst  eine  allgemeine  Keihentheorie.  Es  handelt  sich  im  Buche,  nach- 
dem einiges  über  die  Gauss'sche  Reihe  gesagt  ist,  aussschliesslich 
um  die  Kriterien  der  Convergenz  und  deren  Ausbildung.         H. 


Jordani  Ncmorarii  geomctria  vcl  de  triaugutis  libri  IV. 
Zum  ersten  male  nach  der  Lesart  der  Handschrift  Db.  86.  der  Königl. 
öfTentlichen  Bibliothek  zu  Dresden  herausgegeben  von  Maximilian 
Curtze,  Oberlehrer  am  Königlichen  Gymnasium  zu  Thorn.  Mit 
5  Figureutafeln.    Thorn  1887.    ülrust  Lambeck.    50  S. 

Das  herausgegebene  Werk  bildet  zusammen  mit  einer  zweiuju 
Schrift  desselben  Autors  „Liber  de  similibus  arcubus'^  das  6.  Heft 
der  „Mitteilungen  des  Copperuicus-Vereius  für  Wissenschaft  und 
Kunst  zu  Thorn.*'  Als  Einleitung  gehen  voraus  genauere  Nachrichten 
über  die  einzelnen  bekannt  gewordenen  Schriften,  Nachrichten  nament- 
lich welche  wir  den  Nachforschungen  des  Fürsten  Boncompagni  ver- 
danken. Durch  diese  ist  zuerst  erwiesen,  dass  der  Ordeusgeueral 
der  Dominicaner  Jordanus  mit  dem  Mathematiker  Jordanus  Nemo- 
rarius  dieselbe  Person  ist.  infolge  dessen  ist  anzunehmen,  dass 
dessen  mathematische  Schriften  vor  1220  verfasst  sind.  Vor  dem 
gegenwärtigen  waren  bereits  5  seiner  Werke  gedruckt.  Zuerst  er- 
schien „Arithmetica  libris  X  demonstrata''  1496  in  Paris;  dann 
.,Algorismu8  dcmonstratus'^  1534  in  Nürnberg;  dann  „De  numeris 
datis''  herausgegeben  von  Treutloiu  in  Karlsruhe  (Abhandlungen  zur 
Geschichto  der  Mathematik,  II.  Heft,  S.  125);  dann  „Tractatus  de 
ponderibus",  unvollständig  schon  1533  von  Apian  in  Nürnberg,  voll- 
ständig 1565  von  Curtius  Trojanus  herausgegeben;  zuletzt  „Descriptio 
sphaerae  in  piano''  in  den  Ausgaben  des  Planisphaerium  von  Ptolc- 
mäus.  In  Handschriften  sind  ausserdem  vorhanden:  „Tractatus  do 
isoperimetris  propositioucs  Septem'';  „Jordanus  do  speculis  et  pon- 
deribus". Die  Schrift  „De  numeris"  ist  dadurch  bemerkenswert,  dass 
hier  zum  erstenmal  Buchstaben  zur  Bezeichnung  von  Zahlen  als 
solchen,  nicht  erst  in  Linien  dargestellten  Zahlen  auftreten,  während 
die  Operationszeichen  noch  ziemlich  unpraktisch  sind.  Ein  Beispiel 
von  algebraischer  Rechnung  -—  es  betrifft  die  Auflösung  einer  qua- 
dratischen Gleichung  —  zeigt,  dass  das  Verfahren  dem  heutigen  ganz 
gleich,  nur  des  Ausdrucks  wegen  nicht  leicht  verständlich  ist. 

H. 


Digitized  by  CjOOQIC 


Litterarischer  Bericht  XXXI.  30 

Ueber  dio  Bcrücksichtignng  des  Historischen  beim  Unterricht  in 
der  Geometrie.  Von  Dr.  H.  Böklen,  Reallehrcr  in  Ludwigsburg. 
Tübingen  1889.    Franz  Fues.    23  S. 

Der- Titel  lässt  einen  pädagogisch  didaktischen  Inhalt  erwarten; 
letzterer  ist  jedoch  durchweg  historisch.  Die  Schrift  gibt,  nachdem 
sie  dio  3  Bearbeitungen  der  trcschicbte  der  Matlicmatik,  dio  wir  aus 
neuerer  Zeit  besitzen,  von  C.  A.  Bretscbneider,  Hermann  Hankel  und 
M.  Cantor  genannt,  zuerst  eine  vortreffliche  Uebersicht  über  die 
mathematische  Litteratnr  des  Altertums,  in  4  Abschnitte  geteilt: 
Aegyptische  Mathematik,  Uebergang  zur  griechischen  (jeometrie, 
griechische  Geometrie,  höhere  griechische  Geometrie,  und  Stereome- 
trie, und  lässt  dann  alle  nähern  Angaben  über  die  Schriften,  dio 
Lehre  und  den  Standpunkt  in  Noten  folgen.  Das  hier  entfaltete  Bild 
der  Mathematik  der  Alten  ist  weit  reichhaltiger,  als  es  wol  ein 
Schüler  durch  die  Notizen  gewinnen  wird,  die  gewöhnlich  beim  Unter- 
richt eingeschaltet  werden,  gleichwol  der  Umfang  klein  genug  um  es 
sich  leicht  zu  eigen  zu  machen.  Die  Schrift  möchte  daher  für  Schulen 
sehr  zu  empfehlen  sein,  mit  der  Bestimmung,  dass  die  Schüler  sie 
einmal  durchlesen,  später  das  Bezügliche  darin  nachschlagen. 

H. 


Methode  und  Principien. 

Die  Lehre  von  der  Energie  historisch-kritisch  entwickelt.  Nebst 
Beiträgen  zu  einer  allgemeinen  Energetik.  Von  Dr.  Georg  Helm, 
Oberlehrer  an  der  Annenschule  zu  Dresden.  Leipzig  1887.  Arthur 
Felix.    104  S. 

Das  Buch  lässt  sich  weder  zu  den  eigentlich  historischen  noch 
zu  den  eigentlich  philosophischen  Schriften  zählen,  obgleich  es  sich 
mit  Geschichte  und  Philosophie  beschäftigt;  zutreffender  würde  es 
sein,  es  ein  poetisches  Erzeugniss  zu  nennen.  Zur  historischen  Dar- 
stellung würde  gehören,  dass  der  Ursprung  und  die  Stadien  der 
Ausbildung  des  Begriffs  der  Energie  mit  litterarischem  Nachweis  ans 
Licht  gestellt  wären.  Hierauf  geht  die  Schrift  nicht  ein:  sie  bleibt 
von  Anfang  an  bei  dem  Worte  Energie  stehen,  ohne  irgend  einmal 
dessen  Inhalt  zu  entfalten,  ohne  das  Problem  darzulegen,  um  dessen 
Lösung  es  sich  handelt,  so  dass  ein  Fortschritt  in  der  Auffassung 
überhaupt  nicht  ersichtlich  werden  kann.  Eber  poetisch  als  philo- 
sophisch aber  stellt  sich  die  Schrift  dar,  sofern  sie  ihr  Interesse  nur 
der  Aussenseite  der  litterarischen  Erscheinungen  zuwendet,  und  ihre 
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Urteile,  um  deren  exacte  Begründung  sie  sich  nirgends  bemüht,  nur 
den  Geschmack  des  Verfassers  repräsentiren.  Nach  dessen  Ansicht 
muss  die  Geschichte  die  geäusserten  Ideen  aller  Schriftsteller,  die 
das  Wort  Energie  im  Munde  führen,  des  Phantasten  wie  des  For- 
schers, gleicherweise  würdigen;  denn  auch  das  vergessene  Wort  wirke 
fort  und  sei  als  Grund  späterer  wichtiger  Entdeckungen  anzuerken- 
nen. Wie  sehr  seine  Beobachtungen  am  Aeussern  haften,  verrät  die 
anfängliche  Bemerkung,  auch  die  Wissenschaft  habe  ihren  Styl.  Der 
Wissenschaft  wird  hiernach  die  persönliche  Vorliebe  ihrer  Vertreter 
zugeschrieben.  Dass  letztere  zu  verschiedenen  Zeiten  in  verschie- 
dener Weise  sich  vorwaltend  geltend  gemacht  hat,  ist  es,  was  nach 
des  Verfassers  .Meinung  den  Entwickelungsgang  der  Wissenschaft 
charakterisirt.  Ob  sich  während  dessen  die  Wissenschaft  einem  Ziele 
angenähert  hat,  scheint  ihm  gleichgültig.  Das  Ziel  wird  allerdings 
in  dem  Satze  ausgesprochen:  Bei  jeder  Verwandlung  kinetischer 
Energie  in  potentielle  oder  potentieller  in  kinetische  bleibt  doch  die 
gesamte  Energie  unvei  ändert.  Wenn  er  aber  gleich  nachher  die 
analytische  Gestaltung  als  das  grösste  Hinderniss  auf  dem  Wege  zu 
diesem  Ziele  verdammt,  so  kann  man  darin  doch  kaum  etwas  an- 
deres als  ein  Urteil  seines  Geschmackes  sehen.  Die  Schrift  teilt 
sich  nach  den  verschiedenen  Gebieten,  denen  die  Bemerkungen  zu- 
gehören. Der  1.  Teil,  Quellen  der  Energie-Ideen,  hat  die  Abschnitte: 
theoretische  Mechanik,  Physik,  Philosophie,  Technik;  der  2.  Teil, 
Begründung  des  Energie-Gesetzes:  Aufstellung  des  Euergie-Princips, 
experimentelle  Belege  der  Aequivalenz,  Erhaltung  der  Energie,  Eigen- 
energie der  Körper,  Terminologie,  Ergebniss;  der  3.  Teil:  Energie- 
gesetz als  Integralgesetz,  Eiufluss  des  Entropiegesetzes,  Energie- 
gcsotz  als  Grundgesetz,  Formen  der  Energie.  Verweisungen  auf  die 
Litteratur  sind  am  Ende  zusammengestellt.  Hoppe. 


Zwei  Abhandlungen  über  den  Bechenunterricht.  Das  Rechnen 
mit  den  Zahlen  von  1  bis  100,  eine  didaktische  Skizze.  Ueber 
Rechenunterrjcht  und  Rechenbücher,  eine  Rück-  und  Umschau.  Von 
Christian  Harms,  Professor.  Oldenburg  1889.  Gerhard  Stall ing. 
72  S. 

Die  erste  Abhandlung  beginnt  mit  einem  Streite,  der  über  zwei 
Methoden  des  Rechenunterrichts  für  Kinder  schon  längere  Zeit  ge- 
führt wird,  obwol  man  hätte  erwarten  dürfen,  dass  seine  Entschei- 
dung heutzutage  keine  Frage  mehr  sein  würde.  Als  vor  45  Jahren 
der  Schulrat  Schulz  in  einem  Artikel  seiner  Zeitschrift  die  Methode 
zuerst  ausführlich  erörterte  und  empfahl,  nach  welcher  die  Eigen- 
schaften, Zusammensetzung  und  Zerlegung  jeder  Zahl  einzeln  von  1 
an  aufsteigend  gelehrt,  mithin  die  Operationen  auch  immer  specioll, 
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als  zu  jeder  Zahl  einzeln  gehörig,  betrieben  werden,  worden  sehr 
bald  die  damit  verknüpften  Unzuträglichkeiten  empfanden,  nnd  Ein- 
führung fand  nicht  statt.  Indes  verwarf  man  ihren  Grundgedanken 
nicht,  sondern  verbesserte  die  Form  der  Ausführung  dahin,  dass 
statt  der  einzelnen  Zahlen  Gruppen  auf  einander  folgender  Zahlen  in 
dieser  Weise  behandelt  wurden.  £benso  verführt  auch  der  Verfasser 
and  zwar  erklärt  er  die  Gruppen  bis  5 ,  bis  10,  bis  20,  bis  100  fflr 
die  geeigneten,  weil  sie  dem  Abzählen  an  den  Fingern  entsprechen. 
£r  wendet  sich  hier  gegen  einen  Autor  Grube,  welcher  bei  der  ge- 
sonderten Behandlung  aller  Zahlen  bis  100  verharrt,  und  demgemäss 
100  Stufen  des  Unterrichts  annimmt  Dass  jemand  sich  von  einem 
solchen  Znwerkegehen  Erfolg  versprechen  kann,  scheint  nur  glaub- 
lich unter  der  irrigen,  wiewol  öfters  angetroffenen,  Voraussetzung, 
dass  alles,  was  die  Kinder  in  der  Schule  hören,  ihr  Eigentum  bleibt. 
Es  ist  bekannt  genug,  dass  eine  unterschiedliche  Menge  des  Gehörten 
oder  Gesehenen  nur  durch  Ordnung  zur  Gesamtauffassung  gelangt 
Das  Herauskehren  der  Individualität  so  vieler  Zahlen  aber  macht 
jedes  Ordnungsprincip  unmöglich.  Diese  Ueberbürdung  des  Gedächt- 
nisses wird  durch  die  Einteilung  in  4  Stufen  gänzlich  vermieden. 
Die  erste  Stufe  gibt  Raum  genug  für  Entwickelung  der  elementaren 
Begriffe.  Je  mehr  der  Umfang  sich  in  höhern  Stufen  vergrössert, 
desto  mehr  Überwiegt  das  Gemeinsame,  d.  i.  die  Operation,  die  In- 
dividualität, und  hierzu  muss  es  doch  einmal  kommen.  Es  wird  nun 
das  Verfahren  eingehend  erörtert  Hierzu  ist  eine  Bemerkung  zu 
machen.  Der  Verfasser  findet  es  schwierig  den  Kindern  begreiflich 
zu  macheu,  dass  aus  |||  —  |  sich  2  ergeben  könne,  da  sie  doch  4 
Striche  zählen.  Die  Schwierigkeit  zeigt  nur  an,  dass  die  Erklärung 
vom  unrechten  Ende  anfängt.  Die  Subtraction  muss  zuerst  durch 
Inversion  erklärt  werden;  diese  Regel  entspricht  nicht  bloss  der 
wissenschaftlichen,  sondern  auch  der  kindlichen  Logik.  Ist  g  -f-  |  — 1|| 
erklärt,  so  frage  man  ?  -}~  I  "^  III-  ^ie  Frage  beantworten  am  leichte- 
sten die  Finger.  Soll  durch  Erhebung  eines  Fingers  3  entstehen,  so 
muss  dieser  1  Finger  von  den  dreien  vorher  gesenkt  werden.  Das 
Senken  der  Finger  aber  bedeutet  bei  den  Strichen  die  Tilgung  eines 
Striches.  Warum  der  Verfasser  die  Inversion  nie  anwendet,  ist  nicht 
ersichtlich;  hatte  er  einen  Einwand  dagegen,  so  war  dieser  auszu- 
sprechen. 

Die  zweite  Abhandlung,  Abdruck  eines  früheren  Programms, 
bespricht  den  Gegenstand,  im  ganzen  nnd  gibt  keinen  Anlass  etwas 
daraus  hervorzuheben.  Hoppe. 

Uebcr  die  Identität  geometrischer  Gebilde.  Ein  Beitrag  zur 
Didaktik  der  Geometrie.  Von  Jos.  Schräm,  Profes90r  amCommu- 
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nal-Rcal-    und    Obergymnasinm    in    Mariahilf.      Abdruck   aus    der 
„Zcitschr.  f.  d.  Realschulwesen"  III.  Jahrg.  VI.  Heft. 

Ver  Verfasser  erklärt  zuerst,  dass  er  bei  Herausgabe  seines 
Lehrbuchs  der  ebenen  Geometrie  keine  passende  Stelle  gefunden  hat, 
seine  vielfachen  Abweichungen  vom  Gewöhnlichen  zu  rechtfertigen. 
Eine  Besprechung  des  Lehrbuchs  durch  Herrn  Dr.  Obermann  im 
III.  Heft  dieser  Zeitschr.  bietet  ihm  jetzt  den  Anlass  dazu,  indem 
sie  einen  Vorwurf  enthält.  Die  betreffende  Stelle  ist  wörtlich  abge- 
druckt; sie  sagt  aus,  dass  die  Definition  der  Congruenz  (Identität) 
durch  die  ausreichenden  Bestimmungsstücke  bei  Schräm  einen  augen- 
fälligen, bei  frühern  Autoren  einen  versteckten  Cirkel  gebe.  Der 
Verfasser  will  den  schuldigen  Nachweis  dieses  Urteils  nicht  abwarten, 
sondern  teilt  sogleich  seine  Aufstellungen  mit  und  sucht  durch 
Musterung  aller  einzelnen  Punkte  das  Nichtvorhandensein  eines 
Cirkels  darzulegen.  Halten  wir  uns  nun,  da  Obermann  sich  nicht 
näher  ausspricht,  einfach  an  die  mitgeteilten  Aufstellungen,  so  liegt 
es  uns  jedenfalls  näher  gegen  die  mannichfachen  Unbestimmtheiten 
Kritik  zu  üben  als  ein  Urteil  über  sie  zu  fällen.  Der  erste  Satz 
ist:  „Zwei  Gebilde  heissen  identisch,  wenn  sie  sich  nur  durch  den 
Ort,  an  welchem  sie  sich  befinden,  von  einander  unterscheiden^'. 
Dies  soll  doch  gewiss  keine  Definition  sein;  denn  es  sagt  nur:  iden- 
tisch heisst,  was  identisch  ist  bis  auf  die  Lage.  Aber  diese  Be- 
stimmung als  definitive,  fortgeltende  ist  überhaupt  unzulässig;  denn 
sie  widerspricht  dem  natürlichen  wie  dem  wissenschaftlich  unent- 
behrlichen Sinne  der  Identität,  demgemäss  2  identische  Dinge  nicht 
gleichzeitig  existiren  können.  Wir  können  2  geometrische  Gebilde, 
congruent  oder  nicht,  als  Darstellungen  zweier  Zustände  desselben 
variabeln  Gebildes  betrachten,  willkürlich  weil  die  Geometrie  von 
der  Materie,  welche  in  der  Natur  die  Identität  bestimmt,  abstrahirt 
Schram's  Einführung  nimmt  erstlich  der  Kinematik  diese  viel  geübte 
Freiheit  und  verwechselt  andrerseits  die  Betrachtung  ad  hoc  mit  der 
endgültigen  Festsetzung.  Er  beruft  sich  auf  andre  Autoren ;  einen 
Diebstahl  aus  Not  mag  man  entschuldigen,  aber  nicht  nachahmen. 
Der  zweite  Satz  ist:  „Identische  Gebilde  sind  vertauschbar,  nämlich 
das  eine  kann  so  an  die  Stelle  des  andern  treten,  dass  jeder  Punkt 
des  einen  G.  durch  einen  Punkt  des  andern  ersetzt  wird^'.  Das 
Wort  „nämlich"  an  sich  ist  zunächst  mehrdeutig.  Vertauschbar 
schlechthin  sind  je  zwei  Dingo ;  soll  etwas  damit  gesagt  sein,  so  muss 
eine  Bedingung  hinzukommen,  der  Satz  mit  „nämlich'^  kann  nur 
diese  Bedingung  ausdrücken.  Allein  dieser  hebt  die  Unbestimmtheit 
nicht  auf;  denn  „ersetzen"  ist  ebenso  relativ  zu  einer  Forderung  wie 
,,vcrtauschcn" :  ein  Ersatz  für  eine  Forderung  ist  kein  Ersatz  für 
eine  andere.    Folglich  ist  die  Vertauschbarkeit  als  eine  Eigenschaft 
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Überhaupt  nicht  dcfiiürt.  Es  würde  leicht  sein  die  Vcrtauschbarkeit 
eines  Dreiecks  mit  einem  Viereck  bei  materieller  Identität  nnd  sogar 
bei  unveränderter  Gesamtfigur  entsprechend  obigem  Satze  zu  zeigen. 
Vielleicht  im  Gefühl  der  Unzulänglichkeit  seiner  Erklärung  fügt  der 
Verfasser  hinzu :  „Man  sagt  auch,  sie  decken  einander".  Wenn  aber 
einmal  zur  Deutlichkeit  der  gewöhnliche  Ausdruck  nötig  wird,  warum 
geht  er  dann  davon  ab  und  führt  erst  Undeutliches  statt  des  Deut- 
lichen ein?  Ein  dritter  Satz  lautet:  „Die  (gegebenen)  Bestimmungs- 
stücke einer  Figur  heisscn  eindeutig,  wenn  die  Construction  nur  eine 
Figur  oder  mehrere  vertauschbare  Figuren  liefert,  mehrdeutig  etc." 
Der  Sinn  ist  hier  nicht  miszuverstehen,  aber  das  Attribut  „ein-  und 
mehrdeutig"  wird  dem  vorkehrten  Subjoct  beigelegt:  statt  der  Ab- 
hängigkeit der  mitbestimmten  Strecken  und  Winkel,  welche  allein 
ein-  oder  mehrdeutig  sein  kann,  werden  die  gegebenen  Strecken  und 
und  Winkel  so  genannt,  was  offenbar  der  eclatanteste  Unsinn  ist, 
wenn  auch  der  Kundige  leicht  versteht,  was  gemeint  ist  Vergleichen 
wir  die  hier  dargebotene  Didaktik  mit  der  gewöhnlichen,  dem  Euklid 
folgenden  Behandlung  des  Congruenzbegriffs ,  so  setzt  sie  an  die 
Stelle  einer  verständlichen  und  sehr  einfachen  Lehre,  die  allerdings 
auf  die  geläufige  Vorstellung  unveränderlicher  Körper  (Zirkel  und 
Massstab)  fusst,  aber  von  aller  Unklarheit  frei  ist,  eine  durchweg 
mit  logischen  Mängeln  behaftete  Reihe  von  Sätzen,  die  dem  Schüler 
teils  überhaupt,  teils  in  dem  hier  usurpirten  Sinne  fremd  sind.  Fragt 
man  nun  nach  dem  Zwecke  der  ganzen  Umgestaltung,  so  können  wir 
nur  eine  Ausführung,  in  welcher  die  praktische  Wichtigkeit  der  Be- 
stimmungsstücke hervorgehoben  wird,  als  einzige  leitende  Angabe 
betrachten.  Diese  aber  motivirt  nicht  im  mindestens  die  Gründung 
des  Begriffs  auf  die  Bestimmungsstücke.  In  letzterer  liegt  in  mehr 
als  einer  Beziehung  eine  didaktische  Verkehrtheit.  Zunächst  ist  sie 
eine  verwerfliche  Verweisung  auf  Späteres.  Die  hinreichenden  Be- 
stimmungssOcke  kann  der  Schüler  erst  successive  während  des  Cursus 
kennen  lernen,  muss  sich  also  bei  der  Definition  mit  dem  Worte 
ohne  Verständuiss  begnügen.  Infolge  davon  geht  den  Schülern  der 
leitende  und  orientireude  Gesichtspunkt  verloren,  welchen  die  gleich 
anlUngliche  deutliche  Vorstellung  des  Deckeus  der  ganzen  Figur  bei 
Behandlung  von  dessen  einzelnen  Erfordernissen  darbietet.  Eine 
augenfällige  Probe  dieses  Mangels  ist  der  Umstand,  dass  durch  alle 
Bestimmungsstücko  der  Unterschied  zwischen  cougruenten  und  sym- 
metrischen Figuren  nicht  erkannt  werden  kann.  Der  Verfasser 
wehrt  dessen  Beachtung  ab,  indem  er  den  Unterschied  sogleich  mit 
dem  umfassenden  (ohne  Erklärung  gelassenen)  Kamen  „Vcrtausch- 
barkeit^' zudeckt.  Abgesehen  von  dem  pädagogischen  Fehlcf,  ist  die 
Motivirnng  auch  logisch  verkehrt.  Wenn  der  Techniker  von  der 
Ellipse  nur  2    Dimensionen  misst,   weil   sie   zur   Bestimmung   aus- 
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reichen,  so  ist  die  Mossang  doch  nnr  das  Mittel  ond  bedeutangslos, 
wenn  nicht  der  Zweck  die  ganze  Ellipse  zu  bestimmen  vorher 
im  Bewusstsein  liegt.  So  läuft  denn  Schram's  ganze  Auseinander- 
setzung darauf  hinaus,  die  gebrauchton  Mittel  zum  wesentlichen 
Merkmal  der  Sache  zu  machen,  deren  Zweck  im  Dunkeln  bleibt. 

Hoppe. 


Zur  Lehre  vom  Unendlichen.  Antrittsrede  zur  Uebernahmo  der 
ausserordentlichen  Professur  der  Mathematik  an  der  Universität 
Tübingen  gehalten  am  28.  Juni  1888  von  Dr.  W.  Franz  Meyer 
au  der  Bergakademie  Clausthal.    Ttlbingen  1883.    H.  Laupp.    24  8. 

Da  die  Lehre  vom  Unendlichen  so  ganz  und  gar  keine  Schwie- 
rigkeit darbietet,  dass  selbst  Anfänger  der  Arithmetik,  wenn  sie  nur 
überhaupt  auf  den  Gedanken  einer  Veränderung  eingehen ,  sie  ohne 
Mühe  und  ohne  subtile  Anforderungen  begreifen  können,  so  sind  ge- 
wisse Schriftsteller,  die  den  Reiz  des  Wunderbaren  und  Unbegreiflichen 
zur  Erregung  der  Aufmerksamkeit  nicht  entbehren  zu  können  meinen, 
gezwungen,  wenn  sie  davon  reden,  diese  Lehre  so  zu  verdrehen  und 
zu  entstellen,  dass  niemand  mehr  das  Gewirre  zu  durchschauen  ver- 
mag, und  sie  nun  zeigen  können,  dass  allerhand  Lösungsvcrsucho 
der  selbstgemachten  Schwierigkeiten  zu  keinem  Ende  führen.  Als 
ein  Erzeugniss  dieser  Art  stellt  sich  auch  das  Vorliegende  dar.  Ein- 
leitend sagt  die  Schrift,  die  sogenannte  reine  Mathematik  und  Ana- 
lysis  könne  erst  dann  rein  genannt  werden,  wenn  sie,  soweit  es  die 
Eigenart  unserer  Geistesanlagen  zulasse,  als  ein  Bestandteil  der 
reinen  Logik  auftrete.  Hiergegen  ist  zunächst  zu  erinnern,  dass 
factisch  von  reiner  Mathematik  nur  im  Gegensatz  zur  augewandten 
gesprucbeu  wird,  und  dass  weder  der  Name  noch  das  Motiv  einer  Unter- 
scheidung mit  der  Quelle  mathematischer  Erkenntuiss  zu  tun  hat. 
Für  den  Verfasser  ist  die  Basirung  auf  die  reine  Logik  das  Ideal 
der  Strenge;  er  möge  sich  doch  fragen,  wie  er  diese  Lagik,  dieses 
angeborene  Gesetz  des  Geistes,  von  der  vorgefasstcn  bornirton  Mei- 
nung unterscheiden  will.  Doch  wollen  wir  hierbei  nicht  verweilen 
und  uns  zum  eigentlichen  Thema  der  Schrift  wenden.  Als  Beleg 
dafür,  dass  die  Arithmetik  und  Analysis  nicht  aus  reiner  Logik  her- 
vorgehen, führt  der  Verfasser  die  Begriffe  der  Grösse,  der  Anzahl, 
des  Irrationalen,  des  Stetigen  und  (diesen  vorausgehend)  des  Unend- 
lichen an;  das  Unendliche  ist  von  da  an  sein  einziger  Gegenstand. 
Sehen  wir  nun  zu,  was  er  von  diesem  aussagt.  Zuerst  bemerkt  er, 
dass  fast  alle  unsere  Autoren  in  der  Definition  und  Einführung  dos 
Begriffs  des  Unendlichen  von  jeher  von  einander  abgewichen  seien. 
Freilich  wenn  man    alle  Faseleien,   die  in  der   Neuzeit  über  diesen 
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Begriff  zatage  getreten  sind,  als  verschiedene  wissenschaftliche  An- 
sichten gelten  lässt,  so  mag  es  denen,  die  nie  selbst  analytische 
Untersochnngen  gemacht  haben,  vorkommen,  als  gäbe  es  eine  Menge 
verschiedene  Begriffe  and  Auffassungen.  Dennoch  ist  das  Unendliche 
in  allen  wissenschaftlich  analytischen  Abhandlangen  nnr  in  einer  Be- 
deatnng  in  Gebrauch,  und  seine  Definition  längst  bekannt:  unend- 
lich gross  heisst  eine  Variable,  die  beliebig  gross  werden  kann,  un- 
endlich klein  eine  Variable,  deren  absoluter  Wert  beliebig  klein 
werden  kann.  Der  Verfasser  erklärt  es  für  unbedingt  geboten,  dass 
man,  um  mit  dem  Unendlichen  so  familiär  umzugehen,  wie  es  ge- 
schieht, sich  zuvor  einer  festen  und  untrüglichen  Definition  des- 
selben versichere,  bjehauptot  aber,  das  Gegenteil  finde  statt.  Hier 
ist  diese  Definition;  auf  Grund  ihrer  ist  die  Untrüglichkeit  der 
Schlussweise  der  Infinitesimalrechnung  streng  bewiesen  —  s.  d.  Arch. 
Bd.  LV.  S.  50  —  und  in  den  seitdem  vergangenen  16  Jahren  kein 
Einwand  gegen  die  Richtigkeit  oder  Anwendbarkeit  erhoben  worden. 
Schien  dem  Verfasser  vielleicht  diese  Lehre  zu  einfach  und  elemen- 
tar, um  sie  neben  den  hochgeschraubten  Erklärungsversuchen,  die  er 
oft  vernommen ,  und  die  wol  fttr  rhetorische  Auslassungen  ein  rei- 
cheres Feld  eröffneten,  auch  nur  der  Erwähnung  für  wert  zu  halten? 
Weiter  sagt  der  Verfasser,  um  eine  der  mannichfaltigen  Auffassungen 
des  Unendlichen  zu  nennen,  man  spräche  in  erster  Linie  vom  Un- 
endlich -klein-  und  vom  Unendlich  -gross-  werdenden,  u.  s.  w. 
Von  solchen  spricht  sicher  keine  analytische  Abhandlung;  manche 
Grübler  mögen  in  diese  Unklarheit  verfallen  sein.  Ferner  sagt  er, 
man  bediene  sich  jetzt  des  Unendlichen  nur  als  eines  Sprachgebrau- 
ches für  ein  Veränderliches,  entweder  ab-  oder  zunehmendes,  selbst 
aber  durchaus  endlich  und  bestimmbar  bleibendes.  Dieses  Convolut 
von  lauter  Unsinn  nennt  er  eine  „hochbedeutende  Erkenntniss^^  Er 
hat  somit  erkannt,  dass  die  Entdeckung  Newton's  und  Leibniz's  nebst 
der  ganzen  daraus  erwachsenen  Wissenschaft  sich  auf  einen  Sprach- 
gebrauch reducirti  Von  den  genannten  Merkmalen  gehört  das  erste, 
das  Ab-  oder  Zunehmen,  nicht  zum  Begriffe,  dafür  fehlt  das  notwen- 
dige Merkmal,  dass  der  Veränderung  keine  obere,  resp.  untere  Grenze 
gesetzt  ist;  dass  das  Unendliche  endlich  sei,  ist  ein  Widerspruch, 
bestimmbar  kann  es  wol  sein,  nämlich  als  Function  eines  andern 
Unendlichen,  doch  dies  hat  sicher  der  Verfasser  nicht  gemeint. 
Schliesslich  behauptet  er,  man  verzichte  im  allgemeinen  von  vorn- 
herein auf  durchaus  exacte  oder  reine  Resultate,  man  gestehe  frei- 
mütig ein,  dass  jeder  Schritt  vorwärts  im  Gebiete  der  veränderlichen 
Grössen  mit  Fehlern  behaftet  sein  müsse,  u.  s.  w.  Im  Anfang  staunt 
man  über  die  Dreistigkeit,  mit  welcher  plötzlich  solche  ganz  unwahre 
Aussagen  hingeworfen  werden;  bald  aber  kommen  die  Schwächen 
seiner  Stützpunkte  zutage.    Dass  mit  höherer  analytischer  Rechnung 
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viele  Probleme  in  Angriff  genommen  werden,  die  nnr  approximativ 
za  lösen  sind,  ist  die  Tatsache,  auf  welche  das  Folgende  hinzadeuten 
scheint.  Er  verwechselt  aber  die  Ursachen  und  statt  in  der  Schwie- 
rigkeit der  Probleme  sieht  er  den  Grnnd  der  anfänglichen  Unge- 
nauigkeit  im  Mangel  des  Begriffs  des  Unendlichen,  ignorirt  auch 
gänzlich  alle  Lösungen  in  geschlossener  Form.  So  ist  denn  der  ge- 
samte Vortrag  für  eine  unwissende  Zuhörerschaft  berechnet,  der  er 
durch  Vorspiegelung  falscher  Tatsachen  die  Meinung  einzuflösseo 
sucht,  die  Infinitesimalrechnung  sei  keine  eiacte  Wissenschaft.  Hier 
beginnt  nun  der  zweite  Teil  der  Schrift,  welcher  zeigen  soll,  welche 
Aussicht  wir  haben  auf  Grund  eines  defiuirten  absoluten  (constanten) 
Unendlich  eine  exacte  Infinitesimalwisseuschaft  herzustellen.  Diese 
Hoffnung  schöpft  der  Verfasser  aus  der  Schrift:  ,, Was  sind  und  was 
sollen  die  Zahlen"?  von  R.  Dedekind  —  und  reproducirt  dieselbe 
ausfuhrlich.  In  ihr  ist  u.  a.  ein  Versuch  enthalten  das  absolute 
Unendliche  dcfiuiren.  Dieser  ist  jedoch  gänzlich  misglückt,  wie  in 
ausführlicher  Besprechung  der  Schrift,  im  27.  litt.  Bericht,  S.  29—33, 
bewiesen  worden  ist.  Hoppe. 


Der  Unterricht  in  der  analytischen  Geometrie.  Fflr  Lehrer  und 
zum  Selbstunterricht.  Von  Dr.  Wilhelm  Krumme,  Direktor  der 
Ober-Bealschulo  zu  Braunschweig.  Mit  53  Figuren  im  Text  Braun- 
schweig  1889.    Otto  Salle.    311  S. 

Das  Vorliegende,  weit  entfernt  dem  Titel  zu  entsprechen,  hat 
vielmehr  zum  Gegenstande  die  rechnende  Geometrie  der  Ebene  und 
umfasst  insbesondere  die  Theorie  der  rechtwiakligen  Goordinaten  in 
Anwendung  auf  die  Kegelschnitte  in  rein  synthetischer  Entwickeluug. 
Motivirt  wird  die  Benennung  in  sehr  eigentOmlicher  Weise :  die  vor- 
getragene Lehre  sei  weder  euklidische  noch  neuere  Geometrie,  heisse 
daher  analytische  Geometrie.  Der  Verfasser  sollte  doch  wissen,  dass 
man  über  ein  Wort  von  so  grosser  und  in  so  weitem  Umfange  be- 
reits geltender  Bedeutung  nicht  nach  Gutdünken  verfügen  kann.  Er 
ignorirt  nicht  nur  den  eigentlichen  Wortsinn,  sondern  auch  einen 
ganzen  Wissenschaftszweig,  welchem  der  Name  „analytische  Geome- 
trie^' mit  vollem  Rechte  angehört  Analytisch  heisst  die  Erkennt- 
niss,  die  von  ihrem  Ziele  in  aligemeinst  möglicher  Auffassung  aus- 
geht und  mit  diesem  im  Auge  ihre  Erfordernisse  zu  beschaffen  sucht. 
Käme  diese  analytische  Erkenutniss  auch  erst  in  der  höhern  Mathe- 
matik zur  Verwirklichung,  so  wäre  es  doch  durchaus  verwerflich  auf 
der  Schule  eine  Terminologie  einzuführen,  die  gegen  die  wissen- 
schaftliche Ausdrucksweisc  streitet.  Aber  selbst  bei  der  Behandlung 
ganz   elementarer   Constructionsaufgaben   lernen   die  An&nger   das 
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Wort  „Analysis"  im  echten  Sinne  kennen ,  and  zwar  handelt  es  sich 
hier  gewöhnlich  am  gar  keine  Rechnung,  sondern  am  direct  geome- 
trische Beziohangen.  Letzteres  zeigt  znm  Ueherflass,  dass,  während 
das  synthetische  Verfahren  die  Anwendung  von  Rechnung  und  Rech- 
nungselementen,  Coordinaten,  nicht  aasschliesst,  auch  das  analytische 
ohne  Rechnung  möglich  ist.  An  einer  treffenden  Bezeichnung  fehlt 
es  nicht:  „rechnende  Geometrie^^  und  „Coordinatenlehre^^  sagt  ohne 
Erklärung  deutlich,  was  es  sagen  soll;  ein  Grund,  dafür  das  er- 
klärungshedürftige  und  gar  nicht  zutreffende  Wort  „analytische  Geo- 
metrie^^ zu  gebrauchen  ist  also  nicht  ersichtlich,  wenn  man  nicht 
geflissentlich  die  Schüler  irre  leiten  will. 

Scheint  vielleicht  ein  blosser  unpassender  Name  nicht  soviel  wert 
zu  sein,  dass  wir  seinetwegen  ausführlich  längst  bekannte  Dingo 
wiederholen,  wie  es  im  Vorstehenden  geschehen  ist,  so  rechtfertigt 
uns  wol  die  Schworhörigkeit,  von  der  das  neue  Auftreten  eines  so 
oft  gerügten  Fehlers,  ohno  zur  Entkräftung  der  Rüge  etwas  beizu- 
bringen, Zeugniss  gibt. 

Das  Buch  beginnt  mit  einem  „allgemeinen  Teir^  welcher  das 
Verfahren  des  Unterrichts  bespricht,  der  also  nur  für  Kundige  be- 
stimmt ist;  dann  erst  folgt  im  „besondern  TeiP'  die  für  die  Lernen- 
den bestimmte  Lehre.  Letzterer  wird  in  3  Stufen  geteilt,  deren 
erste  für  den  Unterricht  in  Prima  berechnet  ist.  Durch  diesen  soll 
der  Schüler  in  2  Jahren  soweit  gefördert  werden,  dass  er  den  übrigen 
Inhalt  des  Buches  ohne  Hülfe  des  Lehrers  für  sich  lernen  kann. 
Die  erste  Stufe  behandelt  die  Coordinatentheorie  und  einen  gewissen 
Kreis  ihrer  Anwendung  und  teilt  sich  in  6  Abschnitte  nach  den 
Gegenständen:  Punkt,  Gerade,  Kreis,  Parabel,  Ellipse,  Hyperbel. 
Die  zweite  Stufe  erweitert  den  Lehrstoff  der  ersten  und  hat  dieselben 
Gegenstände.  Der  dritte  behandelt  die  allgemeine  Gleichung  2.  Gra- 
des. Auf  jeden  Abschnitt  folgen  Uebungen.  Durch  diese  lernt  der 
Schüler,  was  der  wichtigste  Punkt  ist,  ein  algebraisches  Resultat 
geometrisch  deuten.  Ob  er  daraus  die  Nützlichkeit  des  Umwegs  der 
Uebersetzung  des  Geometrischen  in's  Algebraische  und  wieder  zurück 
ersieht,  ist  wol  zweifelhaft.  Der  Lehrgegenstand  selbst  ist  ohne 
Zweifel  für  sehr  Viele  nützlich,  die  nicht  Mathematik  studiren,  und 
denen  doch  mathematische  Kenntnisse  zu  statten  kommen.  Wer  da- 
gegen die  Mathematik  zum  Studium  wählt,  dem  ist  die  hier  gegebene 
Unterweisung  eine  schlechte  Vorbereitung  dazu  und  eher  hinderlich 
als  irgend  förderlich.  Er  tut  besser,  das  Betreiben  der  Coordinaten- 
lehre  auf  die  Universität  zu  versparen  und  unmittelbar  vom  allge- 
meinern Standpunkte  aus  anzufangen.  Hoppe. 
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Vermischte  Schriften. 

American  Journal  of  Mathcmatics.  Simon  Newcomb,  Editor . 
Thomas  Craig,  Associate  Editor.  Pablished  under  tho  Aaspices 
of  the  Johns  Hopkins  University.  Ugayiiarav  iliyxog  ov  ßlsnofAi- 
vmv.  Yolnme  XI.  Baltimore  1889.  Publication  Agency  of  the  Johns 
Hopkins  Uniyersity. 

Der  Inhalt  des  11.  Bandes  ist  folgender. 

P.  A.  Mac  Mahon:  Abhandlang  aber  eine  neue  Theorie  der 
symmetrischen  Functionen. 

W.  Woolsey:  Ueber  die  in  Reihen  dargestellten  Integrale 
binomischer  Dififereutialgleichnngen. 

M.  d'Ocagne:  Ueber  gewisse  Gurven,  welche  man  mit  den  ebenen 
Curven  zum  Studium  ihrer  Infinitesimaleigenschaften  verbinden  kann. 

Cayley:  Ueber  die  Flächen  mit  ebenen  oder  sphärischen  Krflm- 
mungslinien.  —  Ueber  die  Theorie  der  Gruppen. 

J.  Perott:  Bemerkung  zum  Satze  von  Euklid  aber  die  unend- 
liehe  Anzahl  von  Primzahlen. 

A.  E.  H.  Love:  Wirbelbewegung  in  gewissen  Dreiecken. 

A.  B.  Basset:  Ueber  die  permanente  Bewegung  eines  rotiren- 
den  flassigen  Ringes. 

S.  Lie:  Die  Begriffe  Gruppe  und  Invariante. 

E.  Picard:  Ueber  die  binären  quadratischen  Formen  mit  con- 
jugirten  Unbestimmten  und  die  Fuchs'schen  Functionen. 

F.  Morley:  Ueber  die  Geometrie  einer  circularen  kubischen 
(<urve  mit  Knoten. 

H.  B.  Fine:  Ueber  die  durch  Differentialgleichungen  definirten 
Functionen  nebst  einer  Erweiterung  der  Puiseux'schen  Polygon-Con- 
Btruction  dieser  Gleichungen. 

E.  Goursat:  Ueber  die  singulären  Lösungen  der  simultanen 
Differentialgleichungen . 

H.  A.  Rowland:  Elektromagnetische  Wellen  und  Oscillationen 
an  der  Oberfläche  der  Conductoren. 

J.  C.  Fields:  Der  Ausdruck  eines  beliebigen  Differentialcoef- 
ficienten  einer  Function  einer  Function  beliebig  vieler  Yariabeln  mit- 
telst der  entsprechenden  Differentialquotienten  von  n  Potenzen  der 
Function,  wo  n  die  Ordnung  des  Differentialquotienten  ist 

0.  Bolza:  Ueber  die  Construction  intransitiver  Gruppen. 

K.  Heun:  Die  Herstellung  einer  linearen  Differentialgleichung 
aus  einem  gegebenen  Element  der  Integralfunction. 
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L.  Eoenigsberger:  Ueber  die  Rcduction  von  Integralen 
transcendenter  Functionen. 

F.  Franklin:  Note  über  die  doppelte  Periodicität  der  ellipti- 
schen Functionen.  H. 


Acta  Mathematica.  Zeitschrift  herausgegeben  von  6.  Mittag- 
Leffler.  12.  Stockholm  1889.  F.  u.  G.  Beijer.  Berlin,  Mayer 
u.  Maller.    Paris,  A.  Hermann. 

Der  Inhalt  des  12.  Bandes  ist  folgender. 

P.  Appell:  Ueber  die  Bewegung  eines  Fadens  in  einer  festen 
Ebene. 

M.  Lerch:  Ueber  eine  Methode  der  Entwickelung  einiger  ellip- 
tischen Functionen  in  trigonometrische  Reihen. 

C.  Guichard:  Ueber  die  linearen  Differentialgleichungen  mit 
algebraischen  Coefficienten. 

J.  de  Vries:  Ueber  gewisse  ebene  Configurationen. 

F.  Brie  seh i:  Ueber  die  Gleichung  6.  Grades. 

K.  Heun:  Bemerkungen  zur  Theorie  der  mehrfach  linear  ver- 
knüpften Functionen. 

J.  Hacks:  Schering^s  Beweis  des  Reciprocitäts- Satzes  fQr  die 
quadratischen  Reste  dargestellt  mit  Hilfe  des  Zeichens  [x], 

J.  Hörn:  Ueber  ein  System  linearer  partieller  Differential- 
gleichungen. 

S.  Kowalevski:  Ueber  das  Problem  der  Rotation  eines  starren 
Körpers  um  einen  festen  Punkt. 

V.  Vol terra:  Ueber  eine  Verallgemeinerung  der  Theorie  der 
Functionen  einer  imaginären  Variabein.    I. 

P.  Tschebyscheff:  Ueber  die  Integral-Residuen,  welche  die 
angenäherten  Werte  der  Integrale  geben. 

E.  Picard:  Ueber  eine  Classe  linearer  partieller  Differential- 
gleichungen 2.  Ordnung. 

H.  1)  obriner :  Ueber  das  räumliche  Achteck,  welches  die  Schnitt- 
punkte dreier  Flächen  2.  Ordnung  bilden. 

H.  G.  Zeuthen:  Note  über  die  8  Schnittpunkte  dreier  Flächen 
2.  Ordnung. 

A.  Hurwitz:  Ueber  eine  besondere  Art  der  Kettenbruch-Ent- 
wiekelung  reeller  Grössen.  '  H. 
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Litterarischer  Bericht 

XXXII. 


Lehrbücher. 

Vorßchnle  der  Mathematik  für  österr.  Untergyrauasieu  und  ver- 
wandte Lebranstaltea.  Von  Job.  Schräm,  Professor  am  Commu- 
nal-Real-  und  Obergymuasiam  in  Mariahilf,  und  Rad.  SchUssler, 
Boctor  der  Philosophie.  Mit  384  Figuren.  (In  besonderem  Heft.) 
Wien  1889.    Alfred  Holder.    319  S. 

Zwei  Schriften  vom  erstem  Verfasser  sind  hier  bereits  be- 
sprochen worden,  die  eine:  „Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie"  — 
erschienen  1878,  im  247.  litt  Bericht  S.  25,  die  andere :  ,,Ueber  die 
Identität  geometrischer  Gebilde''  —  ohne  Zeitangabe,  soeben  im 
vorigen  litt  Ber.  S.  32.  Letztere  sucht  die  in  einem  mit  ersterer 
gleich  betiteltem  Werke  befolgte  Didaktik  gegen  Angriffe  zu  vertei- 
digen und  führt  daraus  die  Sätze  an,  auf  welche  die  Angriffe  Bezug 
haben.  Von  diesen  Sätzen  ist  der  eine,  welcher  die  Congruenz  durch 
Vertauschbarkeit  definirt,  wörtlich  unverändert  auch  in  die  „Vor- 
Bchule'*  übergegangen,  während  zwei  andre,  deren  einer  statt  der 
Congruenz  den  Namen  Identität  einführt,  der  zweite  dieselbe  mittelst 
des  falsch  gebrauchten  Ausdrucks  „eindeutig"  auf  die  Bestimmuugs- 
stttcko  surückführt,  im  gegenwärtigen  Werke  nicht  vorkommen,  und, 
wenn  Ref.  nicht  irrt,  auch  in  der  besprochenen  Ausgabe  nicht  ge- 
standen haben.  Auf  die  Bezeichnung  des  gegenwärtigen  als  „Vor- 
Bchule^'  scheinen  die  Verfasser  selbst  kein  Gewicht  zu  legen ,  da  es 
im  Vorwort  stets  „Lehrbuch^'  genannt  wird.  In  der  Tat  charakteri- 
sirt  es  sich  gegenüber  andern  Lehrbüchern  gerade  in  entgegenge- 
setzter Richtung:  es  hat  eher  den  Charakter  einer  Encyklopädie,  die 

Arek.  d.  Math.  u.  Phyii.    2.  Reihe,  TeU  VIII.  4 
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in  sachlich  geordneter  Reihe  von  Artikeln  über  alle  Lehrthemata 
concinne  vollständige  Auskunft  erteilt.  Diese  Darstellungsweise  ver- 
liert natürlich  im  weitern  Fortschritt  mehr  und  mehr  ihr  Unter- 
scheidendes nnd  fällt  schliesslich  mit  der  rational  didaktisehen  Ent- 
wickelung  des  Lehrstoffs  zusammen.  Schon  die  Ausdehnung  des 
Lehrbuchs  auf  Stereometrie  und  Kegelschnitte  lässt  dasselbe  nicht 
als  Vorschule  erscheinen.  Hauptsächlich  aber  ist  es  die  Abfassungs- 
weise, die  einer  Einführung  vsn  Anfängern  in  das  mathematische  Ge- 
biet am  wenigstens  entspricht.  Während  aberall  sonst  auf  ezacten 
Ausdruck  grosse  Sorgsamkeit  verwandt  ist,  treten  gerade  in  den  An- 
fängen, wo  es  sich  um  Erklärung  der  elementarsten  Begriffe  handelt, 
mancherlei  Schwächen  und  Misgriffe  auf.  Der  in  der  Geometrie  be- 
gangene und  an  bezeichneter  Stelle  gerUgte  Fehler,  der  in  der  Er- 
klärung der  Congruenz  durch  Vertauschbarkeit  liegt,  entstellt  auch 
den  Anfang  der  Arithmetik,  wo  gesagt  wird:  „Zwei  gleichartige 
Grössen  heissen  einander  gleich,  wenn  die  eine  für  die  andere  ge- 
setzt werden  kann,  ungleich,  wenn  dies  nicht  möglich  ist^'  Die  ein- 
fachste Widerlegung  gibt  wol  jede  Ungleichung  a  ]>  6 ,  indem  man 
für  a  jede  grössere,  für  b  jede  kleinere  Grösse  setzen  kann.  Sie 
deutet  darauf  hin ,  dass  der  Fehler  ein  Erklärungscirkel  sei ,  da  die 
Erklärung  der  Gleichheit  die  Gleichheit  stillschweigend  voraussetze. 
Allein  auch  in  oa; »  0,  wie  in  vielen  Gleichungen,  kann  man  für  a 
Ungleiches  setzen.  Der  Fehler  ist  vielmehr  die  unzulässige  Um- 
kehrung des  richtigen  Satzes:  Gleiches  kann  man  für  einander  setzen. 
Ferner  ist  der  Satz  unrichtig:  „Jedes  Ding  für  sich  allein  betrachtet 
heisst  Einheit."  Im  Gegenteil  heisst  es  nur  dann  so,  wenn  man  es 
in  Verbindung  mit  andern  Dingen  betrachtet,  und,  was  wesentlich 
ist,  wenn  man  von  deren  Verschiedenheit  absieht.  Ferner  zeigt  der 
Satzt  „Rechnen  hat  die  Aufgabe,  aus  gegebenen  Zahlen  nach  be- 
stimmten Vorschriften  eine  neue  Zahl  zu  biiden^^  —  Mangel  an 
Beobachtung.  Nirgends,  auch  nicht  in  diesem  Buche,  wird  das  Wort 
Rechnen  in  dem  genannten  Sinne  gebraucht.  Nicht  derjenige,  wel- 
cher ans  den  Zahlen  3  und  8  die  neue  Zahl  3  X  S  bildet,  sondern 
derjenige,  welcher  die  so  gebildete  Zahl  in  der  dekadischen  Form  24 
darstellt,  rechnet.  Während  der  Verfasser  bei  andern  Gegenständen 
selbständig  mit  Besserung  vorgegangen  ist  und  manchmal  in  der  Ab- 
weichung vom  Gewöhnlichen  geirrt  hat,  ist  es  hier  gerade  ein  recht 
häufig  vorkommender  Fehler,  den  er  ohne  Ueberlegung  aufnimmt 
Was  zu  dem  Fehler  verleitet,  ist  der  Umstand,  dass  bei  Erklärung 
der  einzelnen  Operation  der  Unterschied  von  Stellung  und  Lösung 
der  Rechenaufgabe  ohne  Bedeutung  ist  Hier  ist  daher  auch  der 
Fehler  von  keiner  Bedeutung;  bei  den  man nich faltigen  Transfor- 
mationen der  Algebra  hingegen  bringt  er  Unklarheit  mit  sich;  die 
falsche  Definition  hat  zwar  der  Schüler  hier  längst  vergessen,  aber 
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das  Richtige  weiss  er  darum  doch  nicht.  Id  Betreff  der  Geometrie 
ist  die  verfehlte  Definition  der  Congruenz  bereits  aasführlich  be- 
sprochen. Die  behandelten  Lehrthemata  sind  der  Reihe  nach  fol- 
gende. Unter  „besondere  Arithmetik^^:  die  Zahl  und  ihre  Darstel- 
lung, die  4  Grandoperationen  in  ganzen  Zahlen,  Teilbarkeit  der 
Zahlen,  gemeine  Brüche,  Decimalbrücho ,  mehrfach  benannte  Zahlen, 
Proportionen.  Unter  „allgemeine  Arithmetik";  arithmetische  Zei- 
chensprache, Operationen  erster,  zweiter  Stufe,  allgemeine  Brüche, 
Qaadrat  und  Quadraltwurzel,  Kuhns  und  Kubikwurzel,  Proportionen, 
Gleichungen  1.  Grades.  Unter  „Planimetrie":  Grundgebildc,  Drei- 
eck), Kreis,  Viereck,  Polygon,  Längenmessung,  Fl&chengleichheit  und 
Flachenmessung,  Aehnlichkeit.  Unter  „Stereometrie'':  Punkt,  Ge- 
rade, Ebene  im  Räume,  Prisma  und  Cylinder,  Pyramide  und  Kegel, 
Kngel,  Polyeder,  Kegelschnittslinien.  Auf  die  besondere  und  auf  die 
allgemeine  Arithmetik  folgen  Aufgaben  des  Verkehrs,  auf  die  Plani- 
metrie Constructionsaufgabeu,  die  Lösungen  sind  am  Schlüsse  des 
Bachs  zusammengestellt.  Ausserdem  sind  an  einzelne  Lehren  Fragen 
and  Aufgaben  angeknüpft.  Hoppe. 


Lehrbuch  der  gesammteu  niederen  Matliematik  umfassend  Arith- 
metik, Buchstabenrechnung,  Algebra  einschliesslich  der  Logarithmen, 
Geometrie,  ebene  Trigonometrie  und  Stereometrie.  Mit  zahlreichen 
Beispielen  und  Uebun<;saufgabeu  nebst  vollständiger  Losung  und  Aus- 
rechnung bearbeitet  für  den  Selbstunterricht  sowie  auch  für  den 
Schulgebrauch  von  G.  Otto,  Gewerbeschullehrer  a.  U.  und  II.  Die- 
sen er,  Architekt.  Mit  420  Holzschnitten.  Abteilung  I.  und  II. 
Arithmetik,  Buchstabenrechnung  und  Algebra.  Abteilung  ill.  IV. 
u.  V.  Geometrie,  ebene  Trigonometrie  und  Stereometrie.  Halle  a. 
d.  S.  1889.  Ludw.  Hofstetter.  64  +  50  +  173  +  132  +  97 
+  75  S.' 

Das  Buch  lehrt,  wie  man  ohne  alles  Denken  und  Verstehen  eine 
gewisse  praktische  Fertigkeit  im  Rechnen  und  Construiren  gewinnen 
soll.  Es  besteht  nur  aus  Regeln  (mit  vorgängiger  Angabe  desWort- 
gebranchs)  und  Uebungsbeispielen.  Von  Begründung  und  Begri£fs- 
erklärung  ist  nirgends  die  Rede,  ja  die  Regeln  und  Worterklärungen 
sind  nicht  einmal  dafür  abgefasst,  dass  der  Schüler  daraus  das  Ver- 
fahren entnehmen  kann.  S.  6.  z.  B.  steht :  „Multipliciren  heisst,  eine 
Zahl,  den  Multiplicator ,  so  oft  zu  sich  selbst  addiren,  als  eine  an- 
dere Zahl,  der  Multiplicator  Einheiten  bat.''  Wollte  ein  Schüler 
hiernach  5  mit  3  multipliciren,  so  würde  er  5  zu  5  addiren,  dann 
wieder  5  zu  5,  dann  wieder  5  zu  5,  und  dreimal  dasselbe  Resultat 
10  tnden,  was  denn  mit  mehrfacher  Bestätigung  ergäbe,  dass  3  mal 
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5  —  10  ist.  Wahrscheinlich  sind  also  die  Regeln  und  Worterklft- 
rangen  nar  dazu  da,  im  Examen  hergesagt  za  werden,  und  das 
Rechnen  erlernt  der  Schiller,  indem  er  es  dem  Lehrer  naehmacht. 

Hoppe. 


Elejers  Encjklopädie  der  gesamten,  mathematischen,  techni- 
schen nnd  exakten  Natur- Wissenschaften.    Stuttgart.    Julius  Maier. 

Das  Yerzeichniss  der  bis  jetzt  erschienenen  Teile  dieser  Ency- 
klopädie  nennt  23  Lehrbücher,  eine  Logarithmentafel  und  eine  Ge- 
schichte der  Geometrie,  worunter  die  Mehrzahl  von  Kleyer  bearbeitet 
ist  Dem  Ref.  liegen  die  Anfänge  zweier  dieser  Lehrbücher  vor, 
nämlich  der  folgenden. 

Lehrbuch  der  ebenen  Elementar-Geometrie  (Planimetrie).  Be- 
arbeitet nach  eigenem  System  von  Adolph  Kleyer.  Erster  Teil: 
Die  gerade  Linie,  der  Strahl,  die  Strecke,  die  Ebene  und  die  Kreis- 
linie im  allgemeinen. 

Lehrbuch  der  Differentialrechnung.  Bearbeitet  nach  eigenem 
System  von  Adolph  Kleyer.  Erster  Teil:  Die  einfache  und  wie- 
derholte Differentiation  explizieter  Funktionen  von  einer  unabhän- 
gigen Variabein.    Zweite  Auflage. 

Die  Einleitung  des  erstem  ist  ein  Gemisch  von  richtigen  und 
unrichtigen  Gedanken  über  den  Ranmbegriff.  Die  unrichtigen  sind 
es,  welche  dem  beginnenden  Vortrag  zugrunde  liegen  und,  wenig- 
stens innerhalb  der  2  ersten  Hefte,  ziemlich  den  einzigen  Stoff  dazu 
bieten.  Jenen  Gedanken  zufolge  ist  die  Linie  eine  Aueinander- 
lagerung  von  Punkten,  die  der  Verfasser  auch  Atome  und  Infinite- 
simale nennt  Der  Punkt  ist  ein  Teil  der  Linie,  aber  so  klein,  dass 
er  nicht  mehr  geteilt  werden  kann.  Ein  Liuieneiement  besteht  aus 
2  Atomen.  Die  Linie  hat  eine  endliche  Anzahl  unendlich  kleiner 
Teile.  U.  s.  w.  Dies  sind  nicht  bloss  einmalige  Aussagen,  sondern 
der  gesamte  Lehrvortrag  enthält  nichts  weiter  als  die  Umsetzung 
der  gemeinen  Vorstellung  in  solche  confuse  Redeweise.  Als  ausser- 
liehe  Eigentümlichkeit  ist  zu  erwähnen,  dass  jede  Seite  in  2  Spalten 
geteilt  ist.  Links  steht  unter  „Frage"  die  in  eine  Frage  gekleidete 
Ankündigung  des  Themas,  über  das  der  Verfasser,  rechts  unter 
„Antwort"  sprechen  will. 

Im  Vorwort  zum  Lehrbuch  der  Differentialrechnung  sagt  der 
Verfasser,  es  sei  ihm  ergangen,  wie  es  jetzt  noch  100  Andern  er- 
gebe, deren  mathematisches  Denken  durch  keine  der  Methoden, 
welche   zur  Uerleitung  der  Diffcreutialforuiel»  dienen,    Befriedigung 
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finden.  Er  nennt  5  Methoden ,  aber ,  wie  vom  bösen  Geist  anf  un- 
fruchtbvrem  Felde  herumgeführt,  nur  solche,  die  erdacht  worden 
sind,  damit  man  die  Principien  der  Differentialrechnung  nicht  ver- 
stehe, und  geht  mit  Stillschweigen  an  den  Methoden  vorbei,  durch 
welche  sie  leicht  verständlich  werden.  Er  beansprucht  nun  nicht, 
schon  jetzt  über  die  Frage  zur  Klarheit  gelangt  zu  sein  und  die 
rechte  Methode  gefunden  zu  haben,  vielmehr  könne  er  zur  Heraus- 
gabe seiner  Bearbeitung  gedrängt,  sich  nur  auf  einige  Ergebnisse 
seines  Nachdenkens,  die  er  für  unumstösslich  halte,  stützen.  In 
diesen  sucht  er  eine  Auffassung  der  Grösse,  wie  sie  der  Natur  der 
Körperwelt  cutspreche,  zu  geben  und  betrachtet  daher  die  Grösse 
als  aus  unteilbaren  Teilen  bestehend,  wie  oben  von  der  Linie  gesagt 
ward;  diese  sind  dann  seine  Differentiale.  Hoppe. 


Leitfaden  der  ebenen  Geometrie  für  höhere  Lehranstalten.  Von 
Prof.  H.  Köstler.  Mit  vielen  in  den  Text  gedruckten  Holzschnit- 
ten. 1.  Heft.  Kongruenz.  Dritte,  teilweise  umgearbeitete  Auflage. 
Hallo  a.  S.    1889.    Louis  Nebert.    66  S. 

Das  1.  Heft  ist  im  2.  litt.  Ber.  S.  14,  das  2.  Heft  im  25.  litt.  Ben 
S.  8,  das  3.  Heft  im  251.  1.  Ber.  S.  29  besprochen.  Die  3.  Auflage 
unterscheidet  sich,  abgeseheu  von  kleinen  Verbesserungen,  durch 
folgendes  von  den  2  vorausgehenden.  Die  „Systematik  der  Geome- 
trie" ist  aus  der  Einleitung  entfernt  und  in  den  Anhang  gesetzt. 
Der  Abschnitt  über  die  Linien  ist  übersichtlicher  gegliedert.  Der 
erste  Lehrsatz  aus  der  Parallelentheorie  ist  durch  den  entsprechen- 
den Grundsatz  ersetzt  worden,  dieser  lautet:  Durch  einen  Punkt 
kann  man  zu  einer  Geraden  nur  eine  Parallele  ziehen.  Hiermit  ist 
eine  Berichtigung  eingeleitet,  aber  noch  nicht  vollzogen.  Statt  nun 
mit  Anwendung  des  Grnndsatzes  die  Gleichheit  der  gleichliegenden 
Winkeln  an  Parallelen  zu  beweisen,  hat  der  Verfasser  erstem  müssig 
liegen  lassen  und  letztere  auf  einen  sehr  bekannten  Trugschluss  ge- 
stützt. Hoppe. 


Lehrbuch  der  Ebenen  Geometrie.  Nach  neuen  Grundsätzen  be- 
arbeitet. Von  Karl  Koch,  Professor  am  Lyceum  in  Cannstatt. 
Erster  Teil.    Mit  80  Figuren.    Ravensburg  1889.    Dorn.    103  S. 

Der  Titel  sagt,  dass  das  Lehrbuch  nach  neuen  Grundsätzen  be- 
arbeitet ist.  Eigentlich  ist  es  indes  derselbe  Reformgedanko,  den 
schon  viele  Bearbeiter  von  Lehrbüchern  verfolgt  haben,  und  in  dessen 
Verwirklichung  das  gegenwärtige  Lehrbuch  nur  weiter  geht  als  viel- 
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leicbt  alle  Yorgäoger:  dem  Scbalor  8oll  keine  Yerstandestätigkeit  an 
Gegenständen  zugemutet  werden,  die  ihm  znr  Zeit  noch  fremd  sind. 
Allein  im  Zuwerkegehen  zeigt  sich  doch  eine  bedeutende  Verschie- 
denheit, welcher  pädagogische  Ansicht  zugrunde  liegen  muss,  so  dass 
hier  wirklich  die  Grundsätze  ffiglich  neu  genannt  werden  kennen, 
wenn  sie  auch  nur  in  Meidung  fraherer  Mängel  und  Misgriffe  be- 
stehen. Der  grösste  und  doch  so  gewöhnliche  Misgriff  ist  es,  dass 
diejenigen,  welche  die  Pflege  der  Anschauung  forderten,  auch,  als 
ob  es  notwendig  damit  verbunden  wäre,  oder  um  die  euklidische 
Methode  zu  ttberflügelu,  das  Gesichtsfeld  des  Schülers  recht  bald  zn 
erweitern  und  ihn  so  an  allen  Schwierigkeiten  recht  unmerklich  vor- 
beizufahren strebten.  Dadurch  geht  der  Hauptbildungszweck  der 
mathematischen  Disciplin ,  welcher  das  Verweilen  auf  engem  Felde 
der  Betrachtung  als  unerlässlich  fordert,  verloren,  nicht  das  Ver- 
stehen ,  sondern  das  Nichtverstehen  bei  der  Meinung  zu  verstehen 
wird  den  Schülern  leicht  gemacht.  Koch  püegt  in  nicht  minderm 
Grade  die  Anschauung,  aber  er  verweilt  stets  auf  engstem  Felde. 
Hierzu  kommt,  dass  die  Beobachtungen  an  der  Figur  keine  bloss 
äussere  sind,  dass  vielmehr  jede  Beziehung,  auch  wenn  sie  selbst- 
verständlich ist,  durch  besondern  Satz  zum  Bewusstsein  gebracht 
wird.  Hervorzuheben  ist  endlich  die  logische  Genauigkeit  in  De- 
duction,  Urteil  und  Ausdruck,  die  so  häufig  von  den  Verbesserern 
der  Methode  als  Nebensache  bebandelt,  hier  aber  trotz  aller  Kürze 
und  Einfachheit  überall  festgehalten  wird.  Bedenken  könnte  viel- 
leicht die  sehr  abweichende  Anordnung  des  Lehrstoffs  erregen,  indem 
dadurch  die  Systematik  verhüllt  wird,  umsomehr  weil  die  Sätze, 
welche  einen  wirklichen  Fortschritt  enthalten,  mit  vielen  solchen,  wo 
dies  nicht  der  Fall  ist,  gemischt  auftreten.  Nach  einer  Aeusseruug 
im  Anfang  des  Vorworts  scheint  der  Verfasser  zu  verlangen,  dass 
der  Schüler  zuvor  wisse,  wie  man  z.  B.  einen  Winkel  abträgt,  hal- 
birt  u.  s.  w,,  ehe  von  abgetragenen,  halbirten  Winkeln  die  Rede 
sein  dürfe.  Eine  solche  Forderung  würde  geradezu  die  Regel  alles 
vernünftigen  Handelns:  Erst  denken,  dann  tun  —  auf  den  Kopf 
stellen,  und  kann  wol  kaum  seine  Meinung  sein.  Die  Dreiteilung 
eines  Winkels  wissen  wir  nicht  auszufahren  und  können  sie  doch 
als  geschehen  denken.  Hoppe. 


Lehrbuch  der  Planimetrie.  Zum  Gebrauche  an  höheren  Lehr 
anstalten  und  zum  Selbst-Unterricht  Von  Dr.  Rottok,  vormals 
Professor  und  Rektor  am  Gymnasium  und  Realgymnasium  zu  Rends- 
burg. Dritte,  mit  Aufgaben  vermehrte  und  verbesserte  Auflage 
(Mit  57  Figuren  im  Text.)  Leipzig  1888.  Hermann  Schult^e 
96  S. 
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Lehrbach  der  Stereometrie.  Zum  Gebrauche  an  höheren  Lehr- 
aDstalten  nnd  znm  Selbstnnterricht  Von  Dr.  Rottok,  vormals 
Professor  nnd  Rektor  am  Gymnasium  und  Realgymnasium  zu  Rends- 
burg. Dritte,  verbesserte  und  vermehrte  Auflage.  (Mit  28  Figuren 
im  Text.)    Leipzig  1888.    Hermann  Schnitze.    6ö  S. 

Das  erstere  Lehrbuch  beginnt  mit  einem  ganz  unklaren  Satze: 
es  nennt  die  Geometrie  eine  Wissenschaft  der  räumlichen  Grössen, 
nur  auf  Ausdehnung  Rücksicht  nehmend,  von  andern,  wie  physischen 
u.  B.  w.  Eigenschaften  absehend.  Wenn  andere  Lehrbücher  —  in 
der  Tat  sind  es  nicht  wenige  —  im  Eingangssatze  die  Raumgrössen 
ausschliesslich  als  Gegenstand  der  Geometrie  hinstellen,  so  ist  dies 
ein  einmaliger  ungenauer  Ausdruck,  sie  sorgen  wenigstens,  wenn  auch 
öfters  ungenttgend,  im  weitern  Verlaufe  dafür,  die  Begriffe  durch 
ihre  Anwendung  richtig  zu  stellen.  Hier  hingegen  ist  der  ungenaue 
Eingangssatz  die  Quelle  immer  neuer  Unklarheiten:  die  unklare  Be- 
griffsmischung von  Grössen  und  Qualitäten  wie  Richtung,  Lage,  Ge- 
stalt wird  fortgesponnen  und  der  dadurch  erzeugte  Mangel  an  Ori- 
entirung  zur  Erschleichung  eines  Scheinbeweises  fUr  den  Parallelen- 
satz benutzt.  Ebenso  wird  durch  eine  unverständliche  Auseinander- 
setzung die  Nichtberücksichtigung  des  Falles  der  Incommensurabilität 
zu  rechtfertigen  versucht;  statt  Evidenz  zu  geben,  erschwert  der 
Verfasser  nur  die  Erhebung  eines  Einwandes. 

In  der  Stereometrie  wird  gleich  von  Anfang  die  Bewegung  der 
Gebilde  in  Betracht  gezogen,  es  geschieht  dies  mit  besonderer  Be- 
vorzugung, ohne  dass  die  Sache  es  erforderte  und  öfters  in  ausge- 
dehnterem Masse  als  dazu  Anlass  war.  Es  scheint  daher  die  Tendenz 
vorzuwalten ,  das  Gesichtsfeld  des  Schülers  gleich  anfangs  zu  erwei- 
tem, was  aber  nur  dahin  wirken  kann,  eine  recht  oberflächliche 
Auffassung  zu  erzeugen.  Hoppe. 


Grundzüge  der  Naturlehre  für  die  unteren  Classen  der  Gym- 
nasien, Realschulen  und  verwandten  Anstalten.  Von  Dr.  Ignaz 
G.  Wallen tin,  k.  k.  Professor  am  Ober-Gymnasium  im  IX.  Be- 
zirke Wiens,  ehem.  Privatdocent  für  mathematische  Physik  an  der 
k.  k.  technischen  Hochschule  in  Brunn.  Ausgabe  für  Gymnasien. 
Mit  234  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten.  Zweite,  veränderte 
Auflage.    Wien  1887.    A.  Pichler's  Witwe  u.  Sohn.    207  S. 

Das  Vorliegende  ist  ein  vortreffliches  Lehrbuch  der  Physik  für 
Anfänger,  einerseita  leichtfasslich  in  hohem  Grade ,  andererseits  in 
echt  wissenschaftlichem  Geiste  bearbeitet,  so  dass  es  dem  Zwecke 
der  Einführung  in  das  künftige  Studium  so  gut  genügt  wie  es  der 
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populären  Aufklärung  und  der  YerbrcituDg  nützlicher  Kenntnisse  zu 
diüiieu  sich  eignet.  Der  Lehrstoff  ist  nicht  auf  Yorgezeichnete 
Grenzen  beschränkt  worden,  doch  umfasst  er  mehr  als  gewöhnlich 
zur  Kenntniss  der  Schaler  gelangt,  und  zwar  nach  sehr  treffendem 
Urteile  das  Wesentliche  für  richtige  Auffassung  der  Naturerschei- 
nungen. Der  Vortrag  bindet  sich  nicht  an  eine  gleichmässige  Form, 
sondern  wählt  diese  den  Gegenständen  in  vielseitigster  Behandlung 
entsprechend.  Er  ist  nicht  ausschliesslich  beschreibend,  sondern 
auch  erklärend,  gibt  nicht  bloss  die  Qualität  der  Erscheinung,  son- 
dern wo  es  hingehört  auch  das  Mass  und  dessen  Gesetze.  Wo  auch 
von  letztern  das  weniger  Einfache  ausgeschlossen  werden  musste,  da 
ward  um  so  gründlicher  das  Einfache  behandelt.  In  denjenigen 
Punkten,  in  welchen  sonst  häufig  Irrlehren  aufgetreten  sind,  findet 
sich  hier  stets  der  Grund  sogleich  so  gelegt,  dass  die  irrige  Anffias- 
suug  keine  Stelle  hat.  Wie  in  einzelnen  Fragen  der  Verfasser  sich 
entschieden  hat,  ist  im  Vorwort  ausgesprochen;  um  es  zu  würdigen 
würde  ein  Eingehen  auf  die  Behandlungswcise  im  einzelnen  nötig 
sein.  H. 


Lehrbuch  der  Physik  für  die  oberen  Classen  der  Mittelschulen 
und  verwandter  Lehranstalten.  Von  Dr.  Ignaz  G.  Walh^ntin, 
Professor  am  k.  k.  Staatsgymnasium  im  neunten  Bezirke  von  Wien, 
Ehrenmitglied  der  physikalisch- chemischen  Gesellschaft  zu  Frankfurt 
am  Main.  Fünfte,  veränderte  Auflage.  Mit  232  in  den  Text  ge- 
druckten Holzschnitten  und  einer  Spcctraltafel  in  Farbendruck.  Aus- 
gabe für  Gymnasien.  Wien  1888.  A.  Pichler's  Witwe  und  Sohn. 
318  S. 

Dieselben  vorzüglichen  Eigenschaften,  welche  die  „Grundzüge 
der  Naturlehre^^  besitzen,  und  die  im  vorigen  Berichte  dargelegt  sind, 
charakterisiren  auch  das  Lehrbuch  der  Physik.  Es  werden  darin, 
nach  einer  Einleitung  über  die  Methode  der  Physik  und  die  allge- 
meinen Eigenschaften  der  Körper,  nach  einander  behandelt:  Mecha- 
nik, Wärme,  Magnetismus,  Elektricität,  Wellen,  Schall,  Licht,  Wärme- 
strahlung, und  im  Anhang:  Astronomie  nebst  mathematischer  Geo- 
graphie und  Chemie.  Bei  allen  Lehrgegenständen  sind  die  allgomeineD 
Gesetze  obenan  gestellt,  an  sie  schliessen  sich  dann  die  speciellen 
Erscheinungen,  die  Beobachtung  und  deren  Mittel.  H. 


Job.  Chr.  Walberer's  Anfangsgründe  der  Mechanik  fester 
Körper  mit  vielen  Uebungsaufgaben  zum  Schulgebrauche  an  Gym- 
nasien und  verwandten  Lehranstalten  neu  bearbeitet  von  Dr.  Georg 
Recknagel,  Professor  am  Realgymnasium  zu  Passan,  correspon- 
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direndein  Mitgliede  der  R.  B.  Akademie  der  Wissenschaften.   Sechste 
Auflage.    Mönchen  1889.    Theodor  Ackermann.    178  S. 

Das  Lehrbuch  von  Walberer  ist  in  2.  und  4.  Auflage  im  228.  und 
268.  litt  Ber.  S.  34.  S.  43.  besprochen.  Das  Vorliegende  stellt  sich  als 
Umarbeitung  der  analytischen  Mechanik  fOr  den  Schulgebrauch  dar, 
d.  h.  der  Lehrgang  ward  im  ganzen  beibehalten,  was  hingegen  im 
einzelnen  nach  Ermessen  des  Herausgebers  zu  hoch  für  den  Stand- 
punkt der  Schaler  war,  ward  in  mehr  erläuternder  Form  Yorgetra- 
gen,  mitunter  auch  weggelassen.  Diese  Umsetzungen  sind  nun  durch- 
aus kein  Muster  von  Fleiss  und  didaktischem  Urteil.  Die  mathe- 
matische Schärfe  wird  proisgogeben ,  mancherlei  Unbestimmtheiten 
bleiben,  wo  die  Klarstellung  zu  schwierig  schien,  das  ursprünglich 
Einfache  wird  durch  Umschweife  dem  Blick  entzogen.  Um  nur  ein 
Beispiel  anzuführen,  so  ist  der  Begriff  des  Gleichgewichts  eines 
Systems  von  Kräften,  der  doch  durch  die  gleiche  Wirkung  mit  Nnll- 
kraft  sofort  definirt  sein  würde,  durch  Bedingungen  bestimmt  worden, 
die  sich  auf  die  erfolgenden  Bewegungen  beziehen,  Bedingungen  die 
höchstens  bei  dauerndem,  nicht  aber  bei  momentanem  Gleichgewicht 
zutreffen.  Da  bei  Gleichgewicht  der  Kräfte  die  mannichfaltigsten 
Bewegungen  stattfinden  können,  so  ist  es  offenbar  unvernünftig  die 
Deutlichkeit  des  Begriffs  darauf  stützen  zu  wollen.  Ueberdies  liegen 
die  Bewogungsbedingungen  nicht  mehr  im  Bereich  der  zu  beobachten- 
den Wirklichkeit,  wenn  ausser  dem  System  im  Gleichgewicht  gleich- 
zeitig andro  Kräfte  wirken.  Die  in  den  früheren  Auflagen  des  Buches 
von  Walberer  enthaltenen  Irrlehren  kommen  freilich  in  der  gegen- 
wärtigen Bearbeitung  nicht  vor;  doch  zeugt  es  nicht  von  Beherr- 
schung des  Lehrstoffs  von  Seiten  des  neuen  Bearbeiters,  wenn  jene 
Fehler  nur  am  Gängelbande  der  analytischen  Methode  vermieden 
worden  sind,  und  er  nicht  vermocht  hat,  die  gleichen  Resultate  in 
sicherem  synthetischen  Lehrgange  zu  entwickeln.  Hoppe. 


Tabellen. 

Tafel  der  Besserschen  Functionen  I)P  und  h^  von  A;  =  0  bis 
jk  =  15,5  berechnet  von  Dr.  £.  Meissel  in  Kiel.  Aus  den  Ab- 
handlungen der  Königl.  preussischen  Akademie  der  Wissenschaften  zu 
Berlin  vom  Jahre  1888.    Berlin  1889.    Georg  Reimer.    4^.    23  S. 

Die  Tafel  ist  eine  Erweiterung  der  BesseFschen  Tafel  für  die 
Functionen 


Digitized  by  CjOOQIC 


50  LäUrariseher  Beriehi  XXXIL 


2«. 4       2*.4«.6^2».4«.6«.8         •* 

in  den  Abhandlungen  der  Akademie  vom  Jahre  1824.  Sie  gibt  inner- 
halb der  genannten  Grenzen  für  die  Hundertel  von  k  die  Werte  bei- 
der Functionen  auf  12  Bruchstellen.  H. 


Tafeln  der  Hyperbel fnnctionen  und  der  Kreisfunctionen  nebst 
einem  Anbange  cuthaltend  die  Theorie  der  Hyperbelfunctionen.  Von 
Dr.  W.  Ligowski,  Professor  an  der  Kaiserlichen  Marine- Akademie 
und  Schule  in  Kiel.    Berlin  1890.    Ernst  u.  Korn.    104  S. 

Die  Haupttafcl  gibt  die  Werte  der  brigg'schen  Logarithmen  der 
Functionen  ©int>;  «  i(e'^  — «-''')  =  tgy,  ©oS  v  «  i(c^'-f  c-»^)  =  secg) 
und  die  Werte  der  vermittelnden  Function  q>  entsprechend  der  Re- 

lation  «'^  «»tg    ~r     für  jedes   ^  von  0  bis  12.     Die  Detailiirung 

der  ^  geht  bis  i/;  »  2  auf  Tausendtel,  dann  bis  v^  »  9  auf  die  Hun- 
dcrttol,  von  da  auf  Ganze.  Die  Logarithmen  sind  bis  tf;  »  2  fünf- 
stellig,  von  da  bis  ^  »  5  sechsstellig,  von  da  bis  ^  «  8  sieben- 
stellig, weiterhin  zehnstellig.  Die  q>  sind  bis  ^  »  6,  die  Differenzen 
bei  allen  Functionen  augegeben.  Diese  Haupttafel  ist  mit  vielen 
kleinern  Tafeln  verbunden,  welche  zur  Erleichterung  des  Rechnens 
mit  hyperbolischen  Functionen  dienen.  In  der  Einleitung  ist  der 
Gebrauch  der  Tafeln  erläutert,  der  Anhang  enthält  die  Theorie  der 
hyperbolischen  Functionen.  In  der  Berechnung  von  Tafeln  dieser 
Functionen  war  namentlich  Gudermann  vorausgegangen;  das  Nähero 
darüber  ist  im  Vorwort  ausgesprochen.  H. 


Nouvelles  tables  de  logarithmes  k  cinq  d^cimales  pour  les  lignes 
trigonometriques  dans  les  deux  syst^mes  d^  la  division  cent^simale 
et  de  la  division  sexag^simale  du  quadrant  et  pour  les  nombres  1  ä 
12000  suivies  des  memes  tables  k  quatre  d6cimale8  et  de  diverses 
tables  et  formules  usuelles.    Paris  1889.    Imprimerio  Nationale. 

Die  gegenwärtigen  Tafeln  sind  im  Auftrage  des  Kriegsministers 
von  der  geodätischen  Section  des  Service  g^ographique  unter  der 
Leitung  des  Oberst-Lieutenants  Bassot  zusammengestellt  aus  den 
bis  jetzt  ungedruckten,  von  Prony  berechneten  14 stelligen  Tafeln. 
Hiermit  ist  erst  ein  Teil  des  Auftrags  erfüllt,  dieselben  Tafeln  sollen 
auch  8 stellig  herausgegeben  werden;  ihr  Erscheinen  in  diesem  Jahre 
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ist  aogektlndigt.  Es  ist  erkannt  worden,  dass  die  schon  längst  Ter- 
griffenen  7  stelligen  logarithmisch  trigonometrischen  Tafetn  von  Borda 
far  Decimalteilnng  des  Quadranten  einen  Ersatz  haben  mttssen,  und 
dass  überdies  7  Stellen  dem  Bedflrfniss  noch  nicht  genügen.  Dieg 
zu  erwartende  Werk  ist  es  also ,  was  über  das  Bestehende  hinaas- 
geht,  und  was  in  den  vorhandenen  Hülfsmitteln  des  Rechnens  eine 
längst  empfundene  Lücke  auszufüllen  verspricht.  Der  jetzt  erschienene 
Teil  tritt,  wie  In  die  Augen  fällt,  mit  einem  unerwünschten  Ueber- 
mass  auf:  wir  brauchen  nicht  in  einem  Bande  vereinigt  5  und  4  stel- 
lige Tafeln ,  noch  weniger  solche  für  Decimal-  und  Sexagesimaltei* 
lung.  Hoffentlich  wird  das  grössere  Volum  der  8  stelligen  Tafeln  die 
Herausgeber  bestimmen  die  Tafeln  für  Decimalteilnng  gesondert  er- 
scheinen zu  lassen.  Dagegen  ist  eine  Erleichterung  der  Interpolation 
sehr  wünschenswert.  Die  grösstenteils  4  stelligen  Differenzen  bei 
Borda,  welche  hier  zu  östcUigen  werden  würden,  nehmen  einen 
grossen  Raum  ein,  der  sich  füglich  für  engere  Argumentfolge  ver- 
wenden Hesse.  H. 


Table  des  quarts  de  carr^s  de  tous  les  nombres  entiers  de  1  ä 
200000,  servant  k  simplifier  la  multiplication,  r616vation  au  carr6 
ainsi  que  l'extraction  de  la  racino  carr^e  et  ä  rendre  plus  certains 
les  r^sultats  de  ces  Operations,  calcul^e  et  publi6e  par  Joseph 
Blater.  Avecla  coUaboration  de  M.  A.  Steinhäuser,  Conseiller 
royal-  imperial  ä  Viennes.    Paris  (1889).    Gauthier-Yillars. 

Das  Product  zweier  Zahlen  lässt  sich  nach  der  Formel 

als  Differenz  zweier  Werte  einer  Funotion  eines  Arguments  dar- 
stellen. Die  vorliegende  Tafel  gibt  diese  Function  und  ersetzt  hier- 
mit je  eine  Multiplication  durch  eine  Addition,  2  Subtractionen  und 
zweifaches  Nachschlagen.  Sie  [unterscheidet  sich  von  ihren  Vorgän- 
gern durch  grössere  Ausdehnung  und  compendiösere  Einrichtung. 

H. 


Vermischte  Schriften. 

Verslagen  en  Mededeelingen  der  Koninklijke  Akademie  van 
Wetenschappen.  Afdeeiing  Natuurkunde.  Derde  reeks.  Vijfde 
deel.    Amsterdam  1889.    Johannes  Müller. 

Per  5.  TeU  enthält  folgende  mathematische  Abhandlungen. 
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G.  Sch outen:  Die  Regel  fUr  die  Balniform  und  die  Eigen- 
schaften der  Coutralbewegung  graphisch  dargestellt.  "=^  Allgemeine 
Eigenschaften  der  reinen  rollenden  Bewegung  eines  Rotationskörpers 
auf  horizontaler  Ebene  angewandt  auf  die  Bewegung  eines  Rotations- 
körpers um  einen  festen  Punkt  seiner  Axe. 

P.  H.  Schonte:  Der  lineare  Gomplex  (I.  1). 

Jan  deVrios:  lieber  ebene  Configurationon.  —  Ueber  die  har- 
monischen Configurationen  (243,  I84). 

V.  A.  Julius:  Ueber  die  vibrirende  Bewegung  einer  deformirten 
FlQssigkeitskugel. 

J.  A.  C.  Oudemanu:  Untersuchung  der  Bedingung,  unter  der 
im  Doppelbildmikrometer  von  Airy  der  Wert  einer  schraubenumlau- 
fenden Unabhängigen  von  der  Accommodation  des  Auges  kommt. 

P.  U.  Dojes:  Ueber  einige  Formeln,  die  sich  auf  die  durch 
Druck-  und  Temperaturvoränderungen  bewirkten  Veränderungen  in 
der  Zusammensetzung  von  Lösungen  beziehen. 

F.  J.  van  den  Berg:  Die  Constructionsfigur  für  die  Auflösung 
eines  Systems  linearer  Gleichungen,  als  Configuratiou  betrachtet.  — 
Einige  Formeln  für  die  Berechnung  der  bernouUischen  Zahlen  und 
der  Tangeiitencoefficienten. 

C.  H.  C.  Grinwis:  Die  Energie  des  kugelförmigen  Condcn- 
sators. 

J.  Card  in  aal:  Geometrische  Theorie  der  windschiefen  Flächen 
4.  Ordnung.  H. 
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(üeschichte  der  Mathematik  und  Phjsik. 

Jahrbuch  der  Erfindungen  u.  Fortschritte  auf  den  Gebieten  der 
Physik  u.  Chemie,  der  Technologie  u.  Mechanik,  der  Astronomie  u. 
Meteorologie.  Hrsg.  v.  H.  Gretschel  u.  G.  Bornemann.  25.  Jahrg. 
Leipzig,  Quaudt  <&  H.    6  Mk. 

Fink,  £.,  Kant  als  Mathematiker.    Leipzig,  Fock,  Verl.    1  Mk. 

Methode  and  Prineipien. 

Zimmermann,  W.  F.  A.,  Natnrkräfte  u.  Naturgesetze.  4.  All. 
Bearb.  u.  hrsg.  v.  B.  Dttrigeu.  3).  u.  31.  Lfg.  Berlin,  DUmmler's 
Verl.    k  50  Pf. 

Lehrbflehen 

Boy  man,  J.  R.,  Lehrbuch  der  Mathematik  f.  Gymnasien,  Real- 
schulen und  andere  höhere  Lehranstalten.  3.  Theil.  Arithmetik. 
7.  Afl.  besorgt  von  G.  Werr.    Dusseidorf,  Schwann.    3  Mk. 

Lieber,  H.,  u.  F.  v.  Lühmanu,  Leitfaden  der  Elementar- 
Mathematik.  2.  Tbl.  Arithmetik.  4.  Afl.  Berlin,  Simion.  1  Mk. 
25  Pf.;  geb.  1  Mk.  50  Pf. 

Maier,  A.,  Vorschule  der  Mathematik.  Karlsruhe,  Bielefeld. 
1  Mk. 

Mehl  er,  G.,  Hauptsätze  der  Elementar-Mathematik  zum  Ge- 
brauche an  Gymnasien  u.  Realgymnasien.  16.  Afl.  Berlin,  G.  Reimer. 
1  Mk.  50  Pf. 

Sammlmigen. 

Adam,  W.,  1500  Aufgaben  aus  der  Buchstabenrechnung  n. 
Algebra  m.  vollständigen  Berechnungen.  2.  Afl.  Gera,  Hofmann. 
4  Mk.  40  Pf.;  geb.  5  Mk. 
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Brock  mann,  F.  J.,  planimetrische  Konstraktiousanfgaben. 
Leipzig,  Teubner.    1  Mk.  50  Pf. 

Oerke's,  R,  Aufgabensammlaug  ans  der  darstellenden  Geo- 
metrie. 40  (autogr )  Taf.  m.  350  Flg.  3.  Afl.  Hrsg.  y.  G.  Schöner- 
mark.   Fol.    Hannover,  Cruse's  B.    Kart.    6  Mk. 

Heuner,  F.,  Aufgabensammlung  zum  Recliennnterrichte.  7.  Afl. 
Ansbach,  Seybold.    1  Mk.  20  Pf.;  geb.  1  Mk.  50  Pf. 

—  Ergebnisse  zum  6.  u.  7.  Hft  Oberklasse.  Asg.  f.  Lehrer. 
4.  Afl.    60  Pf. 

Hoffmann,  J.,  u.  J.  Klein,  Rechenbuch  f.  Semiuarist4'n  a. 
Lehrer.    9.  Afl.    Düsseldorf,  Schwann.    1  Mk. 

Kleyor,  A.,  vollständig  gelöste  Aufgaben- Sammlung  aus  allen 
Zweigen  der  Rechenkunst  etc.  56^.-607.  Hft.  Stuttgart,  J.  Maior. 
k  25  Pf. 

Kniess,  K.,  u.  0.  Bachmann,  Aufgabensammlung  f.  das 
Rechnen  m.  bestimmten  Zahlen,  bearb.  unter  besond.  Berücksicht  d. 
f.  Lateinschulen  vorgeschrieb.  Lehrpensums.  Resultate.  München, 
Kellerer.    80  Pf. 

Krauth,  Th.,  Aufgaben -Sammlung  f.  das  gewerbliche  Rechnen. 
Für  Gewerbeschulen  u.  gewerbl.  Fortbildungsschulen.  2.  Afl.  SchOler- 
Asg.    Karlsruhe,  Bielefeld.    40  Pf. 

L4ska,  W.,  Sammlung  von  Formeln  der  reinen  u.  angewandten 
Mathematik.    3.  Lfg.    1.  Ab:h.    Brauuschweig,  Vicweg  <&  S.    5  Mk. 

Matek,  B,  Resultate  zur  Aufgabensammlung  in  Moc-nik's  Lehr- 
buch der  Arithmetik  u.  Algebra  f.  die  oberen  Klassen  der  Mittel- 
schulen.   Wien,  C.  Gerold's  S.    Kart  1  Mk.  80  Pf. 

Reich,  A,  die  Hauptichren  der  Mathematik  m.  e.  Sammlung 
ausführlich  gelöster  u.  Anhängen  ungelöster  Aufgaben  m.  ihren  Re- 
sultaten. (In  ca.  90  Lfgn.)  1.— 9  25.-47.  Lfg.  Hanau,  Reich. 
k  25  Pf. 

Sachse,  J.  J.,  Uebuugsbuch  f.  e.  praktischen,  geistbildenden  a. 
erziehlichen  Rechenunterricht.  1.  u.  2.  Hft.  3.  Afl.  Osnabrück, 
Wehberg.    55  Pf. 

Särchinger,  £.,  u.V.  Estel,  Aufgabensammlung  f.  den  Recben- 
unterricht  in  den  Unterklassen  der  Gymnasien.  2.  u.  3.  Hft  Leipzig, 
Teubner.    Kart  1  Mk.  80  Pf. 

Schmehl,  Ch.,  Rechenbuch  f.  höhere  Lehranstalten.  1.  Thl. 
Das  Rechnen  m.  ganzen  Zahlen,  gemeinen  Brüchen  u.  Decimalbrüchen. 
Giessen,  Roth,  Verl.    1  Mk.  40  Pf. 

Stockmayer,  H.,  M.  Fletscher  u.  G.  Thomass,  Aufgaben 
f.  den  Rechenunterricht  in  den  mittleren  Klassen  der  Gelehrteo- 
Bchnlenetc.   1  Bdchn.  4.  Afl.  Heilbronn,  Scheurlen's  Verl.   Kart  80  Pf. 

—  Dasselbe.    2.-4.  Bdchn.    5.  Afl.    Ebd.    Kart.  2  Mk.  25  Pf. 
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Waldvogel,  J.,  Uebangen  aus  dem  mathematischen  Repetitions- 
Btoffe  der  Obergymnasialklasse.  1.  Tbl.  Aschaffenbarg,  Krebs. 
1  Mk.  20  Pf. 

Tabellen. 

Brahns,  C,  neues  logarithmisch-trigouometrisches  Handbuch 
auf  sieben  Dezimalen.    3.  Afl.    Leipzig,  ß.  Tauchuitz.    4  Mk.  20  Pf- 

Ligowski,  W.,  Tafeln  der  Hyperbelfunktionen  und  der  Kreis- 
funktionen,  nebst  e.  Anh.,  euth.  die  Theorie  der  Hyperbel funktioneu. 
Berlin,  Ernst  <&  K.    5  Mk.;  geb.  6  Mk. 

Weisbach,  J.,  Tafel  des  vielfachen  Sinns  u.  Cosinus,  sowie 
der  vielfachen  Sinus  versus  v.  kleinen  Winkeln,  nebst  Tafel  der  ein- 
fachen Tangenten,  zum  Gebrauche  f.  prakt.  Geometer  u.  Mechaniker 
überhaupt  u.  f.  Markscheider  besonders.  4.  Afl.  Berlin,  Weidmann. 
1  Mk. 

Arithmetik«  Algebra  nnd  relue  Aualysls. 

Abel,  N.  H.,  u.  £.  Galois,  Abhandlungen  üb.  die  algebraische 
Auflösung  der  Gleichungen.  Deutsch  hrsg.  v.  H.  Maser.  Berlin, 
Springer.    4  Mk. 

Battner,  A.,  die  Elemente  der  Buchstabenrechnung  u.  Algebra. 
9.  Afl.    Bielefeld,  Velhagen  &  Kl.    2  Mk.  80  Pf. 

Cavan,  K.,  methodische  Behandlung  der  Anfangsgründe  der 
Buchstabenrechnung.    Ems,  Sommer.    1  Mk. 

Gegeubauer,  L.,  Wahrscheinlichkeiten  im  Gebiete  der  aus 
den  4.  Einheitswurzeln  gebildeten  complexen  Zahlen.  Leipzig,  Freytag. 
30  Pf. 

K 1  ey  e  r ,  A ,  Lehrbuch  der  Integralrechnung.  Integralrechnung  I : 
Die  Integration  von  Differeutialfunktionen  v.  der  allgemeinen  Curve 
f(x),dx,    1.  Tbl.    Stuttgart,  J.  Maior.    10  Mk. 

Ltlbsen,  H.  B.,  Einleitung  in  die  Inflnitesimal-Rechnung  (Diffe- 
rential- u.  Integralrechnung)  zum  Selbstunterricht.  Mit  Rücksicht 
auf  das  Nothwendigste  u.  Wichtigste.  7.  Afl.  Leipzig,  Brandstetter. 
8  Mk. 

Prange,  0.,  Lehrbuch  d.  Gleichungen  des  1.  Grades  m.  mehreren 
Unbekannten.   Bearb.  nach  System  Klcyer.   Stuttgart,  J.  Maier.  7  Mk. 

Schick,  E.,  Katechismus  der  praktischen  Arithmetik.  3.  Afl. 
bearb.  v.  M.  Meyer.    Leipzig,  J.  J.  Weber.    Geb.  3  Mk. 

Study,  E.,  Methoden  zur  Theorie  der  ternären  Formen.  Leipzig, 
Teubner.    6  Mk. 

Thomae,  J.,  Abriss  e.  Theorie  der  Functionen  e.  complexen 
Veränderlichen  u.  der  Thetafunctionen.  3.  Afl,  Halle,  Nebert's  Verl. 
10  Mk. 
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Tschebyscheff,  P.  L.,  Theorie  der  Congruenzoii  (Elemente 
der  Zahlentheorie).  Deutsch  hrsg.  v.  H.  Schapira.  Berlin,  Mayer 
&  M.    7  Mk. 

(Geometrie. 

Ameseder,  A.,  die  Qnintapellage  collinearer  Räame.  Leipzig, 
Freytag.    50  Pf. 

—  Theorie  der  cyklischen  Projoctivit&ton.    Ebd.    50  Pf. 
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